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Настоящий второй том »Курса небесной механики* является непосред­
ственным продолжением первого тома.

В нем изложена общая теория возмущенного движения, методы вы­
числения возмущений планет и комет, основы теории движения Луны.

Книга является учебником для студентов и аспирантов университетов. 
Она предназначается также и для научных работников, так как пред­
ставляет достаточно полную монографию по указанным отделам Не­
бесной механики.

ПРЕДИСЛОВИЕ.

В то время как первый том этого курса был посвящен исключи­
тельно проблеме двух тел и методам определения орбит, во втором 
томе я перехожу к Небесной механике в тесном смысле слова, а именно 
к теории возмущений.

Моя задача заключалась в том, чтобы дать книгу, которая позво­
ляла бы вполне ориентироваться в современной Небесной механике, 
давала возможность непосредственно перейти к чтению специальных 
мемуаров и в то же время служила исчерпывающим практическим руко­
водством при решении тех проблем, с которыми астроному приходится 
встречаться особенно часто.

В основу положены те общие и специальные курсы, которые я читал 
в течение последних шести лет в Ленинградском уни ерситете.

Книга делится на четыре части, из которых первая посвящена изуче­
нию общих свойств движения материальных точек, притягивающих доуг 
друга по закону Ньютона, и, в частности, изучению важнейших свойств 
возмущенного движения. Эта часть является как бы введением к сле­
дующим, в которых рассматриваются способы фактического определения 
возмущенных координат.

Во второй части изучаются способы нахождения возмущенных 
координат, основанные на употреблении численного интегрирования диф­
ференциальных уравнений. Здесь, так же как и в I томе, я стремился 
дать исчерпывающе полное практическое руководство к действительному 
выполнению всех операций.

В конце I тома, не имея возможности дать подробное изложение 
теории численного интегрирования уравнений, я поместил маленькое 
добавление, содержащее конспективное изложение этого важного отдела. 
Я стремился возможно скорее пополнить этим способом один из наиболее 
существенных пробелов нашей литературы.

Развивая во II томе соответствующий отдел до нужной полноты 
и давая столь необходимые здесь примеры, я не мог затруднять чита­
теля непрерывными ссыдками на это добавление. Вот почему я пред­
почел изложить всю 1%орию численного интегрирования полностью, хотя 
при этом и пришлось воспроизвести несколько страниц. Таким образом 
оказалось возможным исключить из подготовленного сейчас нового 
издания I тома указанное добавление.

Изложив с должными подробностями методы численного интегриро­
вания уравнений и научив, при помощи примеров, применять эти методы, 
я останавливаюсь еще на приложениях численного интегрирования к изу­
чению невозмущенного движения.

Только после такой подготовки я перехожу к применению рассма­
триваемых методов к вычислению возмущений и на этот раз уже могу 
обойтись без пояснительных примеров. Читатель, внимательно изучивший 
две предыдущие главы, в таких примерах нуждаться не будет.
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4 Предисловие

Третья и четвертая части книги посвящены аналитическим методам 
вычисления возмущений. Здесь, в отличие от второй части, я не всегда 
стремился дать исчерпывающее изложение рассматриваемых методов.,, 
так как это является делом специальны« монографий. Но, не стараясь 
заменить эти монографии, я стремился дать полное представление о сущ­
ности каждого из важнейших методов.

Много места уделено теории движения Луны, которая является не 
только одтим из совершеннейших отделов Небесной механики, но и не. 
менее актуальна, нежели теория движения планет. В самом деле, не 
говоря уже о том, что классическая теория движения Луны исполь­
зуется в звездной астрономии при изучении движения кратных звезд, не 
следует забывать, что работы Хилла явились одним из важнейших источ­
ников прогресса Небесной механики в последние десятилетия.

Таким образом II том посвящен, в основном, изучению методов 
Небесной механики. Подробное изложение достигнутых результатов, 
иначе говоря, сравнение теории с наблюдениями, найдет свое место 
в III томе. Там же будут рассмотрены некоторые более специальные 
методы (периодические орбиты, методы Гюльдена, Бренделя), а также 
теория вращения светил.

Что касается до характера изложения, то я стремился к возможной 
элементарности, к возможно большей пригодности книги для самостоя­
тельного изучения предмета, и потому избегал пользования сколько- 
нибудь сложным математическим аппаратом.

При этом я старался дать книгу, из которой легко было бы вы­
делять как преподавателю, так и читателю курсы разной степени 
полноты и подробности.

Принятая мною система обозначений тех величин, для которых не 
установлены стандартные обозначения (и едва ли должны быть устано­
влены в настоящее время), тщательно продумана. Нужно однако заметить, 
что введение здесь полного единообразия не только трудно, но и не 
всегда целесообразно; так, например, я сознательно пользовался разными 
обозначениями в теории движения планет и в теории движения Луны, 
так как это не создает никаких неудобств и в то же время облегчает 
чтение специальной литературы.

Что касается до литературных указаний, то они отнюдь не пре­
тендуют на полноту и систематичность, так как более подробные сведе­
ния в этом отношении легко могут быть почерпнуты из общеизвестных 
библиографических указателей.

В заключение отмечу, что главы, посвященные определению орбит 
из многих наблюдений, которые первоначально предполагалось включить 
во II том, вошли в новое издание I тома; это обстоятельство позволило 
сделать настоящий том более однородным по своему содержанию.

М. Субботин.

ЧАСТЬ ПЕРВАЯ
ОСНОВЫ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕННОГО ДВИЖЕНИЯ

ГЛАВА I

ПРОБЛЕМА П ТЕЛ.
§ 1. Интегралы проблемы п тел.

Рассмотрим п материальных точек с массами, равными соответственно 
тй, . . . , тп_г Через обозначим координаты точки т1 отно­
сительно произвольной неподвижной системы осей. Пусть Д/у есть рас­
стояние между точками пи и тр так что

=а— 92+01,—V +

Притяжение, испытываемое точкой пи со стороны точки т^ будет 
равно к-т^^Т2, где через к2 обозначен коэффициент притяжения (т. I, 
§§ 3 и 16); компоненты этой силы по осям координат будут

и И у
Поэтому уравнения движения точки т. напишутся следующим 

образом:

т.^~ = к2 У .т— ' Й2 1 2 д®.

/ б

у '2
причем при суммированиях в правых частях значение у = г должно быть 
пропущено.

Уравнения (1) при 7= 0, 1, . . . , п— 1 образуют систему порядка 6л, 
к интегрированию которой и приводится проблема л тел.

Легко видеть, что уравнения (1) могут быть написаны так: 
аК- дИ ди ди

т<-^=^ т^=л;- <2>
если, следуя Лагранжу, ввести функцию сил

1 т-т.
о+а (3)/ / б© ГП
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6 I. Проблема п ¡пел £ 2. Приведение проблемы п тел 7

Так как мы здесь имеем систему, на которую не действуют никакие 
внешние силы, то общие теоремы Механики сразу дают нам 6 интегралов 
движения центра инерции системы и 3 интеграла площадей. Эти инте­
гралы очень легко получаются непосредственно из уравнений (1).

Прежде всего, суммируя каждое из уравнений (1) по г от / = 0 до 
/ = п — 1, получим

2 т'^ = 0, 2 т .ц. = 0, 2 т'^ = 0,
I I i

где дифференцирование по времени обозначено точками.
Отсюда

2^ = ар (4)
I I I

= = + 2^==т/+т3, (5)
I I I

где аь а2, р2, Тг— произвольные постоянные.
Равенства (4) и (5) показывают, что центр инерции системы дви­

жется прямолинейно и равномерно. Они носят название интегралов 
движения центра инерции.

Для вывода интегралов площадей обращаемся к следующим легко 
проверяемым следствиям уравнений (1):

2 т^ = 0
I

2^^-^ =0
I

Ът.^ — = 0.

Интегрируя эти равенства и обозначая через Съ С2, С3 новые про­
извольные постоянные, получим интегралы площадей

Ът^ — =
I

(6)

— = С3.
X

Левые части уравнений (6) представляют собою проекции мо­
мента количества движения системы (который равняется сумме 
моментов количеств движения всех точек) на оси координат. Таким обра­
зом, равенства (6) показывают, что момент количества движения системы 
остается постоянным как по величине, так и по направлению.

Плоскость, перпендикулярная к моменту количества движения си­
стемы и, следовательно, имеющая уравнение

(7), 
называется неизменной плоскостью Лапласа.

Каждый член сумм, стоящих в левых частях равенств (6), можно 
еще интерпретировать как умноженную на массу проекцию удвоенной 
секториальной скорости точки т1 на соответствующую координатную 
плоскость. Короче говоря, левая часть каждого из этих равенств есть 

сумма взвешенных проекций секториальных скоростей всех точек 
системы на координатную плоскость.

Если сумму взвешенных секториальных скоростей спроектировать 
на произвольно взятую плоскость, то проекция будет очевидно равна:

v/q+Cf+Cpcosß,

где ß— угол между нормалью к рассматриваемой плоскости и моментом 
количества движения системы. Отсюда ясно, что неизменная плоскость 
может быть определена как такая плоскость, для которой сумма взве­
шенных проекций секториальных скоростей всех точек наибольшая.

Перейдем теперь к последнему из общих интегралов, существование 
которого обусловлено тем обстоятельством, что функция сил (3) не со­
держит явно время.

Умножим уравнения (2) соответственно на и сложим их по­
членно; это даст:

i

откуда непосредственно вытекает интеграл живых сил

(8)
i 

где h — новая постоянная.
Так как величина

i

представляет собою кинетическую энергию системы, а потен­
циальная энергия рассматриваемой системы равна очевидно—U, то пол­
ная энергия будет равна

Н = T—U.
Следовательно, интеграл (8), дающий H — h, выражает для изучае­

мой нами замкнутой системы закон сохранения энергии.
Итак, общие теоремы Механики дают для проблемы п тел десять 

интегралов. Многочисленные попытки найти дальнейшие интегралы оста­
лись безуспешными. В 1887 г. Брунс доказал, что даже в случае про­
блемы трех тел всякий первый интеграл, алгебраический относительно 
координат к],, С,- и их производных 5., tqz, q является следствием указан­
ных десяти интегралов. В 1889 г. Пуанкаре обнаружил (также для про­
блемы трех тел) отсутствие первых интегралов, определенным образом 
выражающихся при помощи однозначных аналитических функций.

Эти теоремы, на доказательстве которых мы не будем останавливаться, 
показывают, что вопрос о нахождении новых интегралов, сверх десяти 
известных, не представляет интереса для Небесной механики, так как 
эти интегралы были бы слишком сложны для того, чтобы иметь какое- 
либо применение.

§ 2. Проблема п тел приводится к интегрированию системы 6п—12 по­
рядка и двум квадратурам.

Найденные в предыдущем параграфе 6 интегралов движения центра 
инерции, 3 интеграла площадей и интеграл живых сил позволяют пони­
зить порядок системы (1) на 10 единиц.© ГП
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8 I. Проблема п тел § 3. Уравнения относительного движения 9

Воспользовавшись тем, что силы не зависят от времени, мы можем 
понизить порядок системы еще на одну единицу: для этого надо исклю­
чить из уравнений dt. Когда полученная таким образом система будет 
проинтегрирована, время определится при помощи одной квадратуры. 
Таким образом, задача будет приведена к решению системы порядка 
6л—11 и выполнению квадратуры.

Понижение порядка системы еще на одну единицу основывается на 
полном использовании того обстоятельства, что силы зависят исключи­
тельно от взаимных расстояний движущихся точек.

Чтобы удобнее использовать указанное свойство нашей системы, 
перейдем к обобщенным координатам, причем одну из координат выберем 
следующим образом. Через какую-либо точку системы, например т0, про­
ведем неподвижную прямую, а через эту прямую — плоскость, прохо­
дящую через какую-нибудь другую точку системы. Азимут этой пло­
скости, отсчитываемый от произвольного неподвижного направления, 
обозначим через ср и примем за одну из обобщенных координат.

Движение всей системы будет, следовательно, определяться коорди­
натой ср и координатами, фиксирующими положение системы относи­
тельно движущейся плоскости, имеющей азимут ср.

Покажем, что координата ср является циклической, т. е. что 
уравнения Лагранжа заключают только производную <р, но не ср.

Неподвижную прямую, проведенную нами через точку т0, примем 
за ось z-ов; ось х-ов расположим во вращающейся плоскости. Если 
через xk, yk, zk обозначить координаты точки mk в этой вращающейся 
системе осей, то компоненты скорости точки mk будут

xk~W Л + zk-

Следовательно, живая сила системы, определяемая равенством

Т=Т 2 ~ ^2+
л

будет зависеть только от ср, но не от ср, точно так же, как и кинетиче­
ский потенциал

L^T^u.

Поэтому соответствующее <р уравнение Лагранжа
d I dL\__ dL _0
dt \ ду ) ¿ср

дает
dL—- = const.¿ср

Это равенство позволяет исключить ср из остальных уравнений дви­
жения. После того, как полученная таким образом система уравнений 
будет проинтегрирована и будет известно движение наших материаль­
ных точек относительно вращающейся плоскости, останется найти угол ср, 
дающий положение этой плоскости. Так как последнее равенство дает ср 
в функции остальных координат, то угол ср определится при помощи 
одной квадратуры.

Рассмотренная нами операция исключения из уравнений движения 
азимута ср была названа Якоби — для частного случая задачи трех тел — 
исключением узлов.

Итак, интегрирование уравнений (1) действительно приводится к инте­
грированию системы порядка 6л—12 и двум квадратурам.

Фактическое выполнение указанных приведений мы производить не 
будем, так как оно нисколько не облегчает полное решение задачи. 
Ограничимся лишь имеющим практическое значение понижением порядка 
системы на 6 единиц при помощи интегралов (4) и (5). Это приведение 
будет выполнено в следующих параграфах.1

§ 3. Уравнения относительного движения.
Вернемся к уравнениям (1), определяющим движение п тел относи­

тельно неподвижной системы осей. Найденные нами интегралы (4) и (5) 
позволяют исключить из уравнений (1) три какие-либо координаты, на­
пример Ео, "По, и их производные.

Положим, с этой целью,
+ + = (/=1,2,. . . , л — 1)

так что х., у^ г. являются координатами точки т1 относительно осей, 
параллельных предыдущим, но имеющим начало в точке т0.

Из уравнений (1) следует, принимая во внимание, что х0 — у0 — 
= х0 = 0:

^0 

dt2

d%

Д3

==-^о~ 
0z

... 'VT '’0

Д3.
7

Д3. "г 
О/дз

УфО

= ЛЗ
\ 0;

т wb
7 Ао/

x^~xi 

Д3 . ,

где через ^обозначено суммирование по ус пропуском значений у = /и у = 0.
Поэтому, делая Д0/=гу, получим следующие уравнения, опреде­

ляющие движение т. относительно лг0:

1 Подробные литературные указания относительно различных способов действитель­
ного выполнения указанных в этом параграфе понижений порядка системы диффереи- 
циальн .ix уравнений для случая задачи трех тел можно найти в ciarbe; Е. Т. Whittaker, 
Prinzipien der Störungstheorie und allgemeine Theorie der Bahnkurven in dynamischen Proble­
men, Enzyklopädie der mathem. Wissenschaften, Bd. VI2, 012—556, а также в известном 
учебнике Аналитической динамики того же автора, где этому вопросу посвящена спе- 
циальн. я глава.

Фактическое приведение к системе порядка 6л—12 для задачи п тел выполнил 
Т. L. Bennett (Messenger of Math. (2), 44, 1904).© ГП
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10 I. Проблема n тел

причем
~ уУ+

Положим

Это позволит написать уравнения (9) в такой форме:

4- ¿2 (m0 + 5 =
rf дх!

^У/ У,
~фрГ + (ото + уг =

i

(Ю)

(11)
Ж, 
^У,

d-z. z. dR

Предположим, что массы всех тел, за исключением т0 и тр равны 
нулю. В таком случае ЛУ = 0 и уравнения (11) обращаются в известные 
уравнения задачи двух тел (т. I, гл. II). Так как в Астрономии издавна 
установился обычай называть кеплерово движение, соответствующее 
задаче двух тел, невозмущенным движением, а всякое отклонение 
от него возмущением, то и функция R. получила название пертур­
бационной функции. Производные этой функции по координатам т. 
дают компоненты относительного ускорения, испытываемого телом т. со 
стороны всех остальных тел системы, за исключением, конечно, цен­
трального тела т^.

После того как система (11) порядка 6л—6 разрешена и движение 
всех тел относительно т0 известно, легко может быть получено абсо­
лютное движение всех тел. Действительно, уравнения (5) дают:

Л—1
Л/?о4- 2 mixi — а2

п—1

^0 + 2
1

(12)

Жо+ 2
1 

где 
п—1 

М = т0-\- 2 т., 
1 

откуда найдем £0> ^о, Со-

Для системы (11) мы имеем четыре интеграла, соответствующие 
интегралам (6) и (8) уравнений абсолютного движения.

Первое из равенств (6) дает:

'21 т, [(^ + у) (4 + ж) - (Со + (^ + у.)] 4- т. = Ц

1

§ 4. Вторая форма уравнений, относительного движения 11

или
Сп0^0 — 4^) + 42 т. у. — 4 2 т. у. +

4- ^0 2 — 7)0 2 т.г^ 2 т1 (у^ — г.у} = СГ

Определяя 4, ^о, 4 из (12) и подставляя сюда, окончательно полу­
чим следующие интегралы уравнений (11):

М 2 т1 (у^. — г/у^ Д- 2 тх. 2 — 2 т1у12 т^1 = С\

М^т{(гх1 — Х/£.)+ 2 ту.2 т.г1 — 2 т1г1 2 тр^= С3 (13)
М 2 т1 (хух — уу} 4- £ т.у{ 2 тх1 — 2 2 т1 у1 = С 3,

где ।

+ —Ъа1

С3 — ЖС3 + а2?Г

Выполнив аналогичные преобразования в интеграле живых сил (8), 
получим еще один интеграл уравнений относительного движения.

Уравнения (11) широко применяются в Небесной механике, особенно 
при изучении движения планет и комет. В этом случае за центральное 
тело т0, к которому относят движение всех остальных, принимают 
Солнце. При таком выборе каждый член пертурбационной функции (10) 
имеет множителем планетную массу т? поэтому правые части уравне; 
ний (11) будут весьма малы и их влияние действительно можно рассма­
тривать как возмущение.

§ 4. Вторая форма уравнений относительного движения.
Указанная в предыдущем параграфе форма уравнений относитель­

ного движения в некоторых случаях неудобна тем, что содержит особую 
для каждого тела пертурбационную функцию Ri. Поэтому иногда поль­
зуются другой формой, основанной на следующем выборе относитель­
ных координат:

1) через первую точку т0 проводим оси координат, параллельные 
неподвижным осям, и положение т, определяем в этой системе коорди­
натами У,, 215

2) через центр инерции О1 точек т0 и тх проводим оси, параллель­
ные предыдущим, и положение т2 определяем относительно этих осей 
координатами х2, у2, г2;

3) положение т2 определяем координатами х8, у3) х3 относительно 
системы осей, параллельных предыдущим и имеющих начало в центре 
инерции О2 точек т0, тг, т2\ и т. д.

Таким образом, каждая последующая точка т1+х относится к центру 
инерции О. всех предыдущих точек т0, тх, . . . ,

Обозначим через Хр Ур X. координаты точки Ср так что

^• = ^0 + ^1+ • ■ -+т+

где
Л4 = 'по + т1+- • -+тг© ГП
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12 I, Проблема п тел 4. Вторая форма уравнений относительного движения 13

По определению

откуда
= —(%?0 + тА+• • •+^-А_1) =
=^-и+^а-у+- • •+^1о/-(и)

Чтобы выразить старые координаты (4 ч- С) через новые (х, у, г), 
заметим прежде всего, что

М^— М1_1Х._1 =

МХ1 - М^Х^ = (^ - {15)
Следовательно

= М, - хж) - (^ - х),
откуда

^4-1 ~ 4-1 ^¡—1^1 Х1 •

Складывая почленно эти равенства для последовательных значений 
индекса, получим

так что окончательно будем иметь следующие дифференциальные уравне­
ния относительного движения:

¿2х. ди а^ дП а^ ди
Щ2 дх^ Л2 ду2 Л2 дг.’

где 
т^1—\

ь=~мГ‘

Равенства (16) позволяют выразить функцию сил и через новые 
координаты.

Уравнения (17) с успехом применяются в теории движения спутников 
и при изучении движений в системах кратных звезд.

Например при изучении движения Луны удобно за точку тй при­
нять Землю, за т}— Луну и 'за т2— Солнце. Обозначая через хъ уь 
координаты Луны относительно Земли, через х2, у2, г2— координаты 
Солнца относительно центра инерции Земли и Луны, и полагая

— т1ГП° =н — /По + т/ 1X2 т0 + т2

£1 — ?о —

. ? г I I^0-^+1 Г -Ь

получим такие уравнения движения:
т1Х1

• (16)

Перейдем теперь к составлению дифференциальных уравнений дви­
жения в новых координатах.

Дифференцируя дважды равенство (14) и пользуясь уравнениями (2),
получим:

М
а^ . ^-1 ди ди ди ди

т1—1 ^0 ’ ' * ^-1’

С другой стороны, имеем, на основании соотношений (14),
ди ди т0 дП т0 ди т0 дП
^0 дхг дх2 ” дх2 Мп_2дхп^
ди ди т^ дЦ т} ди тх ди
^1 дх} дх2 472 дх2 Мп-2дХп-г

ди ди т. ди -т2 дП
^2 ‘ дх^ М, дхА Л1п_2дхп_х

ди ди

откуда
М. , ди Л1. , ди М. , ди М. , ди1—1

mi д^. т1 дх1 М{ дх{+1 Мп_2дхп_;
М._х ди ди ди

дх{ дх^ Мп-2дХп-1

, тот1 , тотг\
Д Д А 12 “01 02 /

а2х{ ди д2х2 ди
Н1 ар дхх ’ И2 ар дх2

д2Ух _ ди РУ? -ди П8)
14 ар дух' И2 ар “ ду2 (18)

а2гг ди .
Но ди

Г1 ар дгх ’ И2 ар дг2'
причем

Как уже было отмечено (т. I, § 7), движение Солнца относительно 
центра инерции системы Земля — Луна мы можем считать эллиптическим, 
следовательно нахождение х2, у2, г2 сводится к решению задачи двух тел, 
чем существенно упрощается решение системы (18).

В заключение покажем, каким образом живая сила системы Т вы­
ражается через новые координаты.

В равенстве (15) заменим через х^Х^. Это даст

(4/.-/^)^ = ^-^

Возводя в квадрат как это равенство, так и (15), получим 
(44, — М^у х? = 44^ (X. — Х^у 

^М.Х-М^Х^.

Откуда, исключив произведение Х^Х1 , найдем:
/ М. , х?\© ГП
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14 I. Проблема п тел  Формула Якоби 15

Это равенство просуммируем от 7 = 1 до 1—п—1. Получим:
п—1 л—1 т м
У .Д'2X ] * / / j Ду. i П~1 п~1 0 0 ’

1 F. Hopfner, Ober eine Verallgemeinerung der relativen kanonischen Koordinaten von 
Jacobi, Astr. Nachr., 195, 1913,257 — 262.

1 1 '

или, так как М0 — т0, Аг0=;0, 
л—1 л—1

Складывая почленно это равенство с аналогичными, написанными 
для других координат, получим:

"Ё1 т, ( Е2 + = "В и, (х? + ^ + г2) + Мп^ (Х^ + .

Но это соотношение выведено нами из линейных однородных зави­
симостей между координатами Е, т], С и х, у, г. Поэтому такое же соот­
ношение будет иметь место и между производными этих координат.

Следовательно
Л—1 ...

27 = 2

Примечание. Уравнения (17) имеют ту же форму, что и урав­
нения (2). Поэтому для уравнений (17) интегралы площадей и живых сил 
могут быть получены из указанных выше интегралов для абсолютного 
движения заменой масс т{ множителями

Для случая проблемы трех тел наиболее общее линейное преобра­
зование координат, при котором сохраняется форма интегралов, пло­
щадей и живых сил, нашел Хопфнер. 1

§ 5. Формула Якоби.
Для проблемы п тел функция сил ¿7, определяемая формулой (3), 

является однородной функцией координат. Пользуясь этим обстоятель­
ством, можно, как показал Якоби, из интеграла живых сил вывести еще 
одну весьма интересную формулу.

Так как и есть однородная функция (— 1)-го порядка от Ер С,, то

Поэтому, умножая уравнения (2) соответственно на Е,, С,- и скла­
дывая, получим:

Сложим это равенство с интегралом живых сил (8), умноженным 
на 2. Это даст

"Ё1 И + 4- ф = У + 2Л,

или

+ + У = 2Л,
О 

или, наконец,

2 + Ф = 2 4Л. (19)
О

Стоящая здесь сумма
Л—1

7=2М?4-4ЖП 
о

представляет полярный момент инерции нашей системы относительно 
начала координат.

Как известно, 7 можно выразить через величину 
б0=м^+У^+г^,

где М— сумма всех масс т., а X, У, Я—координаты центра инерции 
системы, и через квадраты взаимных расстояний точек системы.

В самом деле, обратимся к следующему легко проверяемому 
тождеству:

2 т. £ т, % — (£ т. = £ т, т. (Е? 4- Е; — 2 Е, ЕД
/ X ' I, у

в правой части которого каждая комбинация значков / и у должна быть 
взята только один раз.

Сложив это тождество с двумя аналогичными для координат т) и С 
и учитывая, что

МХ=Ът^р МУ^т^ МЯ=Ът^, (20)
получим

Мб—Мб^ = £ mj № . 
6/

Или, пользуясь интегралами (5), определяющими движение центра 
инерции системы,

Мб = («74-02)2-1-(?1^-ф- Р2)34_(т74-72)2 4- 2 т1т]^ . 
и

Подставив это выражение для б в равенство (19) и обозначив 
через Л' новую постоянную, будем иметь:

^ = 2</ + 4й; (21)

где

1,1

Эта формула носит название формулы Якоби. Частный случай ее, 
соответствующий проблеме трех тел, был указан Лагранжем (1772). 
В общем виде формула была дана Якоби в 1842 г.

Отметим некоторые интересные следствия соотношения (21), указан­
ные Якоби, которые можно рассматривать как едва ли не первый пример 
применения качественных методов в Небесной механике.© ГП
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16 I. Проблема п тел

Интегрируя равенство (21) в пределах от 0 до I, получим:

где через 2?^ обозначена величина при / = 0, а через а —нижняя гра­

ница значений функции и. Очевидно можно считать, что а > 0.
Еще одно интегрирование в тех же пределах-дает:

/?>/?о + ^+(а + 2А')Л

Это неравенство показывает, что движение может быть устой­
чивым лишь при условии Л' < 0. Действительно, если А'^0, то а-Д2А' > 0, 
и потому правая часть этого неравенства будет неограниченно возра­
стать при ?-+оо. Таким образом, хотя бы одно из взаимных расстоя­
ний Д;?. должно стремиться к бесконечности.

Для случая двух тел формула (21) обращается в соотношение
¿2 Г2 / 1 1 \

= 2^ (гщ Д- щ2) , (22)

где г — взаимное расстояние рассматриваемых тел, а — большая полуось 
относительной орбиты. Если а < 0, то относительное движение про­
исходит по гиперболе, так что действительно г-»оо, когда Г->оо.

§ 6. Неизменная плоскость Лапласа.
Если п материальных точек движутся исключительно под влиянием 

взаимного притяжения, то существует, как мы видели (§ 1), плоскость, 
сохраняющая неизменное направление в пространстве. Эта плоскость 
определяется уравнением (7), коэффициенты С2, С3 которого даются 
формулами (6).

Для действительного вычисления положения неизменной плоскости, 
например в случае нашей солнечной системы, формулы (6) непригодны, 
так как они требуют знания абсолютного движения всех точе; 
системы.

Непригодны для этой цели и интегралы площадей относительного 
движения в форме (13), так как эти интегралы содержат вели­
чины аь а2, , характеризующие абсолютное движение центра
инерции.

Покажем, что направление неизменной плоскости может быть най­
дено при помощи одних только относительных координат и скоростей 
точек системы. Объясняется это весьма просто: формулы (6) или (13) 
дают Ср С2, С3; но для определения положения неизменной плоскости 
нет надобности знать Сь Са, С3, достаточно иметь отношения С1:С2:СГ.

Введем новую координатную систему с началом в центре инерции 
точек т^, . . . , тп_г и с осями, сохраняющими постоянное напра­
вление в пространстве. Координаты точки т1 в этой системе обозначим 
через х., у., г., а абсолютные координаты центра инерции попрежнему 
через X, У, 2.

Так как, на основании (5) и (17):
МХ=аН+а2, ^=7^+72,

ТО
х= у= 2=о.

 $ 6. Неизменная плоскость Лапласа 17

Поэтому, подставляя выражения
^=г+У/,

старых координат через новые в уравнения (1), получим для определения 
движения относительно центра инерции такие уравнения:

Ух. — х,

т. уг = & тт2 гп. У/
J и

т^ =
7 И

(23)

Так как эти уравнения имеют тот же вид, что и уравнения (1), то 
мы можем сразу написать для них интегралы площадей

^^¡у—уЛ^^.
Постоянные С*', С", С,’ фиксируют для каждой точки х°, у0, я0 поло- 

„жение плоскости Лапласа
С" (х - х°) + С; (у - у о) + С" (г - г») = 0, 

проходящей через эту точку.
Таким образом, для определения положения этой плоскости доста­

точно вычислить для какого-либо момента времени координаты х£, у£, г£ 
и компоненты скоростей х£,у£, г£ всех точек системы относительно центра 
инерции.

При изучении движений тел солнечной системы употребление не­
изменной плоскости в качестве основной является более естественным, 
чем употребление эклиптики определенной эпохи (1750.0, или 1850.0, или 
1900.0), обычно применяемой для этой цели.

Однако употребление плоскости Лапласа в качестве действительно 
неизменной координатной плоскости наталкивается на затруднения прежде 
всего практического характера. Дело в том, что положение этой пло­
скости зависит от планетных масс; поскольку эти последние известны 
лишь приближенно, и положение плоскости Лапласа в каждый данный 
момент может быть определено только приближенно. Таким образом, при 
всяком новом более точном определении планетных масс нам пришлось 
бы менять положение основной плоскости, что было бы весьма 
неудобно.

Другая причина, уже принципиального характера, отнимающая 
у определенной вышеуказанным способом плоскости Лапласа ее абсо­
лютный характер, заключается в том, что Солнце и планеты не являются 
материальными точками. Благодаря этому момент количества движения, 
определяемый величинами^', С", С", может изменяться, например вслед- 

£ ■ ‘чяэетеаг !
Курс небёон®,механихиц Ч л > 2

1 ■ Д' I ■“*’ Д Д*11»*“» !© ГП
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18 I Проблема п тел

ствие. приливных явлений, за счет моментов количества движения, при­
сущих отдельным телам системы.

Относительно эклиптики и равноденствия 1850.0 положение неиз­
менной плоскости определяется элементами

2 = 106° 14', 7=1° 35'19".
Как и следовало ожидать, эта плоскость мало отличается от 

плоскости орбиты Юпитера и расположена между этой последней 
и плоскостью орбиты Сатурна.

ГЛАВА п.

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ В ПОЛЯРНЫХ КООРДИНАТАХ.
§ 7. Уравнения движения в цилиндрических координатах.

Как известно, для определения положения светил наряду с прямо­
угольными координатами применяются различные полярные системы 
координат. Выведем соответствующие уравнения движения, причем начнем 
с простейшего случая цилиндрической неподвижной системы координат.

Наша задача заключается в изучении движения одной материаль­
ной точки Р, которую мы для удобства будем называть планетой, отно­
сительно другой точки S, которую назовем Солнцем. >

Начало координат поместим в точку S, причем плоскость ху в дальней­
шем будем называть эклиптикой. Через г и р обозначим соответственно ра­
диус-вектор точки Р и его проекцию на плоскость ху; через v обозначим 
долготу Р, считаемую в этой плоскости от* оси х-ов. В таком случае:

x = pcosw, у = р sin и, 
Г2 = р2_|_22.

Чтобы написать уравнения движения точки Р в цилиндрических 
координатах р, v, z, проще всего воспользоваться уравнениями Лагранжа

£ / _дТ_\ _ дТ 
dt\dqj dq~

Положим <7i = р, v, Qz— 2 и заметим, что живая сила точки Р 
выражается через эти координаты следующим образом:

Г = -1щ(р2 4-р2 ¿2 4-¿2),

где через т обозначена масса Р.
Обозначая через Р, Т и Z компоненты ускорения точки Р по на­

правлению проекции радиуса-вектора на плоскость ху, по направлению 
перпендикуляра к этой проекции в плоскости ху и по направлению 
оси z, получим:

Oí = тР, Q2 = mpT, Оз = mZ.
Таким образом уравнения движения будут иметь следующий вид:

d2 □ / dv \ 2

~dP~?\dt) ~

dP~

d ( 
dt
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20 II. Уравнения движения в полярных координатах $ 8. Уравнения Клэро-Лапласа 21

В том случае, когда существует функция сил тЦ, эти уравнения 
можно написать так:

Ур /с1и\2 ди
ар \ Р

£(^£\-д£ (2)
сП Л ) ди

Рг _ди 
ар ~ Ту

Уравнения (1) употреблялись некоторыми авторами в теории движения 
Луны. В этом случае вместо координаты г обычно вводят величину

г5 = — , 
Р

представляющую тангенс широты Луны.
Если рассматривается возмущенное движение Р, то

= + С3)

где первый член соответствует притяжению Солнца, а второй предста­
вляет пертурбационную функцию. Заметим, что коэффициент должен 
быть заменен в этом равенстве через если массой т тела Р
нельзя пренебречь по сравнению с массой Солнца, принятой за единицу.

Подстановка выражения (3) в уравнения (2) дает:
¿2р /ди . р дР

Общее решение этих уравнений дается (т. I, гл. II) хорошо извест­
ными формулами:

Е—гз1п£' = ^а г" (/—¿0)

г. Е
Л 2

1 -¡-есоэ (в — п0) ’

где а, е, п0 и ?0 — произвольные постоянные.
Рассматривая эти формулы, мы видим, что выражения г и / в функ­

ции V проще, чем выражения г и и в функции I.
Отсюда ясно, что в уравнениях движения (2) или (4) целесообразно 

за независимую переменную принять не время /, а долготу V. Действи­
тельно, возмущенное движение мы предполагаем мало отличающимся от 
невозмущенного, поэтому естественно ожидать, что такая замена будет 
способствовать большей простоте решения и в случае возмущенного 
движения.

С другой стороны, в то время как радиус-вектор, рассматриваемый 
как функция и, удовлетворяет довольно сложному уравнению, получае­
мому из (4') исключением /, обратная величина

и = у = 0(1^ ^) [1 + соз (п - по)]

удовлетворяет весьма простому уравнению
Ри 
ар

1____
а(1—б2)

Принимая все это во внимание, преобразуем уравнения движения, 
данные в предыдущем параграфе, принимая за искомые величины

(Рг । а2 /  
ар

Эти уравнения применяются при вычислении возмущений планет 
и комет помощью численного интегрирования дифференциальных урав­
нений.

и время К 'а за независимую переменную — долготу и. 
Полагая

§ 8. Уравнения Клэро-Лапласа. откуда

Если пертурбационная функция R, входящая в уравнения (4), равна 
нулю, то мы имеем случай невозмущенного движения, совершающегося 
в неизменной плоскости, проходящей через 5.

Приняв эту плоскость за плоскость ху, будем иметь х = 0, р — г, 
так что рассматриваемые уравнения обратятся в такие:

легко заменить производные по I производными по V. Так как

р? _
ар

(4')
„„ , Ри ан ди= — Н2Р — Ниг-г---- — ,ал ас аи© ГП
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22 II. Уравнения движения в полярных координатах

то первое из уравнений (1) напишем так:

Н2и2 дН ди------- ц2------ —--- Р'
ди ду (4")

§ 9. Применение уравнений. Клэро-Лапласа

В заключение напишем эти уравнения 
ствует функция сил и. В этом случае

23

для того случая, когда суще-

Второе из этих уравнений дает: 
„дН 

аи

ди
Ар ’

1 613 7 — ди
р ди ’ дг ’

(5)

Наконец, полагая в третьем уравнении г = зи 1 и замечая, что

д^зи^ 
дР = Ни2~ ду

= Н2и2 д2з д2и
“Ни2 ~5 ди2

дН п /и2 и ди \
дв ди

,------3 —ду ди

а так как из равенства
и (и, у, 8) — и(~, и,

\ Р Р / 
следует

ди , ди ди ди ди—- = и2 -г--------- 811 , =— = и —— ,
Ар ди дз дг Лз

получим:
то окончательно получим:

Н2и>
г ди д(д 

ди ди

причем вторая производная и исключена при помощи равенства (4").
Пользуясь, далее, равенством (5) для исключения производной Н, 

окончательно будем иметь уравнения движения в следующем виде:

4- и = Н~2 и' 2 (— Р — Ти~1 
ди2 1 \ ди /

(6)

Н^=Ти-\ 
ди

После того как интегрирование этих уравнений даст
I 

и, 8 и Н
в функции V, нужно еще определить время при помощи равенства:

_  гз— I .. — 2-г—. — П И ди (7)

Из полученных уравнений можно легко исключить вспомогательную 
величину Н. В самом деле, из (5) следует:

Н2 = й2 4- 2 / Ти~*ди,
где А — постоянная, введенная интегрированием.

Поэтому уравнения (6) и (7) могут быть заменены такими: 

(^ + 2/г«~М (5 + «) =«-2 {-Р-Ти-1^

АТ/ 
дз4- зи 1

цэ)

В таком виде эти уравнения были впервые даны Лапласом, но ос­
новная идея — употребление долготы в качестве независимой переменной 
и величины и вместо р-—принадлежит Клэро. Клэро вывел уравнения (9) 
для случая з = 0 и воспользовался ими для изучения возмущений в дви­
жении Луны, производимых Солнцем, в предположении, что Луна дви­
жется в плоскости эклиптики.

Уравнения (6) были широко использованы Адамсом в его работах 
по теории движения Луны.

§ 9. Применение уравнений Клэро-Лапласа к изучению движения 
в сопротивляющейся среде.

Предположим, что движущаяся вокруг Солнца планета испытывает 
сопротивление, величина которого равна а.тУг~\грут—масса планеты, 
V—ее скорость, г—-расстояние от Солнца, а а — весьма малый постоян­
ный коэффициент. Это сопротивление мы будем предполагать направлен­
ным по касательной в сторону, противоположную движению планеты.

Воспользуемся уравнениями (6), которые в этом случае могут быть 
взяты в форме:

^и = Н~2 и~2(— Р— Ти'-1^-},

^ = Ни2, 
аи д!

(Ю)

так как за плоскость ху мы можем принять плоскость орбиты, поскольку 
изучаемое движение будет, очевидно, плоское. При этом© ГП
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24 II. Уравнения движения в полярных координатах § 9. Применение уравнений Клэро-Лапласа 25

Вычислим компоненты ускорения, вызываемого сопротивлением 
среды, по направлению радиуса-вектора и по перпендикуляру к нему 
в плоскости орбиты. Известно, что косинусы углов, образованных положи­
тельным направлением касательной к орбите с этими направлениями, 
равны соответственно

гУ~г и гуУ-1, 
причем

Поэтому искомые компоненты ускорения будут равны:
— 2 • । ,, 2 ди— аг г = -4- аНи ----- 1 (IV

и
— аг~1 У = — а Ни\

Следовательно
Р = —Й2 (1 + т) и* 4-

Т = — аНи2.

Подставляя эти значения в уравнения (10), мы прежде всего по­
лучим: 

откуда
H = h — av, (П)

где й—постоянная интегрирования.
Далее, первое из уравнений (10) дает:

■2(1+^) 

или, ограничиваясь тем случаем, когда коэффициент а настолько мал, 
что величины порядка а2 нечувствительны:

Мы опустили для краткости множитель 1-|-т, который всегда можно 
считать включенным в й2.

Общий интеграл этого уравнения имеет вид:

ц = Й2Й-2 [1-(-Зай^у 4~s cos (у — ш)]» (12)

где s и ш — произвольные постоянные.
Сравним действительную орбиту, представляемую этим уравнением, 

с эллиптической орбитой
и = рй~г [1 4-fecos(y — тг0)], (13)

которую описывала бы планета при отсутствии сопротивляющейся среды. 
Очевидно мы можем вместо постоянных элементов рй, е0, п0 под­

ставить в уравнение (13) такие функции у, что это уравнение станет 

тождественным с уравнением (12). Это можно сделать, например, сле­
дующим образом.

Пусть в момент 1 = 10 координаты и их производные имеют значе­
ния и0, у0, «0, у0. При помощи этих значений мы можем вычислить эле­
менты эллиптического движения (т. I, гл. IV). Очевидно, это будет то 
движение, которое имела бы планета, если бы в момент /0 сопротивляю­
щаяся среда исчезла. Такое движение называется оскулирующим 
(т. е. соприкасающимся) по отношению к рассматриваемому движению, 
а элементы р0, е0, к0 соответствующей орбиты (являющиеся функциями ^) 
носят название оскулирующих элементов для момента 10.

Найдем выражения оскулирующих элементов как -функций у0. Для 
этого заметим, что для момента /0 величины

„ 2- ¿и ■ * —1Н= г V и -г- = и V дв

должны иметь одни и те же значения для действительного и для оскули- 
рующего движений.

Но для оскулирующего- (эллиптического) движения мы имеем, на 
основании хорошо известной формулы,

Н=кУ^,
тогда как для движения в сопротивляющейся среде И имеет значение (11). 

Поэтому v
Нрй = (fl — ау0)2,

откуда, в пределах принятой точности,

УИП2 =р0-1(! —Зай-Ч). (14)

Приравняем теперь значения и и даваемые формулами (12) и (13) 

при у = у0. Это даст:
Й2Й-2 [1 4-2ай“1 у04-е COS (у0 — ш)] =Р<ПХ [1 4*e0COs(y0 — «о)] 

k2 h~2 [2ай~1 — е sin (у0 — w)] = рй~1 [— ео sin (у0 — тс0)]
Отсюда, учитывая равенство (14) и ограничиваясь первыми степе­

нями а:
е0 cos (у0 —тс0) = (1 — 2 а й-1 у0) s cos (у0 — ш)

е0 sin (у0 — тг0) = (1 — 2а А-Ч) е sin (у0 — а>) — 2ай“1.
Комбинируя обычным способом эти равенства, окончательно будем 

иметь:
¿o cos (тг0 — <о) = е — 2а й- ^Уо — 2ай~1 sin (у0 — («) 

е0 sin (ir0 — ш) = 2ай—1 г cos (у0 — ш).
При а = 0 эти соотношения дают

= е, к0 = ш, 
поэтому, в пределах принятой точности, их можно заменить такими: 

¿0= е — 2ай—1 [еу0 4~ sin (у0 — ф)] 
к0 = ш 4" 2ай“1 е COS (у0 — ш).© ГП
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26 II. Уравнения движения в полярных координатах

Эти формулы показывают, что долгота перигелия тг0 оскулирующей 
орбиты является периодической функцией у0> а следовательно и Го. Что же 
касается до ^0, то этот элемент будет подвержен не только периоди­
ческим изменениям, но и вековым, вследствие наличия члена, пропорцио­
нального

При увеличении а0 на 2л эксцентриситет е0 получает приращение

А^ =—4~аА— 1е =—4лаЛ~1е0. (15)

Иначе говоря, при наличии сопротивляющейся среды, действующей 
по указанному выше закону, эксцентриситет будет убывать при каждом 
обороте планеты на часть своей величины, равную 4лаЛ-1.

Точно так же из равенства (14), дающего,

р0 = £-2Л2(1 — 2аА_1п0),

следует, что при каждом обороте планеты параметр орбиты р0 будет 
меняться на ■

Др — —4па#’~4.

Так как
р0 = а0 (1—^), 

то, рассматривая эти приращения как бесконечно малые, имеем 
Др   Да 2^0 бе
Ро а0 1 — ’

откуда
Да 4па 1

г 1 —'

В заключение найдем соответствующее изменение среднего суточ­
ного движения, определяемого, как известно, равенством

_ 3
Ло = &а0 2 .

Получим
Ал 3 Да бка 1+^0 /1СЧ

  = н------ —-------------------------------------------- О6) л0------- 2 а0 й 1 — е2 47

Итак, если планета или комета движется в среде, оказывающей 
сопротивление, прямо пропорциональное скорости и обратно пропорцио­
нальное квадрату расстояния от Солнца, то эксцентриситет оскулирующей 
орбиты будет уменьшаться, а среднее суточное движение возрастать. 
Размеры этих изменений в первом приближении даются формулами (15) 
и (16).

ГЛАВА III.

МЕТОД ВАРИАЦИИ ПРОИЗВОЛЬНЫХ ПОСТОЯННЫХ.
§ 10. Оскулирующие элементы.

Обозначим через х, у, г гелиоцентрические эклиптические коорди­
наты планеты (или кометы) Р, имеющей массу т.

Если на эту планету не действуют никакие иные силы, кроме при­
тяжения Солнца (масса которого принята за единицу), то уравнения 
движения напишутся, как известно (§ 3), следующим образом:

х -]- (1 Ц- л?) хг~3 — 0
у + ^2(1 + /п)уг-3 = 0 (1)
г й2 (1 -|- т) гг~3 = 0.

В дальнейшем мы будем вместо й2(1 -1-т) писать, ради краткости, 
просто й2, так как множитель \-\-m, всегда сопровождающий к2, легко 
может быть восстановлен в нужный момент.

Если, кроме притяжения Солнца, на планету действует еще неко­
торая сила тр, имеющая компоненты тРх, тРч, тр., то вместо уравне­
ний (1) мы будем иметь такие уравнения движения:

х + кгхг~3 = Рх
у + к2уг~3 =Ру (2)
г 4- 3 =Р2.

Движение, определяемое уравнениями (1), называется невозму­
щенным или кеплеровым, тогда как движение, соответствующее 
уравнениям (2), — возмущенным. Так как в теории возмущений рас­
сматривается чаще всего движение по орбитам, близким к эллипсу, то не­
возмущенное движение иногда называют эллиптическим.

Полное решение уравнений (1) нам известно. Ограничиваясь сначала, 
для большей определенности, случаем движения по эллипсу, мы можем 
выразить это решение следующими формулами:

М=п{1— ^ + ^0 (3)
_ 3 

п = ка 2 (4)
Е — е$тЕ = М (5)
г=а(1—г? соз ¿Г) (6)

и»
И = У —|— и)© ГП
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28 III. Метод вариации произвольных постоянных

х = г (cos и cos 2 — sin и sin 2 cos i) 
> = r(coszzsin 2-ф sin zz cos 2 cosz) 
z = r sin и sin z‘,

(8)

которые дают искомые координаты х, у, г в зависимости от времени 
и шести постоянных интегрирования а, в, Мо, ш, 2, /.

Для уравнений возмущенного движения (2) подобное интегрирование 
в конечном виде при помощи известных функций не выполнимо, а по­
тому решать эти уравнения приходится иными методами. Так как в боль­
шинстве встречающихся на практике случаев возмущающее ускорение Л 
весьма мало по сравнению с ускорением, зависящим от притяжения 
Солнца, 'то возмущенное движение чаще всего изучают при помощи спо­
соба последовательных приближений: за первое приближение принимают 
невозмущенное движение, затем придают к нему поправки („возмущения“ 
или „неравенства“), все более и более сближающие его с действительным 
движением.

Применение этого способа существенно облегчается надлежащим 
выбором функций времени, определяющих движение. Очень часто бывает 
выгодно принять за искомые функции вместо х, у, г какие-либо другие 
величины, могущие определить положение планеты. В частности, для 
этой цели могут быть употреблены оскулирующие элементы 
орбиты, к рассмотрению которых мы сейчас перейдем.

Только-что указанные формулы (3)—(8), которые дают

х—fx (t, а, е, Мй, ш, 2, z)
У=Д Д а, е, Мо, со, 2, z)
¿=/з (t, а, е, Мо, ш, 2, z),

(9)'

представляют эллиптическое движение, если под а, е, . . . , i разуметь 
постоянные числа. Но эти же самые формулы могут представить какое 
угодно движение, в частности изучаемое нами возмущенное движе­
ние, если а, е, . . . , i считать надлежаще выбранными функциями 
времени.

Функции ait), е(Д, . . . , представляющие при помощи уравнений (9) 
возмущенное движение, носят название мгновенных элементов. 
Совокупность этих элементов определяет мгновенную орбиту пла­
неты Р. Таким образом, знание мгновенной орбиты дает возможность 
вычислять координаты Р для любого момента по формулам эллипти­
ческого движения.

Поскольку мы имеем только три условия (9) для определения шести 
функций a(f), e(f), . . . , мы можем эти функции подчинить еще трем 
дополнительным условиям.

Воспользуемся теперь остающимся произволом в выборе мгновенных 
элементов и наложим на них следующее условие: потребуем, чтобы не 
только координаты х, у, z, но и их производные х, у, z выражались через 
мгновенные элементы по формулам эллиптического движения.

Эти формулы, легко выводимые из соотношений (3)—(8), таковы:

be sin V 
\ГР

(10)

где
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х — г г~ *х -ф- vr (— sin и cos 2 — cos и sin 2 cos z) 
у = г (— sin zz sin 2 ф- cos и cos 2 cos z)
z = r r~xz-\-vr cos и sin i,

и = иД^, p = a (1—e2).

(12)

Функции времени a(f), e(f), . . . , однозначно определенные шестью 
уравнениями (9) и (12), называются оскулирующими элементами, 
а соответствующая им эллиптическая орбита (непрерывно изменяющая 
свое положение и свою форму) — о с ку л и рую щей орбитой.

Решение уравнений (9) и (12) относительно элементов было уже 
нами выполнено (т. I, гл. IV), причем мы убедились, что эти уравнения 
действительно имеют всегда одно и только одно решение.

Итак, оскулирующие элементы для любого момента t вычисляются 
по формулам невозмущенного движения при помощи значений х, у, z, 
х, у, z для этого момента. Поэтому оскулирующие элементы можно опре­
делить. как элементы того невозмущенного движения, которое имела бы 
планета Р, если бы в момент i возмущающее ускорение Р исчезло.

В заключение этого параграфа напомним формулы, по которым 
производится решение уравнений (9) и (12) относительно элементов 
орбиты.

Прежде всего, из уравнений

k \Jр sinzsin2=yz— zy
k Р sinzcos2 = xz— zx (13)

k\¡p eos i = xy — yx
находим параметр p, долготу узла 2 и наклонность орбиты i.

Интеграл живых сил
/9 1 \х^Д-y^z^ie -------М (14)

дает большую полуось а, что позволяет найти, при помощи соотношения

р = а(\—е^, (15)
эксцентриситет е.

Определив истинную аномалию v из (10), мы можем найти расстояние 
перигелия от узла ш при помощи равенств

г sin (у ф- ш) = z cosec i
z-cos(a -ф- ш) = х cos 2 ф-у sin 2, ' '

легко выводимых из (8).
Наконец, для определения средней аномалии эпохи Мй надо вос­

пользоваться соотношениями (7), (5) и (3).

(И>

§ 11. Дифференциальные уравнения, определяющие оскулирующие 
элементы.

В предыдущем параграфе мы видели, что для изучения движения 
планеты Р можно вместо координат х, у, г определить шесть оскули- 
рующих элементов а, е, Мо, ш, 2, 1. Такая замена переменных выгодна 
® том отношении, что элементы, остающиеся постоянными^ невозмущен-© ГП
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30 III. Метод вариации произвольных постоянных

ном движении, в возмущенном движении меняются весьма медленно, по 
крайней мере, если возмущающее ускорение невелико по сравнению 
с ускорением, производимым Солнцем. Вследствие этого определение 
элементов а, е, .. . способом последовательных приближений выпол­
няется удобнее, чем определение координат х, у, г.

Наша ближайшая задача заключается в выводе дифференциальных 
уравнений, определяющих а, е, . . . , Л

Чтобы получить нужные нам уравнения, можно в уравнения возмущен­
ного движения (2), которые мы теперь напишем так:

dx ■ dy ■ dz 
di=x‘ Tt=y'

(17)

подставить выражения (9) и (12), дающие х, у, х, х, у, z в функции новых 
неизвестных а, е, Мй, 2, I.

Однако прямая подстановка требует слишком сложных вычислений, 
поэтому мы изберем обходный путь, значительно легче приводящий 
к цели.

Пусть имеем какое-либо соотношение вида

Ф (а, е, . . . , i, х, у, z, х, у, z, t) = О, (18)
являющееся следствием основных уравнений (3)—(8), (10), (11), (12). 

Дифференцирование этого соотношения по ? дает
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а потому
дх   дЧ dy  дх\ dz   dí 
дГ dt ’ Д dt’ dt dt’

(20) 
dx — । р ¿У ~а'г\ . dz d(
dt dt ' х’ dt (И' у’ dt д! ' г

Вернемся теперь к соотношению (18), которое очевидно имеет место 
и для невозмущенного движения. Дифференцируя его в этом предпо­
ложении, получим

dx dt + • - • + дх ‘ ‘ + д! °’

Вычитая почленно это равенство из (19) и учитывая соотношения (20), 
окончательно будем иметь:

да ¿о да п да да да
77 а + ■ ■ • +тг л + тД'+тД’+’г (21)

Приходим к следующему, важному для дальнейшего, результату:
Всякое соотношение (18) между элементами, координатами и ком­

понентами скорости дает соотношение вида (21) между производными 
элементов и компонентами возмущающего ускорения.

Переход от (18) к (21) для краткости будем называть основной 
операцией.

Параметр, долгота узла и наклонность.
Применим основную операцию к равенствам (13). Полагая, для со­

кращения письма,
^р^^’ ^р^^’

Ж da 
di

дЧ di dW dx 
di dt' dx di

получим следующие уравнения

d^ dx 
dx dt

4 = 0.
ot (19)

Рассмотрим теперь невозмущенное движение, которое получается, 
если в момент I уничтожить возмущающее ускорение Р. Соответствующие 
координаты и компоненты скорости обозначим через £, С, £, т), С. Диф­
ференциальные уравнения (1), определяющие это движение, можно на­
писать, аналогично уравнениям (17), так:

1 -х ... ^ dp . . . _ dQ . . _ di D,p-р sin i sin 2 —-4- sin i cos 2 —j-4-cos z sm 2 -= yP, — zP„
2 dt ' dt ' dt z у

1 -i • • dp . . . n dQ . . _ din p sm z cos 2 ---- sm z sin 2 -3—U cos z cos 2 — = xP, — zr r2 dt dt ' dt z x
1 -1 .dp . . di

di — з dr¡ _ з dt , „ _ з
«P , -^=-^р . ^=-«р .

где

Для рассматриваемого момента i мы имеем:
Х = Ь, У—7], г —С, 
х — Ъ, у = т), ¿ = С,

Откуда, принимая во внимание выражения (8):

= 2рг (— sin и cos 2 — cos и sin 2 cos i) -ф-

-ф- Ру (— sin и sin 2 -ф- cos и cos 2 cos i) -ф- F’z cos и sin z] 

c?2sin i—~ = r sin и \P' sin 2 sin i — P eos 2 sin zU-F'cos zl at x у z j

4 = r eos и í/7' sin 2 sin i — F' eos 2 sin z-ф F' eos zl.
ut L Л У 1 z© ГП
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Чтобы написать эти формулы проще, введем в рассмотрение компо­
ненты возмущающего ускорения по радиусу-вектору по направлению, 
перпендикулярному к радиусу-вектору в плоскости оскулирующей орбиты 
и по нормали к плоскости орбиты. Обозначая эти компоненты соответ­
ственно через 8, Т, Ш и полагая, подобно предыдущему,

—^S = S', —^Т=Г, — ~ ^=w, 
k\jp k\jp p

получим:
S' = Fx (cos и cos 2 — sin и sin 2 cos i) -¡-

4- /^(cos и sin 2 4~ sin U COS $ COS 0 ^z sin u sin z
T' = F* (— sin и cos 2 — cos и sin 2 cos z) -f- (22)

—|— Лу(—Bin «sín2 4~cos «cos 2cos 04“^cos u sin i
W = Fx sin 2 sin i — F'y cos 2 sin i4~ F'z cos i,

В самом деле, коэффициенты Fx, Fy, F'z в выражении S' равняются 
очевидно xr~ , yr~ , zr-1; что же касается до соответственных коэффи­
циентов в выражении Т', то они получаются из предыдущих заменой и
через «4-90°.

Таким образом окончательно имеем

Г (23)

sinz^=rsinzzir (24)

~ = rcosuW'. (25)Uí у

Большая полуось и эксцентриситет.
Применяя основную операцию к интегралу живых сил (14), получим 

^-2^ = 2лЛх+2у/; + ^^,

откуда, учитывая соотношения (10), (11), (12) и (22):

~ = 2а2е sin v S' 4~ 2a2pr~r Т. (26)

Обратимся теперь к равенству (15), которое дает: 
п de .da dp

at 4 J dt dt

Отсюда, принимая во внимание (6), а также равенство 

or-1 =1 -|-е cos и , (27)
вытекающее из уравнения орбиты, получим: 

dp
~т7 = р sin vS'-\-р (cos «4‘cos E) T'. (28)• dt

Расстояние першелия от узла.
Возьмем теперь второе из равенств (16). Результат применения 

к нему основной операции может быть записан так:

— г sin и = (—xsin 2 -|-.ycos 2)~,

/ЛА .где через ( \ обозначена производная, соответствующая зависимости и

от времени только через посредство оскулирующих элементов.1 
Подставив сюда вместо х и у их выражения (8), будем иметь:

Ли f dv\ ,dQ
dt \dt I dt

Чтобы найти ^7^ > обратимся к равенству (10). Для исключения из 

этого равенства эксцентриситета, мы напишем его так:

г ctg v — —= е cos v,
Vp

или, пользуясь соотношением (27), 
• . kV Р k „г ctg и = ----- J

r Vp

Д этому равенству применим основную операцию, учитывая, что г 
определяется равенством

ГГ = XX 4- уу Д- ZZ .
Получим 

с , г idv\ k ( r\dpS ctg v---- г-— -j- == —7= Ид----- ) Д, sm3«\^/ 2Vpr\ ^p)dt, . 
откуда, при помощи (23):

г — Р cos и S' — (г 4~/>) sin и Т'.

Следовательно

—р cos и S' 4- (г -j-p) sin и Т' — е cos z^. (29)

Средняя аномалия эпохи.
Применим основную операцию к соотношениям (5) и (6). Это даст: 

[dM\ (dE\ . de

—~ — О cos sin £ (”) = 0 .
a dt dt 1 \ di

1 Необходимо иметь в виду, что истинная аномалия и, в отличие от радиуса-век­
тора г, не может здесь рассматриваться как „координата“. В самом деле, и зависит не 
только от х, у, г, но и от х У, 7-

К уро Небесно! мвханиви 3© ГП
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Подобно предыдущему, здесь через И °$03начены пР0из" 
водные, соответствующие только той части изменения М и Е, которая 
зависит от изменения оскулирующих элементов, 

глИсключаем í-^-l ив полученное равенство 

в / ЗМ\ .de г da
l/l— ¿\3t J 6 dt a2 sin v dt

подставляем уже найденные значения производных эксцентриситета 
и большой полуоси. Это дает:

/ -- (= (Р cos V — 2er) S' 4~ ~~ (cos2 v -4- cos v cos E — 2) T'.
■j/1_ e2\dt) v 1 sin vv 1 7

Упростим коэффициент T'. Для этого воспользуемся формулами:

г sin п = а 1/1 — е2 sin Е
, (30)

г cos V = a (cos Е — é).

Вторая из них дает, при помощи (6),
г cos V cos Е — а cos2 Е — ае cos E = r—a sin2 Е.

Исключив теперь sin Е при помощи первой из формул (30), будем: 
иметь: 

„ . г .cos и cos Е = 1----- sin2 V. 
Р

Пользуясь этим соотношением, окончательно получаем:

= C°S " ~ У + sin и Т'

Обратимся теперь к равенству (3). Применение к нему нашей основ­
ной операции дает

(ЗМ\ dM0.( dn
+ (31>

тогда как в результате полного дифференцирования этого равенства 
имеем:

dM ЗМ^ . , i
поэтому 

dM fdM\ . 
~di = ^) + n-

_____________________§ 12. Сопоставление формул 35 

или
I

М(1) = Моу) + ^п 31, (32)

/о 
где

Мо (?) = Мо (/0) + у dt. (33)

^0

Оскулирующие элементы и п(1) являются функциями времени, 
поэтому мы употребили обозначение /Й0(М> чтобы подчеркнуть, что 
имеется в виду величина Мо(1), соответствующая эпохе оскуляции 10.

Вычисляя положение планеты для какого-либо момента I, мы можем 
соответствующую среднюю аномалию М(/) найти по обычной формуле 
эллиптического движения:

М^ = М0^+п^ (1-^ . (34)

На основании равенства (31) производная оскулирующего элемента 
Мо(1) дается формулой:

ЗМ0 / ЗМ \ Зп~ у ~ ~ ’
причем, в силу соотношения (4),

Зп  3 к За  3 п За
31 2 а2у^ 31 2 а 31

или ’
—— ^пае эщ V 5’— Зпарг^1 Т.31

Таким образом, производная элемента М0(ф) содержит члены, про­
порциональные времени, и потому этот элемент будет быстро изменяться, 
несмотря на малость множителей 5' и Т'. Это обстоятельство, влекущее 
большие неудобства при вычислении возмущений, заставило отказаться 
от употребления формулы (34) для вычисления возмуще ной средней 
аномалии и заменить ее формулой (32). Стоящая в этой формуле функ­
ция Мъ определяется, на основании (33), таким уравнением:

ЗМй 1/1 —. О \ С/ ]/1 —/IX- /осх— У—---- (р сое V — 2ег) 5 — -——— (г Д-р) эш и Т. (35)

Так как на практике всегда пользуются формулами (32) и (35), то 
можно, поскольку это не вызывает недоразумений, обозначать М^ просто 
через Мй, условившись раз навсегда употреблять для вычисления средней 
аномалии формулу (32).

Интегрируя это равенство от t0 до t, получим
§ 12. Сопоставление формул.

В большинстве встречающихся на практике случаев наклонность 
орбиты / невелика, а потому некоторые из выведенных в предыдущем 
параграфе формул целесообразно заменить другими.
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Вместо расстояния перигелия от узла введем долготу перигелия тс, 
определяемую равенством

тс = 2 4~
Формула (29) дает:

е~- — 2е sin2-^ ——р cos v S sin у 7х.dt 2 dt 1 v 1 ’

Так как первый член правой части равен, на основании (24):
' ■ 2 * sin2 —

9 У
2r sin и—.—W' = г sin и tg W', sin i 6 2

то малые значения i будут только способствовать уменьшению этого 
члена, тогда как в формуле (29) соответствующий член будет велик.

Введем, далее, среднюю долготу в орбите:
X — тс-[-/И = 2-|-а)-|-Л7, 

которую в дальнейшем будем называть просто средней долготой. 
Значение средней долготы, соответствующее начальной эпохе t0, 

обозначим через Хо, так что
4 — тс Мо, 

— 4 + п (1--- А))- 
Наконец, учитывая формулу (32), положим:

k = e+[ndt, (36)
i,

где
в = ТС —|— Mq (f) , 

а потому 
de__ drc . dM0 
dt dt ' dt '

Величину e также называют, поскольку это не может вызвать недо­
разумения, средней долготой эпохи.

Сопоставим теперь вместе все дифференциальные уравнения, опре­
деляющие оскулирующие элементы:

~ = 2а2 е sin v S'4- 2а2 pr"1 Т' dt

— р sin v S' 4~Д (cos v 4- cos E) T'

. .dQ
Sin 1-ГГ — Г Sin U 

dt
W

где
= Г = -Д=-Т, vr = -~4^W,

k^p kyp WP
причем через S, T, W обозначены компоненты возмущающего ускорения.

Так как средняя долгота вычисляется по формуле (36), то к этим 
уравнениям надо прибавить еще такое:

= — '¿пае sin v S' — ЗпарГ'1 Т'. (38)

После того как интегрирование этой системы дифференциальных 
уравнений даст значение оскулир\ющих элементов для момента t, поло­
жение планеты для этого момента вычисляется по обычным формулам. 
Сначала при помощи соотношений (36) и

Е— е sin Д=Х— тс 
г— а (1 —е cos Е)

и — в-^т.— 2
находим г и и, после чего равенства (8) дадут х, у, г.

§ 13. Уравнения Лагранжа.
До сих пор мы не накладывали никаких ограничений на возмущаю­

щее ускорение Р. Предположим теперь, что это ускорение вызывается 
силой, имеющей потенциал. Иначе говоря, допустим существование такой 
функции R, что

Ррр 
х дх’ у ду ’ г дг '

Примером такого случая могут служить возмущения, испытываемые 
каждой планетой со стороны других, так как здесь за такую функцию 
можно взять пертурбационную функцию, что видно из уравнений (И) 
гл. I.

Преобразуем основные уравнения (37) так, чтобы в них входили, 
вместо компонентов возмущающего ускорения 5, Т, W, частные произ­
водные функции R по элементам.

Для любого элемента имеет место равенство вида
dR dR dx . dR dy .dR dz _ 

da dx da ' dy da ' dz da

x da у da + z da ’

dl yvn-~ = Г cos и W dt
причем для выражения Рх, Р, Рг через 5, Т, W можно воспользоваться 
равенствами (22), которые дают

e~ = 2e sin24~37—P cos v S'-}- (r-f-p) sin v T' 
dt 2 dt

^ = 2sin4f-2r/i^S' + q4=(-/>cos»5' +

+ (''+/’) sin V T'},

Рл = S (cos и cos 2 — sin и cos 2 cos z)4~
4- T (— sin и cos 2 — cos и sin 2 cos i) W sin 2 sin i 

Py = S (cos и sin 2 sin и cos 2 cos i) 4~
4- T (— sin u sin 2 4- cos и cos 2 cos i) — W cos 2 sin i 

Pz == S sin и sin i 4~ T cos и sin i 4- W cos i.© ГП
НТ
Б С
О РА

Н



38 Ш. Метод вариации произвольных постоянных § 13. Уравнения Лагранжа 39

"V,

К 
i Y

Что касается до вычисления производных от координат по элемен- 
дх dy dxтам . . . , . • • , то оно не представляет затруднений: сна­

чала находятся производные г и и, а именно

и, наконец,

— р eos у S' Д-(г Д-р) sin vT' — 1 4 1 7 па2 де

дг_  г
да~ а '
дг— = — a cos V : де
dr _ 
де

ае
J/1 — е2

sin V;

Доda
ди 2 Д-6 cos у . a sin у А . г
А~ —  Ч------ Б—Sln v —---------1 1Д—де 1 — е2 г \ ' р
ди а2|/1— е2
де г2 ’

а2е sin у S' Д- а2рг 1 Т =---- - .1 па де

Подставив эти выражения в уравнения
(40) щ’ений получим:

(37) и (38), после всех упро-

затем выражения (8) дифференцируются по элементам. При этом 
иметь в виду, что 2 входит в каждую координату как явно, так и 
посредство и-и-У^— 2. Точно так же, при дифференцировании

надо 
через

по к

da _ WR
dt па де
de_  ]/1—e2 dR e|/l— e2 1 dR
dt na2e dr. j рД_ ¿2 na2 de

надо учитывать, что и зависит от к явно и через посредство у, поскольку 
и есть функция

М = J ndt+ 
¿0 dQ_ cosec i dR 

di na2 У1 — e2 di

di — cosec i dR 2 idR
dt na2 yi—e2 dQ лазу'ДГДЦдк de j

поэтому
d_^d_ó 
дг. ди де"

Окончательно получим:
^==^■/1—

— па2 [— р cos и S' Д-(г Д-р) sin у Г] 
de

di 
dR

= ла21/1 — е2 г sin и W

dQ —
1 /---------— 2^ry psin2^ Т— па2 у 1—е2 sin i г cos и W

~ = na3 (е sin V S' Д- рг 1 7Д де к
dR dR
дг де

У^УрТ.

Остается значения 5', Т', И/*, 
вить в уравнения (37). Для этого 
встречающиеся в уравнениях (37): 

_____ 1 дR 
е~ $ ~ па да

даваемые этими равенствами, подста- 
мы виделим следующие комбинации,

(41)

kr^р Т' = dR , dR

г sin и W =

дг де.
1 dR

па2у/1 —е2 di

г cos и W' ~ — 1 dR íg 2 /dR . dR
па2У1—е2 sin i ^2 —е2 v® de j

dr. _  __ 2_____ dR У1—e2 dR
dt ~ na2 }/l—e2 di na2 e de

tgL z____
de = _ _2 dR s2__ dR g|/l—e2 1 dR 
dt nada na2y\ — e2di 1Д-1/1—e2 na2 de
dn 3 dR
dt a2 de ‘

Второе из этих уравнений проще всего получим, комбинируя первое 
с уравнением ____

др  2У1 — ei(dR\_dR\ /^24
сП па \д-к ' де р

вытекающим из (23). *
Уравнения (41) будем в дальнейшем называть уравнениями 

Лагранжа.
Важно отметить, что при вычислении производной , входящей

в предпоследнее из уравнений (41), следует учитывать только явную 
зависимость R от а и не считаться с наличием соотношения (4): так 
именно были получены формулы (40), лежащие в основе всего вывода.

После того как интегрирование уравнений (41) даст оскулирующие 
элементы, положение планеты для любого момента времени I вычисляется 
по формулам (ЗЬ), (39) и (8).

В заключение отметим, что. рассматривая уравнения Лагранжа, легко 
заметить следующие свойства этих уравнений*.

1. В уравнения Лагранжа время входит только через посредство 
производных пертурбационной функции R.

2. Элементы орбиты разделяются на две группы: в одну входят 
а, е, I, в другую 2, е. Дифференциальные уравнения, определяющие© ГП
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40 III. Метод вариации произвольных постоянных

элементы 'одной группы, заключают частные производные R
элементам другой группы.

3. Обозначим через а 
группам. Если содержит

и р два элемента, принадлежащие 
dR dü dR, то содержит причем

только по-

различным 
коэффици-

dR dRенты и равны и противоположны по знаку.

§ 14. Другой вывод уравнений Лагранжа.

§ 14. Другой вывод уравнений Лагранжа 4^

Очевидно, мы можем выражениями (45) удовлетворить и уравнениям 
(43), если только за а, Ь, . . . , g взять надлежаще выбранные функции 1. 
Найдем дифференциальные уравнения, которым должны удовлетворять, 
эти функции.

Подставив производные
дх  дх , дх да , дх дЬ .
Л dt д1 ' дЬ д! ' '

дх' __дх' .дх' да дх'дЬ .
й1 ~ дt ' да Л ' дЬ dt ’

Дифференциальные уравнения (41), или несколько более общие урав­
нения (37), являются одним из краеугольных камней Небесной механики. 
Интересно поэтому всестороннее изучение этих уравнений. Только-что- 
указанный вывод уравнений Лагранжа отличается своей элементарностью 
и относительной простотой выкладок.1

Однако Лагранж, которому принадлежит заслуга систематического- 
развития метода вариации произвольных постоянных, предпочел вывести 
уравнения (41) другим способом, интересным своей общностью.

В этом параграфе мы вкратце укажем, в чем заключается вывод 
Лагранжа, но не будем проводить полностью все вычисления, так как 
конечные уравнения нами уже получены.

Следуя Лагранжу и сохраняя 
уравнений

его обозначения, рассмотрим систему

dx ¿2 
dt dx' 
dy dQ

= 0,

dt ду' — У = 0,

dx' . <22 , „
+ л—F^ = 0dt ' dx 1

y = 0 dt ' dy
(43>

Число этих уравнений, равное числу пар сопряженных переменных 
х, х'-, у, У; . . . , обозначим через 2й. Под 2, X, X', У, У, . . . разу­
меются функции ОТ /, X, х', у, у, . . .

Предположим, что нам удалось проинтегрировать уравнения
dx dQ dx' . dQ _
dt dx' ’ dt ' dx
dy dQ dy' . dQ _
dt dy' ’ dt ' dy

(44)-

в уравнения (43) и учтя наличие равенств (44), получим:

да дt' дЬ д1~^ ' ' ' ~
¿а <)у <26 _ у' —п

да ' дЬ ''' '
.......................................................... (46) 
дх' да дх' дЬ
да дЬ <# + ' ' ' —О

Д.У—Ода dt^ дЬ dt'' ' ' ‘ У

Таковы искомые дифференциальные уравнения. Раньше чем разре­
за й Ь „шать их относительно производных , . . , Лагранж заменяет

написанную систему другой, значительно более простой.
Введем так называемые скобки Лагранжа [а, а], [а, 6], . . . , опреде­

ляемые равенствами вида
. ... дх дх' дх дх' ду ду' ду ду' .

да дЬ дЬ да да дЬ ОЬ да
Очевидно

[а, а] = [6, 6] = . . . =[£, £] = 0 (47)
[а, й]-4-|А а] = 0. (48)

получающиеся из (43) путем замены всех дополнительных функций Х„ 
X', У, У', . . . нулями.

Пусть общее решение уравнений (44) дается формулами
х = ^(1, а, Ъ, . . . , а, Ь, . . . , ^) (45>

заключающими 2А произвольных постоянных а, Ь, . . . , g.

1 Выводы этих уравнений, имеющие геометрический характер, можно найти в статьях: 
С. А. Казаков, Способ вариации произвольных постоянных, Ученые записки Москов­
ского университета, Н05; А. Н. Крылов, Sur la variation des éléments des orbites elliptiques 
des planètes, Известия Академии наук, 191i. (Собрание трудов, т. VI).

В этой последней работе'показывается, между прочим, что имеются все основания 
думать, что именно таким путем рассматриваемые уравнения были получены еще Ньютоном. 
Ньютон опубликовал, однако, лишь несколько теорем, являющихся прямым следствием, 
уравнений (37).

Положим, кроме того:

Легко видеть, что систему (46) можно заменить такой:
[о, «Й + к . +1». «4? + ^=° 

144 144 МI-

I», «1‘Й+к ЧЙ+ • ■ ■ +(». 21й + ^ = 0 
и 4 и 4 14 4

к, »1^+к И£+ ■ ■ ■ +к,П>+я,=о.© ГП
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В самом деле, для получения первого из этих уравнений нужно 
дх' ду' , дхуравнения (46) умножить по порядку на —• •>

ду “
+ • • • и сложить. Остальные уравнения находятся аналогичным
путем.

Уравнения (49) проще, чем (46), уже в силу соотношений (47) и (48). 
Но особенно способствует простоте уравнений (49) третье свойство ско­
бок Лагранжа, заключающееся в том, что в каждой такой скобке, после 
подстановки выражений (45), независимое переменное / сокращается, 
иначе говоря:

¿к £] = 0. (50)

.и т. д. Таким образом, уравнения (49) будут иметь следующий вид:
дх,

л

ИГ—

* Но

Однако, этими 
не пользуются, так 
ния выражения (45)

Рассмотрим определитель

уравнениями в Небесной механике 
I выборе постоянных интегрирова-

весьма простыми ; 
как при указанном 
слишком сложны.

[а, а], [а, 6], . . . , [а, д] 
[А а], [&, Ь},. . р,

Для доказательства этого соотношения дифференцируем почленно 
[а, 6]. Получим: к а], к, д], . . . , [Д, Д]

д _ , д2х дх’ 
д! ] ~ дад! ТЬ

дх д2х' д2х дх' дх д2х'
да дЬд( дЬд! да дЬдад^

д ¡дх дх' дх' дх\ д (дх дх' _дх' дх\ (
да \д1 дЬ д( дЬ) дЬ\д1 да д( да) 1 '

Или, принимая во внимание равенства (44):

Га Л1 — 1(дЯ дх , дЯ дх' дЯ ду ( ¿2 ду' (
д! 1 да । 1 дх дЬ 11 дх' дЬ * ду дЬ ' ду' дЬ 1

д ддЯ дх дЯ дх' . дЯ ду . ¿2 ду' 
дЬ\дх да'дх' да ' ду да' ду1 да

откуда
д2Я д2Я _ 

дДа’ ] дадЬ дЬда

Равенство (50) показывает, что при вычислении скобок Лагранжа 
можно дать / какое-либо частное значение с тем, чтобы по возможности 
упростить выкладки.

Отметим, что применение указанного метода особенно просто в том 
случае, когда за постоянные а, Ь, . . ., ё приняты начальные значения 
хй, уй, . . . , х’о, у^, . . . , соответствующие значению независимого 
переменного. Действительно, в этом случае скобки Лагранжа находятся 
сразу, если воспользоваться только-что доказанным свойством и поло­
жить / = до­

получим:

[х0, = г ^4-
дхо дх’ дх' о

ко, -Ио] = к0> Х1= ■ • ■ =0.
Точно так же:

ко- Х] = 1, [>0, х0] = [у0, <1= . . . =0, 

и составим дополнительный определитель Д', элементами которого являются 
алгебраические дополнения соответствующих элементов Д, деленные на Д 
Этот определитель напишем так:

(а, а), (а, Ь), . . . , (а, ё)
(А а), (6, д) , (А &

(Д, а), к, Ъ), . . . , (ё, ё)

Его элементы носят название скобок Пуассона. Очевидно

При помощи скобок Пуассона мы можем уравнения (49) написать 
•следующим образом:

да , , ч . ,ч „ .

^+(А <№а+(ь, ь^ь+. . .+(ь,№=о

^+к, А^+к, . .+^,£^=0.

Применим теперь изложенную общую теорию метода вариации про­
извольных постоянных к интересующему нас случаю возмущенного дви­
жения планеты, которое определяется уравнениями (17). Эти уравнения 
напишем так:

дх . дх' к-, х । дR
~д1~~ дх

ду’ _
^2—нд! у ’ д! г2 11 д у

дг , дг' 1
дг

(51)
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44 III. Метод вариации произвольных постоянных

Сравнивая их с (43), мы видим, что здесь

z—™ 
dx ду oz

X' =0, У = 0, Z’ = О,
и следовательно

„   dR дх dR ду dR dz __ dR
° дх да ду да dz да да

§ 15. Возмущения элементов 45

Чтобы получить уравнения Лагранжа в форме (41), достаточно пере­
менные «> и Мо заменить через кие при помощи соотношений:

«>=71 — 2, Мо = г—

§ 15. Возмущения элементов.

При R —0 мы получим из (51) систему, соответствующую (44) и опре­
деляющую невозмущенное движение. При решении этой последней си­
стемы за постоянные интегрирования примем обычные эллиптические 
элементы а, е, I, 2, ш, Ма.

Путем довольно длинного, хотя и не представляющего никаких 
трудностей вычисления получаются соответствующие скобки Лагранжа:

Уравнения Лагранжа, определяющие оскулирующие элементы, на­
столько сложны, что решать их можно только способом последователь­
ных приближений. Нашей ближайшей задачей является посмотреть, в ка­
кой форме получится в этом случае решение.

Для сокращения письма предположим, что имеются только две пла­
неты с массами, равными т и т'. Элементы этих планет обозначим соот­
ветственно через а, е, ... и а', е', . . .

На основании результатов предыдущих параграфов мы можем счи­
тать, что движение этих планет относительно Солнца определяется две­
надцатью уравнениями:

[«>, 2] = 0, [ш, z] = 0, [®, = О
[2, z] = — ла2 у 1—г2 sin z, [2, Мо] = 0, 

[2, а] = ~паУ1 — е2 cos i, [б ^ol=°>

[4 а] = 0, [co, а] = ~ла]/1 — e2, [Mo, a] = ~na

k е^ут=ё> fi = 0’
— na^e[2, 4 = -^X=cosz, [z, ^] = 0.

da= у dR ]
dt па de I
dQ_ cosec z dR
dt — na2^\—e2 di ’

.................... ... ‘
da' 2 dR’ 
dt n'a' de'

dQ'_ cosec i' dR'
dt п'а'2У\—di'

(54)

(54')

Вычисление соответствующих скобок Пуассона выполняется в дан­
ном случае очень просто, путем непосредственного решения системы 
(49). Принимая во внимание (52), окончательно получим:

2 д^ 
¿7 па dM0
де _ 1 — га дR _ У [ — дR
д! па2е дМ0 паре дш

. .¿2 1 dR
д* па2 у/ 1 — г2 д1 |

«мп/*— соз/ 1 dR Г
пд2]/1—е2 дш труТ^е2 д®

ат__ ctg г д R /~1 — е2 дR 
па2 У1 — е2 щ ' ла2е де

дМ0~ _ 1^-^ д^_ 2 дR 
д! па2е де пара

в которых (§ 3):
R = к2 m'

RI — к2 m 1 xx' -}- yy' 4- zZ
А гз

(55)

(55')

если через х, у, г, г и х', у', г' г1 обозначить координаты и радиусы-век­
торы планет, а через А — их взаимное расстояние.

Легко видеть, что R и R' зависят только от взаимного расположе­
ния орбит, но не от их положения относительно эклиптики. В самом 
деле, если через Н обозначить угол между радиусами-векторами г и г', 
то этим функциям можно придать такую форму:

R — к2 т‘ 1 г cos И 
А R' = к2т 1 г' cos Н

А ?2

откуда ясно, что они зависят только от г, И и Н, так как 
Д2 = Г2 г'2 — 2 ri’ COS Н.© ГП
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Метод последовательных приближений, основанный на малости масс 
т и т', позволяет получить искомые величины в виде рядов

а — Gq —|— о^а —|— о2# —• ■ • 
в = е0 -ф 8ф -f- o2f ф- . . . »

+ . . .
— Л~Ь + ■ • ■

расположенных по целым положительным степеням т и т'. Здесь через 
а0, е0, . . . , а„, е'о, . . . обозначены постоянные числа—значения оску- 
лирующих элементов для начального момента времени; через 8^, 
8ф, . . . —функции времени, имеющие множителем т', а через 8^', 
8^',. . . —функции времени, имеющие множителем т\ вообще через 
\а, Зпе, . . ., ^па',. . .обозначены члены л-ой степени относительно 
масс т и т'.

Выражения 6ля, 8л& . . ., 8ла', . . . носят название возмуще­
ний л-го порядка.

Делая в уравнениях (54), (54')
т = 0, т' — О, 

получим 
а = а0> е — е0> ■ ■ • ’ а ~ао>- • •

Эти значения подставляем в правые части уравнений. Так как 7? 
и R' являются очевидно функциями I и а, е, . . . , а', е', . . ., то урав­
нения (54) и (54') примут вид:

а0, е0, . . . , а0, . . . ) 

а0, е0> . . . , а0, . . . )

уже с точностью до вторых порядков масс. Продолжая таким образом 
дальше, мы можем получить любое число членов в разложениях элемен­
тов по степеням масс.

Посмотрим теперь, какова будет аналитическая форма разложений 
(56), (56'). Так как координаты каждой планеты являются периодическими 
функциями соответствующей средней аномалии М или М', то пертурба­
ционные функции В и R' являются периодическими функциями М и М', 
а потому могут быть разложены в двойные ряды Фурье вида:

R = S U cos (j М -\-j' М' ф- В)
R' = cos (7 М ф- j' М' ф- В’),

где j, j' — целые числа, принимающие все значения от — оо до ф-оо. 
Величины N, N', В, В' являются функциями элементов.

Из формул (55), (55') и из выражений координат в эллиптическом 
движении (§§ 77—82) видно, что функции В и R', а следовательно и коэф­
фициенты N и N', могут быть разложены по целым положительным сте­
пеням эксцентриситетов е, е' и взаимной наклонности орбит J (как было 
отмечено, В и зависят только от взаимной наклонности орбит). Таким 
образом, учитывая еще, что

M=nt-\-e.—л, = —к',
окончательно будем иметь каждую из функций В и В' в виде суммы

ЕДЛ'а'/соз£>, (58)
где

D е) -¿-у' (п?+ е') 4- С.

Подставляя эти выражения для В и R' в основные уравнения (54), 
(54'), мы получим в правых частях этих уравнений суммы такого же вида.

Равенства (57) показывают, что для вычисления возмущений второго 
порядка надо в правых частях уравнений (54), (54') заменить все эле­
менты а, е, . . . их начальными значениями а0, е0, . . . и выполнить 
интегрирование полученных тригонометрических рядов. Таким образом 
возмущения первого порядка получатся в виде членов одного из сле­
дующих двух типов, а именно:

Интегрирование этих равенств даст

/(А а0, е^, . . . )dt = a9-]-\a, (57)
¡о

т. е. позволяет определить возмущения первого порядка.
Для вычисления возмущений второго порядка только что найденные 

значения элементов еоф8ф, • - •> ^ФМ\ • • • надо подста­
вить в правые части уравнений (54) и (54'). Это даст:

^ = т'/(1,а0, . . ,) + т'^а+ . . . + ^М'4-. . ., 

откуда после интегрирования получим
а = Oq -f- Oj а ф- о2 а

если /Ло+УХ ф 0, и
'4 ¿5 ^0 с03 с> 

если 7«о + /'< = 0.
Легко видеть, что, вычисляя указанным выше способом возмущения 

второго, третьего, . . . порядков, мы всегда будем получать члены вида

У ло < Л с05 И+О
(Л^о+Л ’ (59)’

где
^=7Л0+/

Если р — 0, то такой член носит название периодического воз­
мущения. В случае мы имеем вековое возмущение,
если у = 0, и смешанное, если V ф 0. Иногда пользуются несколько!© ГП
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иной терминологией и говорят о чисто вековых членах (если > = 0) 
и смешанных вековых членах (если V ф 0).

Сумма
а4а' 4 р

носит название степени возмущения. Чем выше степень, тем меньше 
возмущение данного порядка.

Среди множителей, стоящих в знаменателе выражения (59), особого 
внимания заслуживают те, которые очень малы. Благодаря этим множи­
телям, так называемым малым д е л и т ел я м, величина возмущения уве­
личивается. Сумму степеней ф, £ , . . . всехмалых делителей рассмат­
риваемого члена (59) обозначим через ц. Чем больше ц, тем больше, при 
прочих равных условиях, соответствующее возмущение.

Пуанкаре назвал для возмущения л-го порядка разность п — р ран- 
1 1гом, а разность л — -%р — -^классом.

Зная порядок, степень, ранг и класс какого-либо возмущения, мы 
можем судить об общем характере этого возмущения. Для не очень боль­
ших промежутков времени важнейшими являются возмущения наиболее 
низких порядков, прежде всего первого порядка. Напротив, для значи­
тельных интервалов времени значение возмущения определяется прежде 
всего его классом. Наконец, для очень больших интервалов времени 
влияние возмущения лучше всего характеризуется его рангом.

§ 16. Долгопериодические возмущения.
Среди периодических возмущений (59) особого рассмотрения заслу­

живают те, у которых коэффициент V в аргументе тригонометрической 
360°функции очень мал. Так как период выражения (59) равен —то пери­

оды таких возмущений будут весьма велики по сравнению с периодами 
обращения рассматриваемых планет, почему эти возмущения и называ­
ются долгопериодическими.

Долгопериодические возмущения играют в теории движения планет 
большую роль потому, что среди них встречаются возмущения с весьма 
значительными амплитудами, даже при сравнительно высокой степени.

В самом деле, рассмотрим возмущения первого порядка. Если член
[(744/4Р + А

/Ч+/4
дает долгопериодическое возмущение, то величина ул04/4> стоящая в 
знаменателе, мала, поэтому амплитуда будет значительно больше, чем 
можно было бы ожидать при данной степени.

Особенно большое влияние долгопериодические возмущения имеют 
в средней долготе планеты. Действительно, средняя долгота вычисляется 
по формуле (§ 13)

^ = е4р>
где

г
р = п сР,

Следовательно, для получения р каждый член правой части послед­
него равенства приходится проинтегрировать два раза, а это дает воз­
мущения вида

А 4 " Г? С°Э
0 0 0 0 (/4 4/4/

Таким образом, в средней долготе долгопериодические неравенства 
дают члены первого порядка относительно масс, имеющие малый дели­
тель в квадрате, иначе говоря члены, класс которых равен нулю.

Подробная теория разложения пертурбационной функции в ряд, 
которой мы займемся в одной из дальнейших глав, показывает, что 
всегда

а -ф а 4 р = |/ 4 у" | 4 четное число.

Таким образом, долгопериодический член только в том случае может 
иметь заметную амплитуду, когда у и /— небольшие по абсолютной вели­
чине числа.

Чтобы найти те значения у идля которых возмущение становится 
долгопериодическим, проще всего воспользоваться разложением отноше­
ния по/п'о в непрерывную дробь.

Например для Юпитера и Сатурна мы имеем (принимая за началь­
ный момент 1.0 января 1900 г.)

п0 = 299". 1283, 4 = 120”.4547.
Следовательно

и потому подходящие дроби будут:

Если взять 7 = 1,

2 5 72
1 ’ 2 ’ 29 * ' ’

/= — 2, то
7 п0 4 / 4 = 58". 6736,

что составляет приблизительно п0 или ~ п'о. 
не приходится считать малым.

Напротив, для 7 = 2, / = —5 получим:
7 п0 474 = — 4". 0169,

Такой делитель еще

1 1 , „т. е. величину порядка = л0 или = п0. Соответствующее долгоперио- / 4 ои
дическое неравенство, имеющее период около 900 лет, в долготе Сатурна 
имеет амплитуду порядка 50'.

Наконец, если взять следующую подходящую дробь, то будем иметь:

у/г04у'4 = 29 л0 —72 4 = 1".9823.

__ 3_ Л?
Д а2 де

Но соответствующее неравенство, степень которого не меньше чем 
¡29—72| = 43, совершенно нечувствительно.

Курс Небесной механики 4© ГП
НТ
Б С
О РА

Н



£ 18. Способ Пуассона 51
50 III. Метод вариации произвольных постоянных

Большое неравенство в движении Юпитера и Сатурна, зависящее 
отделителя Чп — 5п', было открыто эмпирически. Эйлер и Лагранж, 
после ряда безуспешных попыток объяснить его, стали склоняться к мне­
нию, что это неравенство указывает на действие какой-то силы, отлич­
ной от притяжения Солнца и известных планет. Истинная причина была 
открыта в 1784 г., когда Лаплас предпринял вычисление всех неравенств 
первого порядка в движении Юпитера и Сатурна до третьей степени 
включительно.

Примечание. При изучении движения двух планет никогда не 
приходится на практике принимать во внимание более чем один малый 
делитель. Действительно, если разложение отношения средних суточных 
движений в непрерывную дробь 

таково, что первая подходящая дробь, дающая малый делитель, есть

। 1

1 Этот результат известен под именем теоремы Пуассона.
2 Числовые значения коэффициентов этих формул заимствованы из таблиц Радо 

(см. § 117). Таблицы Ганзена дают:
г. = 334-26'16".75 + 14 648 510".08 7—36.244 Т3 — 0".036 600 73
Q = 259°7'40".97 - 6 962 923’.21 7ф- 8’.210 72 0\007 159 Т3.

4*

. . . 1
Ч а ’

то следующее неполное частное будет большим числом. Таким обра­
зом, следующая подходящая дробь

1\+1   к %

@к+1 ^к Як "4" 1

будет иметь очень большие числитель и знаменатель. Соответствующие 
ей (так же, как и всем дальнейшим подходящим дробям) возмущения 
будут поэтому нечувствительны.

§ 17. Вековые возмущения.
Как уже было отмечено, вековые возмущения получаются от тех 

членов пертурбационной функции, в которых аргумент тригонометриче­
ской функции не зависит от времени. Совокупность этих членов носит 
название вековой части пертурбационной функции.

Так как каждый член пертурбационной функции может зависеть 
от е и е' только через посредство средних аномалий М и М', то члены 
(58), в которых /=/ = 0, от е и е'зависеть не будут. Поэтому, обозначая 
через + вековую часть пертурбационной функции, получим:

Обращаясь к первому из уравнений (41), мы видим, что выражение 
да& не будет заключать постоянных членов; иначе говоря, а не имеет веко­
вых возмущений первого порядка.

Последнее из уравнений (41) показывает, что и среднее суточное 
движение не имеет вековых возмущений первого порядка.

Полученный результат, без изменения распространяющийся на вза­
имные возмущения какого угодно числа планет, дает следующую фунда­
ментальную теорему:

Большие полуоси планетных орбит и средние суточные движения не 
имеют вековых возмущений первою порядка относительно масс.

Эта теорема была доказана Лапласом (1773) для членов не выше 
второй степени относительно эксцентриситетов. Во всей общности ее 
доказал Лагранж (1776).

В 1809 г. Пуассон показал, что в возмущениях большой полуоси 
и среди членов второго порядка отсутствуют чисто вековые члены,1 но 
имеются смешанные члены вида Hi cos (v¿ + C). Наконец, Spiru С. Haretu 
обнаружил (1878) наличие чисто вековых членов третьего порядка.

Все остальные элементы е, i, 2, . . . имеют вековые возмущения. 
Так, например, для Юпитера мы имеем, согласно вычислениям Леверрье, 

е = 0.048 335 08 + 0.000 166 19 Т— 0.000 000 467 72 —0.000 0000019 Т3 * 
i= 1°18'31".11 — 20".506 7 + 0".014 Т*

2 = 99°26'35".59 + 3637".908 1 ".2680 Т* — 0"03064 Т3
к = 12°43'14".39 + 5793".928 7+3".5936 72 —0"01732 7».
Через 7 обозначено время, считаемое в столетиях (по 36 525 суток) 

от среднего парижского полдня 1 января 1900 г.
Вопрос о вековых возмущениях до сравнительно недавнего времени 

связывали с вопросом об устойчивости солнечной системы. Нужно, 
однако, заметить, что даже в том случае, если бы была доказана сходи­
мость рядов (56) для любых значений t, присутствие вековых членов 
в возмущениях различных порядков было бы недостаточно для того, 
чтобы можно было утверждать, что солнечная система неустойчива.

В самом деле, периодическая функция времени может при разложе­
нии по степеням масс дать бесконечное число вековых членов. Возьмем, 
например, функцию sin (mat), где m — масса возмущающей планеты, а — 
какой-нибудь числовой коэффициент. Разлагая эту функцию в ряд по 
степеням т, получим

sin (mat) — mat—ms а3 Р. .

Таким образом, всякий способ интегрирования уравнений (54), (54'), 
основанный на разложении решения по степеням возмущающих масс, 
может дать вековые члены даже в том случае, когда решение выра­
жается через периодические функции времени.

§ 18. Способ Пуассона.
В этом случае, когда вековые возмущения угловых элементов 2, к 

и е, определяющих положение орбиты в пространстве очень велики, 
применение способа интегрирования, указаннного в § 15, встречает затруд­
нения, происходящие от крайне медленной сходимости последователь­
ных приближений.

Такой случай мы встречаем, например, в теории движения Луны, где 
вековые возмущения производят изменения долготы перигелия и долготы 
узла, указываемые формулами:2

и = 334°26'16".52+ 14 648 509".18 7—37".16 72 —0".0455 Т3
2 = 259°7'52".79 — 6 962 911 ".94 7 + 7".48 72+ 0".0077 Т3
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(через Т обозначено время, считаемое в столетиях от 1.0 января 1900 г. 
среднего парижского астрономического времени).

Пуассон предложил (1835) особый метод интегрирования уравнений, 
позволяющий уже в первом приближении учесть влияние вековых воз­
мущений угловых элементов на периодические неравенства и тем значив 
тельно повысить точность первого приближения. Обозначая опять сред­
ние долготы светил через

т. e. будем считать за приращения аргументов только периодические 
члены Sie, 82е, . . . , Bjö, . . . , а не вековые tm't, ßm't, am't, так что 
в первом приближении получим:

—- = — т'а. -|- m’Q (е0 р -|- 7 m't, 20 Д- я т^> • • • )
(61)

5 где
t

'll О

мы можем уравнения (54) и (54') 
dQ . о

написать

р' = j п' dt,
о

в следующей общей форме:

dt 
dir 
dt 
de 
dt 
da 
dt

тс, ■ > s'

Положим

т' -|-р, S,

тс, .

После интегрирования этих уравнений приравняем нулю вековые 
возмущения 6, тсь еь что даст три уравнения для определения а, р и 7.

Заметим, что интегрирование уравнений (60) выполняется столь же 
просто, как и в обычной форме способа последовательных приближений, 
вследствие того, что элементы г, 2 и тс фигурируют в разложении пер­
турбационной функции лишь в аргументах тригонометрических функций. 
Действительно, поскольку пертурбационная функция является, очевидно, 
периодической функцией не только от X и X', но и от 2, 2', тс, тс', ее раз­
ложение имеет вид:

R = S Ncos (/X 4-/X' + Л2 + h'Q' + ^тс + ¿'тс').
Применяя способ Пуассона, мы уже отступаем от строгого прове­

дения принципа разложения возмущений по степеням возмущающих 
масс, так как в аргументы периодических возмущений, вычисленных по 
этому способу, входят члены am't, ^m't,. . ., имеющие множителем 
массу. Иначе говоря, уже в первом приближении мы учитываем часть 
членов второго порядка.

где а, р, у—-неопределенные коэффициенты, а б, тсь новые неизвест­
ные.

После подстановки этих выражений в предыдущие уравнения, полу­
чим:

dt

It
(60)

В этих уравнениях мы положим, так же как и в § 15, 
■

причем значком оп обозначены члены степени п относительно масс т, 
т’, . ... Делая подстановку этих выражений в уравнения (60), будем 
разлагать функции О, Ф, ... в ряды следующим образом:

дв 
де

dQ
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ГЛАВА IV.

КАНОНИЧЕСКИЕ ЭЛЕМЕНТЫ.

§ 19. Канонические уравнения.

Рассмотрим движение системы п материальных точек, массы которых 
мы обозначим через т., а координаты через х., у^

Если существует функция сил и, то уравнения движения этой 
системы имеют вид:

ди 
дх/

дЦ 
ду. ’ т.г дИ

дг, ’ (1)

(/ = 0,1, . . . ,п — 1)

Эти Зп уравнений второго порядка можно различными способами
заменить 6л уравнениями первого порядка. Нижеследующий способ 
имеет особо важное значение.

Положим
X = П^Х,, у\ = т1У{ > — т1

и введем в рассмотрение живую силу системы

2
~ 2

Легко видеть, что уравнения (1) эквивалентны таким:

Н = т—и,

дх, дН дх. дН
dt дх. ’ / дх1
ду. дН dy'i дН—--- •

ду\' ду,
дг.1 дН дг. 1_ дН

^1 а1 дг.'
где

есть не что иное, как полная энергия системы, ибо потенциальная
энергия равна функции сил, взятой с обратным знаком.

Уравнения, имеющие такой вид, носят название канонических 
уравнений, а соответствующая функция Я называется функцией 
Г амильтона.

Обратимся теперь к более общему случаю, когда положение точек 
системы (на которую могут быть наложены какие угодно голономные 
связи) определяется помощью з параметров ql, qг, . . . , qs. Эти пара­
метры называются обобщенными координатами, а число з дает 
число степеней свободы рассматриваемой системы.

В этом случае уравнения движения (1) преобразуются, как известно 
из Механики, в уравнения Лагранжа:

д
dt д,!

в которых через

(/=1,2, .. ,,з) (2)

обозначен кинетический потенциал системы.
Заметим, что после замены прямоугольных координат их выраже­

ниями через обобщенные координаты (эти выражения могут заключать 
время, если связи, наложенные на систему, зависят от времени) живая 
сила примет следующий вид:

7'=4-21Х'’<<''+24«’*+л <3>
I к к

где А^, Ак, А являются функциями от ql, дг, . ■ Суммирование
по всем индексам производится от 1 до з.

Покажем, что уравнения (2) также могуть быть заменены уравне­
ниями первого порядка, имеющими каноническую форму. Для этого за 
вспомогательные неизвестные примем так называемые обобщенные 
импульсы, определяемые равенствами

дЬ
дql

или, так как и не заключает производных qi>

Р^ЪА^ + А.. (4)
к

Уравнения (2) заменяются такими:

Ш дЬ
dt^дq., дq. (5)

Чтобы исключить отсюда qi, воспользуемся соотношениями (4). 
Легко видеть, что эти равенства могут быть разрешены относительно qk , 
так как определитель, составленный из коэффициентов А.к, не может 
равняться нулю.

В этом очень легко убедиться, если ограничиться тем, единственно 
нам нужным, случаем, когда связи не зависят от времени, а потому 
в формуле (3) Ал = 0, А=0. Действительно, если бы определитель,© ГП
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составленный из A.k, был равен нулю, то можно было бы найти такие 
неравные нулю значения qk, для которых1 * * * * *

1 Для упрощения формул можно не обозначать пределы суммирования, если, как это
имеет место здесь, все индексы пробегают одни и те же значения 1, 2, . . . , 5. Но можно
также опустить указание того индекса, по которому ведется суммирование, если ввести
»правило немых индексов“: суммирование всегда выполняется по тому индексу, который 
по крайней мере дважды встречается в выражении, стоящем под знаком суммы. Например

у, а Ь = а Ь + а Ь 4-... 4-с Ь¡к кк Л 1Л т й 2Л ' ~ й ¡к •
Такой индекс называется немым, так как он исчезает после суммирования.

Е Aik qk = 0, (/=1,2, ... , s),
а потому Т~0, что очевидно невозможно.

Введем теперь в рассмотрение величину

H = %Pkqk — L, 
являющуюся функцией pk, qk и t, так как, согласно только что сказан­
ному, qt можно считать выраженными через рг

Таким образом, варьируя pk и qk, будем иметь, с одной стороны:

с другой стороны:
ЪН =b^pkqk — (>L =

» R ч k

или, учитывая второе из равенств (5),

Сравнение двух полученных для 8 Н выражений дает:
9 _дН d£__dn 

дрк dq~ dqk

Принимая во внимание первое из равенств (5), окончательно получим 
уравнения движения в канонической форме:

(6) 
dt dpk dt dqk

(^ = 1,2, . . . ,s)
Если кинетический потенциал L, а следовательно и функция Н, не 

содержит явно t, то уравнения (6) имеют первый интеграл
Н = const, 

являющийся нечем иным, как интегралом живых сил. В самом деле, это 
равенство можно написать так:

или
= const. 

dqk

В рассматриваемом 
порядка от qk, поэтому

случае Т есть однородная функция второго

д9к

и, следовательно, принимая во внимание, что L = 7'-|- U, мы можем полу­
ченный интеграл написать так:

Т — ¿7 = const,
а это есть не что иное, как закон сохранения энергии.

Канонические уравнения обладают многими весьма замечательными 
свойствами. Нужные нам наиболее элементарные свойства этих уравне­
ний легко выводятся из следующей теоремы.

Теорема I. Если общее решение уравнений (6) дается равенствами

■ • • Л2Л Л =0,71, 7г, • • . 7

где 71,72, • • • ,7^— постоянные интегрирования, то уравнения (6) экви­
валентны таким:

— V р —~ V р ^ = —— . (8)
dt 2d Pk д у. д 7;. 2d dt d у.

(i== 1,2, . . . , 2s)
Покажем сначала, что уравнения (8) являются следствием уравне­

ний (6). Действительно, очевидное тождество

д r dq^ д X? r dqk X? dpk дсК X? дРь d9h 
dt^Pkd^. d^2dPk dt ~ 2d dt d^ 2ddy. dt [ }

дает, при наличии соотношений (6):

X? ___у — —V fl Oy
dt 2d Pk d^ d\l2d Pk dt 2d dqk d^ 2d dpkd^i ’ ' '

что равносильно уравнениям (8).
Обратно, представив уравнения (8) в форме (10) и пользуясь тожде­

ством (9), мы можем заменить их такими:

V —^1-^ = 0
2d \ dt 'dqjd^i 2d\dt dp J d^

(/=1,2, . . .,2s)
Рассматривая эти равенства как систему 2 s линейных уравнений 

с неизвестными

\ dt ' dqj’ \ dt dp J

и замечая, что определитель этой системы не равен нулю (так как урав­
нения (7) разрешимы относительно 71, . . . , 7^), убеждаемся в равен-© ГП
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стве нулю только что написанных выражений, т. е. в существовании 
соотношений (6).

Примечание. Так как канонические уравнения (6) не меняются, 
если рк и дк поменять местами, а I заменить через —/, то из каждого 
свойства канонических систем указанной заменой может быть получено 
другое свойство. Например, делая эту замену в теореме I, мы убеждаемся 
в том, что уравнения (6) эквивалентны также и таким уравнениям:

— "V о —*__ V „дРк _дН
•д1 дц.^ Як д(

§ 20. Канонические преобразования.
В канонических уравнениях

(¿1 дрк 61 дцк }

заменим переменные дк, рк новыми переменными Ок, Рк, определяемыми 
равенствами

= • • Л^Рг, • • • ,Р)
= • • • >^) (

Нижеследующая теорема дает условие, при выполнении которого 
преобразованная система будет также иметь каноническую форму. Со­
ответствующие преобразования носят название канонических пре­
образований.

Теорема И. Если зависимость между новыми переменными и старыми 
такова, что выражение

2pkdqk-VPkdQk = dW (12)

ибо
6УР дУ7 ^/дW 60к дУР 6РД

61 = д1 + 2^ \ ~ ¿Рк ~бГ/

д№ у^(д№дОк дШ дРк\

Но, если И/ считать выраженным через Л 7Р . . . , 7.^, то

6 (\
61 дц. у дц. у бь д

Поэтому, дифференцируя первое из равенств (14) по 7., второе — по / 
и вычитая их почленно, будем иметь:

есть полный дифференциал некоторой функции В/, то после преобразования 
уравнения (6) могут быть представлены следующим образом:

где

¿0, дК аРь дК 
Л “ дРк ’ 61 ” дОк ’ (13)

хл ^6 к   д 6ц к   д / д V/ \ _
61 ^¿Рк д^ д^ Л \ д1 )

д®к___^к
61 к дц1 д^. ¿Л к 61

Применим теперь в левой части этого равенства теорему I и заме­
тим, что

дН дН дQk ( дН дРк
-д^.^ЪТок ^тГ+21рк

\ ^ / -2 дQkдt д-^ 2^ дРкд1 дц1 ’

получим:
ХЛ р д®к_ £2* _ _

61 * д-^. д^{ к 61 ду1 ’
где

дУР 
д1 ’

прич м, конечно, предполагается, что Н и W выражены через новые пере­
менные Qk, Рк.

Для доказательства этой теоремы заметим прежде всего, что соот­
ношения (И) и (7) позволяют выразить Ок, Рк, а следовательно и функ­
цию В/, через Л 71,72, • • • ,72г

Так как в равенстве (12) под 6№ разумеется полный дифферен­
циал 117 только по переменным Ок, Рк (если считать, что цк, рк выражены 
через Р^, хотя В/ может содержать еще и /, то из этого равенства 
следует:

V ¿0к_6УУ_дУР
2^Рк 61 2* к 61 61 д1

^6 к хл дW

На основании теоремы I из этих равенств следует
60к _ дК 6Рк _ дК

61 дРк ’ 61 дОк ’
что и требовалось доказать.

Примечание I. Если соотношения между рк, рк и Ок, Рк таковы, 
что

Ъчкбрк—2 0кбРк=бУ7',

то после преобразования уравнений (6) получим уравнения

¡где

60ь _ дК' 
61 ~~др-к’

6Рк _ дК' 
“ дОк ’

К'=^Н д№ 
д1© ГП
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Чтобы убедиться в этом, достаточно использовать подстановку, 
указанную в конце предыдущего параграфа.

Примечание II. Условия теоремы II очень часто выражают не­
сколько иначе.

Очевидное равенство

сложим почленно с равенством (12). Это даст
^pkdqk+^QkdPk = dS> 

где 

или
S^W^PkQh,

n — n dS
k k tPk

мы

то

Таким образом, взяв любую функцию
S(t, q^. ., q;, P,. . Ps),

получим, при помощи равенств (*), каноническое преобразование. 
В заключение дадим несколько примеров применения теоремы II. 
Пример I. Пусть

^i = \Z2QiCOS Л, Р\ = pQi sin Рх
q^Qp Pi^Pp G=2, 3,. . ., s).

Так как
qxdpy — 2Qy eos2 PydPy cos Py sin PydQy,*

1qydpy — QydPy — Qy cos 2PydPy -[--^sin 2PydQy = d Qy sin 2л\
2

Таким образом, условия теоремы II здесь выполняются, и канониче-
ская система, получающаяся в результате замены переменных, может 
быть написана сразу.

Пример II. В начале предыдущего параграфа мы видели, что урав­
нения движения в прямоугольных координатах (1) могут быть предста­
влены в канонической форме. Теорема II позволяет легко показать, что' 
при переходе от прямоугольных к любым криволинейным координатам 
каноническая форма уравнений может быть сохранена. Так как этот 
результат уже был нами получен в предыдущем параграфе другим 
методом, то доказательство его с помощью теоремы II предоставляем 
провести читателю.

Пример III. В том, часто встречающемся на практике случае, когда Рк 
являются линейными функциями pk, a Qk — линейными функциями qk, усло­
вием, достаточным для того, чтобы преобразование было каноническим, 
может служить равенство

S Pfik =
В самом деле, так как dQk связаны с dqk теми же соотношениями,, 

какие имеют место между Qk и qk, то из этого равенства следует

§ 21. Способ Якоби для решения канонических систем.

Рассмотрим каноническую систему
dq. дН dp. дН— .___  А__ =___ ¿15)
dt дрк ’ dt дqк '

Введя новые переменные Ск, Рк, связанные со старыми такими со­
отношениями, что .

^kdqk-^PkdQh = dW, ' (16)

мы получим, на основании теоремы II, для новых переменных урав­
нения:

dQ. дК dP. дК__ — __ 1 =____ — 07)dt дРк ’ dt дQк' 1 '
где

Система (15) будет решена, если нам удастся найти такую функцию Й7, 
для которой /<=0. В самом деле, уравнения (17) дадут

Q. = а., Рь — —

где ак и — постоянные интегрирования. С другой стороны, из усло­
вия (16) имеем:

дW п ¿й/
дqk ’ к ’

причем мы можем считать, что й/ выражено, при помощи равенств (11), 
через qk и Заменяя в V/ величины Ок через ак, мы получим функ­
цию Й2 (¿, qv qv . . , qs, . . . , . а5), удовлетворяющую соотно­
шениям

dW _ ь
dqk ~Pk' dak (18)

которые дают возможность выразить рк и qk через I и 2з произвольных 
постоянных аА, т. е. дают общее решение системы (15).

Так как нам известно выражение функции Н через рк, qk, пусть 
И q, qv . . . , qs, Ру р2, . . . , р^, то уравнение К = 0, определяющее 
W, мы можем написать следующим образом:

дw । «Л Ш ¿10^
—т—Ф Р (> q,, • • • , р-~т—, • , Л I — 6. (19)дГ ' ф 1 4 дqy дqs )

Итак, №, рассматриваемое как функция 5-1- 1 независимых перемен­
ных А q1, q2, . . . , qs, удовлетворяет дифференциальному уравнению 
с частными производными первого порядка. Всякое^ решение такфго 
уравнения, заключающее з-|-1 независимых произвольных постоянных, 
называется полным интегралом.

В настоящем случае неизвестная функция входит в уравнение (19) 
только через посредство своих производных, поэтому, если удастся найти 
решение этого уравнения, заключающее 5 произвольных постоянных, из© ГП
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которых ни одна не является аддитивной, то полный интеграл полу­
чится весьма просто прибавлением ($-|-1)-ой аддитивной постоянной и 
будет иметь вид:

92> • - • > Q s, а2> • • ' > aj) “Ь as-pi ■ (20)
/
Мы приходим, таким образом, к следующему результату, предста­

вляющему знаменитую теорему Якоби:
Теорема III. Для решения канонической системы (15) достаточно найти 

какой-нибудь полный интеграл (20) уравнения (79). Общее решение системы (15) 
получим, определяя qk, pk из равенств

^_й dW _
д% ддк ~Pk’

получается, как мы только что видели, из равенств (18), т. е.
dW _ dW 
dqk~P^ dak

где W—полный интеграл уравнения

dW 
dt №,4, . dW

’ ’ Ps’ dqx ’ ‘ dds )

(24)

(25)

где через ра, . . . , обозначены новые произвольные постоянные.
В применении этой теоремы заключается метод Якоби интегри­

рования канонических систем. Произвольные постоянные а*, которые 
вводятся при интегрировании по этому методу, носят название кано­
нических постоянных или канонических элементов.

Примечание. В том случае, когда функция Н не содержит 1, 
нахождение полного интеграла уравнения (19) упрощается. В самом деле, 
полагая в этом уравнении

Ы/= —а/Д-М/', (21)
получим для определения 
нение:

новой неизвестной функции W такое урав-

# Qv Qv ■
dW' dW,

" Qs' dqr ’ ’ ’ ' ’

Предположим теперь, что требуется решить новую каноническую 
систему

dpk d(H — R)
61 dpk ’ сП

где 2? —функция I, qv . . . , qs, рх, . . . , р5.
Применяя метод вариации произвольных постоянных, попробуем 

удовлетворить этим уравнениям теми же выражениями (23), но счи­
тая аг., уже не постоянными, а функциями 1. Для этого надо преобра­
зовать уравнения (15), введя в них вместо переменных qk, рк новые пе­
ременные ак, определяемые равенствами (23). Так как, на осно-

М(«.?») =

Если найдено решение этого уравнения (где а — произвольный пара­
метр), заключающее а — 1 произвольных постоянных аг а2, . . . , а^, среди 
которых нет аддитивных, то равенство (21) даст решение уравнения (19), 
содержащее а постоянных а, ар а2, . . . , а^. Поэтому, обозначая через 
Р, Р2> • • ■ > ^-1 новые постоянные, общее решение канонической си­
стемы (15) получим в следующем виде:

то по теореме II преобразованные уравнения будут иметь следую­
щий вид:

сП д$к ’ сП dak ’
dW 
да

' + ?- dW'л
dqk ~Р*- (22) ибо в данном случае, учитывая равенство (25), имеем:

(¿ = 1, 2, .... а— 1).
Получающееся таким образом упрощение интегрирования си­

стемы (15) является следствием наличия, в рассматриваемом случае, пер­
вого интеграла

Н = const.

К=(Я-£) dW 
dt R.

§ 22. Применение метода вариации произвольных постоянных к кано­
ническим элементам.

, Пусть каноническая система
\ йр± ¿/У
( дг дрк ’ сП дрк '

решена по способу Якоби. Это решение

Таким образом, при применении метода вариации произвольных 
постоянных к каноническим элементам, дифференциальные уравнения, 
определяющие эти элементы, могут быть написаны сразу и притом 
в весьма простой форме.

§ 23. Канонические элементы эллиптического движения.

Применим метод Якоби к решению задачи двух тел. Обозначим 
через х, у, г координаты планеты в гелиоцентрической системе коор­
динат, через т— ее массу.

Чтобы уравнения движения планеты

ди ди ди
х—~а> У^^—, dx ду дг© ГП
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где

IV. Канонические элементы

и , *2(1 + "0

представить в канонической форме, достаточно положить
Н = ~ > + ¿2) — —i1 +.

Перейдем к сферическим координатам при помощи формул
х — г eos ср eos 0, у = г eos ср sin 0, z = rsin<p

и условимся писать #2 вместо ^2(14“от)- Функция Гамильтона примет 
следующий вид:

Н = ~ (г2 -ф- Г2ср2 4- г2 eos2 ®02) — .

Переходя к обобщенным импульсам, легко найдем, что уравнение 
Гамильтона-Якоби в настоящем случае будет: 

dW , 1
di + 2

-а 2 ídW\2 r sec ? Ьг , 2 —1 п k г = 0.

Это уравнение не 
положить (ср. § 21):

Подстановка этого 
fdW. V 2 
\ ir г

содержит явно ни t, ни 0, поэтому мы можем 

выражения в предыдущее уравнение дает

(■^г) + r2 sec2 + fe
Для нас достаточно найти какое-нибудь решение этого уравнения, 

заключающее одну произвольную постоянную. Поэтому положим

dWr 2
I 4- a2 sec2 ср = а2,

вследствие чего предыдущее уравнение обращается в такое:

/ дW1 \2 2 2 _ 9.2-1 । 9

и переменные г и ср оказываются разделенными. Иначе говоря, мы можем 
положить

V/",
где ’Л7' — функция только ср, а W"— функция только г. Эти функции 
находятся из только-что написанных уравнений при помощи квадратур.

Окончательно получим:
V__________________г_________________________________________

у1 \/а2 — a2 sec2 Ср dtp 4- J ^2^4" 2^2г-1 — ^f~2dr.
о г„

Чтобы не вводить ненужных произвольных постоянных, фиксируем 
нижние пределы интегралов: у первого интеграла за нижний предел

■
н

$ 23. Канонические элементы эллиптического движения 65

берем <р = 0, у второго — меньший из двух корней подкоренного вы­
ражения.

Согласно теореме III, общее решение уравнений дается равен­
ствами 

dW dW dW .
da^ da3 ~”3’

которые в настоящем случае имеют такой вид:

f ^ + ^r-r-a.\r~2r^dr (28)
ro

т 1
р^б — ^Узес^Са2—a2sec2 cppVrfcp (29)

О
i ср у

?з = »з/ (as— ah^cpr^^cp — r-2 dr. (30)
0 r0

Эти соотношения позволяют определить координаты г, 6, ср 
в функции t и шести произвольных постоянных аъ a2, а3, pi, р2> ₽з, 
являющихся каноническими элементами эллиптического дви­
жения.

Посмотрим, каким образом канонические элементы связаны с обыч­
ными элементами.

Равенство (28) показывает, что г должно заключаться в интер­
вале

где через г^ и гх обозначены корни уравнения

2a/2 4- 2^2г — а2 = 0.

Так как в эллиптическом движении пределы радиуса-вектора равны 
л(1 — е) и а (14-е), то отсюда следует, что

£2 а2
^a^r^r^ — —, 2 .

ai ^ai

Поэтому 
62 ,____________

«! = — —, а3==^7а(1 — e2} — k Jp.

С другой стороны, обозначая через Т момент прохождения через 
перигелий, из того же равенства (28) получим:

так как в момент прохождения через перигелий г — г0.
Равенство (29) показывает, что

“з — a2 sec2 ср ^0, 
или

а2 cos ср Sa— 
^Р

Курс Небесной механики 5© ГП
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§ 24. Применение канонических элементов 6766 IV. Канонические элементы

Поэтому, замечая, что наименьшей величины eos ср достигает для 
cp = ±z, где i — наклонность орбиты, получим:

= р COSÍ.

Если ср = О, то планета находится в одном из узлов своей орбиты. 
Следовательно, на основании равенства (29), мы можем считать, что

p2 = s.
Обратимся теперь к равенству (30). Введем вместо широты ср аргу­

мент широты и. Так как
sin <р = sin i sin и, 

то, после подстановки найденных значений а2, а3, будем иметь:

§ 24. Применение канонических элементов к выводу уравнений 
Лагранжа.

Канонические элементы имеют то преимущество перед обыкновен­
ными, что уравнения, определяющие изменения этих элементов в возму­
щенном движении, имеют очень простой вид (§ 22):

dak dR d$k dR
dt dpA ’ dt 0ak (*=1,2,3). (34)

ад

¥
а3 У (а2 — а2зес2ф'

О
Следовательно:

1

о

и

2 sec ср sin icos и du = и.

Но для действительного вычисления положений планеты употребля­
ются обыкновенные элементы. Поэтому от уравнений (34) целесообразно 
перейти к уравнениям, дающим производные эллиптических элементов. 
Дифференцируя с этою целью равенства (33) и учитывая (34), получим:

_ i
-1—а2г~2) 2 dr.

Для момента прохождения через перигелий и = <и, г — г0, так что 
В3 = и = к— 2.

Итак, мы получили следующую
*2

систему канонических элементов:

“i 2а ’

= cos/;

«3

2 (31)

р3 = it — 2.
Условимся среднюю долготу вычислять как для возмущенного, так 

и для невозмущенного движения по формуле (§ 12):

Á = e-J- у ndt, 
о

Но, с другой стороны, для невозмущенного движения мы имеем

поэтому

или
е —

k

£ ----

п
3

- а2 . (32)
В заключение выразим 

Получим:
эллиптические элементы через канонические.

а = - ;̂
2aj

2«, и!
ег = 1 J-----L J"Г £4

а9 cos Z = — 
а.

2 =

2
3

(33)

da 2аг dR 
~dT~' dp?

de   д(1—г3) dR na\!\—e2 dR
dt k2e dp! dp3
di cosec i / . dR dR \
dt k\Ja(\ — e2) \ dp3 dp2 / 
dQ _ _ dR^
dt da2
dK dR dR
dt da2 da3
dz _ d/? d/? _ d/? Зд , _ . dR
dt da2 da3 П da^ *2 dPi

Формулы (31) позволяют выразить производные пертурбационной 
функции по каноническим элементам через производные по эллиптиче­
ским элементам. Легко видеть, что

dR _ dR 
dpi — Л de

dR dR dR dR
dp2 d2 ~d~ ’ de

dp3 dr. de

dR _ 2a2 dR a(l—e2)dR 3a _ dR 
d«! *2 da &e de *2 г de

dR _ _—cosec i dR 
da2 kxja (1 — e2) di

= _ — O ¿R I etgz _ dR
da3 pae de k\Ja\\—A) di© ГП
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68 IV. Канонические элементы 25. Канонические элементы Делоне и Пуанкаре 69

Таким образом окончательно получим следующие уравнения, уже 
найденные нами другими методами в главе III:

da 2 dR 
dt па де

tfg дК_ е^'—^ 1 dR
dt па2е dr. 1 + \/1 — nai

te-di _ — cosec i dR s 2 I dR dR 
dt na2 y/1 — e2 dQ na2 1 — e2 \ dr. de 

dQ _ cosec i dR 
dt na2 y/l — e2 di

tg i z_____
dn _ _______2 dR . у/1 — e2 dR
dt na2 у/1 — e2 di na2e de

tg± z____
de ___ 2 dR^ ё 2 dR ¿\/1 — ¿2 1 dR
dt na da na2 — e2 di 1 + \/T—■ na2 de '

(35)

_ 3
Напомним, что в этих формулах Ьа 2 для краткости обозначено 

через п.
Заметим еще, что последнюю из только-что написанных формул 

можно понимать двояко. Если средняя долгота планеты вычисляется по 
формуле

_ 3

Х = е-}-л(/—^о) ~Е Д'2 (^—/0), (36)

то R будет зависеть от а и непосредственно и через посредство X, по­
этому

дR ,dR д\ /дХЛ dR dn , .
da J'd\ да (да у ' де да 0 ’

где слева стоит производная, соответствующая полному изменению а, 
тогда как через I I обозначена производная, взятая при неизменном X.

С другой стороны, если среднюю долготу вычислять по формуле
Х = е4-Дл, (37)

§ 25. Канонические элементы Делоне и Пуанкаре.

Канонические элементы, определяемые равенствами (31), имеют один 
недостаток, который находится в тесной связи с тем, что мы видели 
в конце предыдущего параграфа.

В самом деле, элемент входит в пертурбационную функцию R 
как через посредство а, так и через посредство п. Поэтому в правой 
части уравнения

dR 
dt да{

мы будем иметь член, пропорциональный времени.
Если пытаться устранить этот недостаток так, как мы это сделали 

в предыдущем параграфе (т. е. заменой элемента, е, определяемого равен­
ством (36), элементом е, определяемым равенством (37), то будет поте­
ряна каноническая форма уравнений.

Делоне предложил ввести вместо аь новые элементы:
_ 1

з з
l=^n(t- T^ka 2(t-^^k~\~2^2(t-Y^. 

Так как разность
Pii/aj — IdL = — tda^

есть полный дифференциал функции W—— ta^ то, на основании теоремы
II (§ 20), после преобразования снова получим 

Сделав следующую замену обозначений:

где

*2 = Н, ’ ^ — G, ?3 =

окончательно будем иметь уравнения:

¿Л _ dR' dl dR' ]
dt dl ’ dt dL
dG dR' dg dR'
dt dg ’ dt dG

dH dR' dh dR'
dt dh ’ dt dH

R'^R-a^R-Y^.

каноническую систему.

(39)

где через п обозначена функция t, определяемая уравнением 
^3 dR

dt a2 de’

Напомним выражения элементов Делоне через эллиптические:
(38)

то в последней из формул (35) надо вычислять производную R по а при 
. dR tдR\ ~ ,неизменном X, т. е. вместо взять I ^-1- Таким образом в этом случае 

мы избегаем появления в правой части последнего из уравнений (35) 
члена, растущего пропорционально времени.

L = k}/a , 
l = n(t— Т),

О = ^|/а(1—g2), 
g=n— а,

Я=#]/а(1—f2)cosi ( 
Л =2.

Таким образом в этой системе за один из элементов взята средняя 
аномалия I.

Интересно отметить однородность элементов (40): элементы Ь, О 
и Н все имеют размерность секториальной скорости, тогда как все эле­
менты I, g и Л являются углами.© ГП
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70 IV. Канонические элементы

Можно указать иные системы канонических элементов, также обла­
дающие однородностью, но имеющие некоторые преимущества перед 
элементами Делоне в других отношениях.

Прежде всего, следуя Пуанкаре, рассмотрим такую систему элементов:

L = k}/a;
р! = £ j/a (1 —у 1 — г2);
р2 = k ÿa(l— е2)(1— cos z);

Х = /4~я = nt 4~е

0)j =---- ~

U>2 = ---- 2 ,

(41)

где через X обозначена средняя долгота.
Эта система имеет то преимущество, что при малых эксцентрисите­

тах и наклонностях элементы Р1 и р2 будут малы.
Чтобы убедиться в том, что при переходе к элементам (41) диффе­

ренциальные уравнения (39) сохраняют каноническую форму, рассмотрим 
выражение

/г/А 4— gaG —|— hdH •—У.а! — с01б/р| — ш2^/р2,

которое, очевидно, равно
I аь + ё ао -ф- л ан—(/ 4- g4-л) аь 4- (g 4- л) (¿а—ао)4-а (ас — ан) = о, 

так что условия теоремы II выполняются.
Наряду с системой (41) Пуанкаре ввел еще следующую:

L
= /2pi cos ü>! ;

4 = j/2p2 COS œ2 ;

x — ¿4-л 
7]! =]/2pl sin Ш1 
42 = 1/2р2 sin Ш2

(42)

которая также является канонической на основании сказанного в § 20 
(пример 1).

Элементы ¡ц, -щ имеют величину порядка эксцентриситета, тогда как 
4, 4а—того же порядка, что и наклонность орбиты.

Характерной особенностью канонических элементов (40), (41) и (42) 
является употребление средней аномалии, или средней долготы, в каче­
стве одной из переменных.

Леви-Чивита и Хилл указали такие системы канонических элементов, 
в которых одним из элементов является эксцентрическая или истинная 
аномалия. Де Ситтер и Андуайе дали общий прием для получения таких 
систем элементов. 1

1 T. Levi-Civita, Nuovo sistema canónico di elementi ellitici, Annali di Matemática, 
Ser. III, 20 (1913), 153.

G. W. Hill, Motion of a system of material points under the action of gravitation, Astron. 
Journal, 27 (1913), 171.

W. de Sitter, On canonical elements, Koninklijke Akademie van Wetenschappen te 
Amsterdam, 16 (1913), 279.

H. A n d o y e r, Sur l’anomalie excentrique et l’anomalie vraie comme éléments canoniques 
du mouvement elliptique, d’après M. M. T. Levi-Civita et G.-W. Hill, Bull, astr., 30, 1913.

ГЛАВА V.

ПРИМЕНЕНИЕ КАНОНИЧЕСКИХ ПЕРЕМЕННЫХ К ИЗУЧЕНИЮ 
ВОЗМУЩЕНИЙ.

§ 26. Каноническая форма уравнений относительного движения.

В § 19 было показано, каким образом уравнения движения си­
стемы, в случае существования силовой функции, могут быть приве­
дены к канонической форме. Рассмотрим уравнения относительно дви­
жения в их обычной форме, когда движение точек (х1; 21), . . . ,
тп-1 (хл-1> -У,,—р отнесены к точке (0, 0, 0), принятой за начало
координат, т. е. уравнения (§ 3):

й2Х1 । । \х‘—+ (1)

(1 = 1, 2, . . . , 71 — 1), 

где через R. обозначена пертурбационная функция, соответствующая 
точке т..

Так как в этом случае для каждой точки т{ мы имеем свою силовую 
функцию

,, А2(тп04-т.)

то уравнения (1) могут быть приведены только к виду
dxi дН. ах'. дН. 1
dt дх'. ’ dt дх.
dy¡ дН. ду. дН.
аг ~ ду'. ’ а1 ду.
аг. дН. аг\ дН.
¿1 дг' ’ а1 дг’

где
Н^Т-^,

причем через Т обозначена, как всегда, живая сила системы.
Полученные уравнения, не являющиеся каноническими, поскольку 

функции Н1, Н2, ..., Нп_х различны, Пуанкаре предложил назвать 
полуканоническими.© ГП
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72 V. Применение канонических переменных

Для получения уравнений относительного движения в канонической 
форме, что представляет большой интерес с точки зрения изучения 
общих свойств движения, необходимо иначе выбрать относительные ко­
ординаты. Такой выбор может быть сделан различно, но наиболее удоб­
ными, со многих точек зрения, относительными координатами, удовле­
творяющими поставленному условию, являются координаты, указанные 
В § 4.

В этих координатах уравнения движения имеют следующий вид:

32х. ди
36 дх.
З^у. ди
Л2 ду.

З^г. ди

(2)

где
. Д- т

7721 . —|— ТП^

Так как эти уравнения имеют ту же структуру, что и уравнения 
абсолютного движения системы в случае наличия функции сил, то они 
могут быть приведены к каноническому виду обычным способом (§ 19). 
Полагая

н= Т—и

У^—ЧчУп 2< = №
получим:

дН Зх\ дН
31 дх'. ’ 31 “ дxi
Зу. дН аУ\_ дН
31 ~ ду'/ 31 ду1
Зг. _ дН 32'. дН
31 дг\ ’ 31 дг[

(3)

В том случае, когда массы ть т2, . . . , тп_г очень малы по срав­
нению с т0, так что взаимным притяжением этих масс можно прене­
бречь, мы можем взять вместо и функцию

где

и.=
тлп.

1

§ 26. Каноническая форма уравнений относительного движения 73

вследствие чего уравнения движения распадутся на п—1 отдельных 
систем. Например уравнения (2) примут вид:

т т° + ^1+ • • • х, _
/ 36 0 тй -ф- тх ф- . . +тг _1

Таким образом, в первом приближении координаты х., у., полу­
чаются путем решения задачи двух тел и могут быть выражены через 
время и шесть постоянных элементов орбиты.

Вторые канонические элементы Пуанкаре (§ 25), которые мы изберем 
для этой цели, обозначим (для точки через

Ч Ч1> ^,2> ^,2-

Но там, где целесообразно избегать употребления двойных индексов, 
мы будем полагать

Ё = Ё Ё = Ё41 421—1’ 4 2 42р

Итак, в первом приближении будем иметь:
Х1~^' ^21—1’ ^2Р 1» ’¡г/)

^.= ?(Ч £,................................... )
2г=|(и;,................................... )

и аналогичные выражения для х', у'., г'Г
Чтобы получить решение уравнений (3) в общем случае, мы вос­

пользуемся методом вариации произвольных постоянных, т. е. заменим 
переменные х^ у., г., х'., у'., переменными при помощи только-
что указанных выражений. 

За пертурбационную функцию примем

так как тогда 
н=т—ий—к.

Это дает преобразованные уравнения в следующем виде (§ 22):
Л. д/Т'

31 д\ 31 дЬ.
= дК 3^ д^ (4)

31 31

= 1, 2, . . . , л —1; 7 = 1, 2, • • • , 2л —2),
где (§ 25)

^'=Л>+ V 

\^0 + ^1+- ■ -+^7 2Ьу
так как в настоящем случае £2 для точки т1 должно быть заменено через 

/Ло Ч- Ч- • ■ • Ч~ 
7Л0---- 1------ !----------- 1-------------•/лоЧ-^Ч-* • -Ч-^,-!© ГП
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74 V. Применение канонических переменных § 28. Выражение прямоугольных координат 75

Полезно напомнить, что замена R через R' связана с употреблением 
средней долготы Х(. в качестве одной из переменных.

В заключение применим уравнения (4) к случаю, когда рассматри­
вается движение только трех тел т0, тъ т2.

В этом случае
R^ = R-\-^m2o

причем
R — U—Uй = ^тогп! т0т2 (А _ 1А ¿2 т1 т, 1 .

\Д10 Ь/ \Л20 Ь/ а12

(т0 + flh)2 I (т0 + ^Ь ГП2)2

Формула (16) на стр. 12 дает:
△210 = ^+^ + ^=^

Эти соотношения остаются справедливыми и для возмущенного 
движения, поскольку мы пользуемся оскулирующими элементами.

Соотношения между эллиптическими и каноническими элементами 
(§ 25) дают:

G — L—pj, Gcos/ = ¿— pt — р2,
откуда ______

G sin í = y/’2p2(¿ —р,) —р2, 
и следовательно

-- 42 / " 1
G sin i sin Q = G sin i HR- —4г v ¿—pi—к P2V 4p2 y 2

G sin i eos Q = G sin f ^== = 4- ^2 Д/ A—Pi — Рг-

тг %] 
/ло +

\2+л+ .у
ото+ «Ь/ \ /Ио + ^1)

тох1 у ■ / у . / у
ль+ ль/ ' \ 2 л?0 + тх) 2

Таким образом, окончательно:

R = k?müm2 У------ + ¿2ЯЪ^2 У-.
△го G 1 Д12 (5)

Таким образом интегралы площадей в канонических переменных 
можно написать в следующем виде:

§ 27. Интегралы площадей.
В § 4 было отмечено, что уравнения (2), имеющие ту же форму, 

что и уравнения абсолютного движения в случае проблемы п тел, имеют 
интегралы площадей того же вида. Таким образом, для случая трех тел 
i—\, 2) уравнения (2) будут иметь следующие интегралы, соответству­

ющие интегралам (6) в § 1:

Н (Ji^i — Z1J1) -ф Р-2 (.Уъ^ъ — ЯгУъ) = Ci
Pl (¿jXj--- Xj2j) p2 (Z2X2---- X2Z2) == C2

Pi (xiУ1 — У1Х1) фрг (хгУг — У 2х 2) = С3, 
где

= (^o+^j)
—j— т2

Для того¿чтобы выразить эти интегралы через канонические эле­
менты, воспользуемся, в качестве промежуточного звена, эллиптическими 
элементами.

В случае невозмущенного движения мы имеем следующие выражения 
компонентов|секториальной скорости через элементы

yz— zy = —|— С? sin i sin Q
zx— xz — — Gsin/eos 2
xy — ух = ^С eos i, 

где

Предположим теперь, что за плоскость ху взята неизменная пло­
скость, так что С1 = С2 = 0. В этом случае первые два равенства дают

или (стр. 70)

^1, 2  ^2, 2

Ф 2 ^2, 2

tg2i = tg22.

Иначе говоря, линия пересечения двух относительных оскулирующих 
орбит параллельна неизменной плоскости.

Это свойство позволяет вместо двух узлов находить только один, 
почему оно и было названо Якоби исключением узлов.

Как было указано в § 2, исключение узлов является частным слу­
чаем более общего свойства динамических систем.

§ 28. Выражение прямоугольных координат через канонические 
элементы.

Для того чтобы приступить к интегрированию уравнений (4), нужно 
пертурбационную функцию R выразить через канонические элементы. 
Так как пертурбационная функция весьма просто выражается через пря­
моугольные координаты, то нужно прежде всего прямоугольные коорди­
наты х., у., zl каждой точки выразить через элементы Ь., X., . . . этой 
точки.

Напомним прежде всего формулы, связывающие канонические эле­
менты Пуанкаре с эллиптическими элементами (§ 25). Введя угол экс­
центриситета ср, мы можем написать их следующим образом:© ГП
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76 V. Применение канонических переменных $ 28. Выражение прямоугольных координат 77

L = д/а,
X = nt-

п = 3

н
Pi = 2¿sin2-|; (Dj =----- 7Г (6)

х i
р2 = 2L cos ср sin2-^-; = — Й

= 2 L sin — COS те ; 41 = — 2[/L siп/ siп те

(6')
?2 = 2 ]/L cos ср sin 7- cos й ;Z 4, = — 2 У L cos ср sin A- sin Й. z

В самом деле, коэффициенты X и У в равенствах (7) состоят из 
произведений sin X и cos X на величины

„ i 
cos2 , sin2^ 2Й, sin i Й.

Но, на основании выражений (6'):

Ц 4~ т)2 = 4L sin2524- 2 = 4L cos ф sin2 ;2 2
следовательно

. i Ц- sm2^=_^_

4L 1-
С другой стороны, хорошо известные формулы, служащие для вы­

ражения прямоугольных координат через эллиптические элементы, дают:

X = г cos и cos Й — г sin и sin й eos i 
y=r cos и sin Й 4- r sin и cos й cos i 
z — r sin и sin i, 

где
и = v 4- те — й

£_4¿-2024-^-5|-^
cos 2 4£ —2^24-«2^

Отсюда ясна разложимость sin2/ и cos2/ в ряды требуемого
Z Z

вида.

есть аргумент 
щем виде:

широты. Эти формулы могут быть представлены в следую-

Кроме того, имеем:

sin /=2i/If4+l

С другой стороны:

/4£-2(!-24-т©-^-^

если положить

х = Х cos2 ~cos X4-sinocos (X — 2Й) —

— У cos2 sin Х4- sin2 ~ sin (X — 2Й) -ó f

у—Х cos2 ~ sin X — sin2 “ sin (X — 2й)^ 4~

4~ У cos2 cos X — sin2/- cos (X—2Й) 
Z Z

z = X sin i sin (X — Й) 4- У sin i cos (X — Й),

X = reos (v — M), Y=r sin (v— M),

sin й =

(7) sin 2Й

cos й = - -т —

Га, 9Й- 2СОЬ Z им — 744—
--  2 Tj2 ^2
^+^2 ’

Сопоставляя эти выражения с только-что указанными, мы
что все пять величин (9) разлагаются в ряды, расположенные по 
положительным степеням $2> "Нь "Лг-

Рассмотрим теперь X и У. Так как

видим, 
целым

г cos и = a (cos Е — е), г sin V = а |/1 — е2 sin Е,

где через М = \ — те обозначена средняя аномалия.
Результат, который Мы имеем в виду получить, может быть выражен 

следующим образом:
Теорема. Каждая из прямоугольных координат х, у, z разлагается 

в ряд вида
Е cos (#■4-7/), (8)

то
1 v ... 1 4-1/1—с2-Х= — ¿ cos /И 4----- ---  п-------а 1 2
1 V i • м 1 1 + 1+— - у=4- £ sm м 4-----L-+--------а 11 2

cos (Е — М) 4

sin (E— М)

2е2
1 —/ПЕ?

с2 cos (£4-^W)

<?2 sin (ЕА^М).

Покажем, что каждая из величин
где аь а2, [4, # принимают целые положительные или равные нулю значения,
Н—постоянные числа, а коэффициенты А зависят от L.

Покажем, прежде всего, что координаты х, у, z могут быть разло­
жены в ряды, расположенные по целым положительным степеням В2, 

■’ll, ^2, причем коэффициенты этих рядов содержат L и являются перио­
дическими функциями X.

2 2е2

разлагается в ряд по целым положительным степеням е sin М не cos М.© ГП
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откуда

78 V. Применения канонических переменных

Для двух первых величин, разлагающихся по степеням г2, это оче­
видно. С другой стороны, уравнение Кеплера

М = Е — е sin Е 
дает

Е — М—í sin /И cos (£ — М) — е cos М sin (Е — М) = 0. (10)
Полагая

w = E—M, гг=г sin Л7, х2 = гсозЛ/,
это уравнение мы напишем так:

f(w, Z\, Z2) = 0,
где левая часть есть голоморфная функция w, zít z2 в точке w~zt = z2 — 0.

Согласно известной теореме о неявных функциях, если

~ ф 0 ДЛЯ W = X, = z¡ = 0,
OW

то уравнение имеет одно и только одно решение w — <f(zi} z2), голоморф­
ное в области точки z1 = 0, z2 = 0.

В данном случае указанное условие выполняется, так как очевидно

Поэтому из уравнения (10) мы получим w — E— М в виде ряда, 
расположенного по целым положительным степеням z^ и z2. Отсюда сле­
дует, что sin (/?— АГ) и cos^—Af) также разложимы в ряды такого 
вида.

Наконец, равенства
е2 cos (Е -ф М} = е2 cos 2 М cos (Е — АЛ} — е2 sin 2 АЛ sin (Е — М)
е2 sin (^-ф М) = е2 cos 2 М sin (Е — АЛ}-ф е2 sin 2 АЛ cos (Е — М}

e¿ cos 2 М = (е cos Л/)2 — (е sin Л/)2
е2 sin 2.Ж = 2 ф sin Af} (е cos АА} 

показывают, что и выражения

обладают требуемым свойством.
Таким образом нами доказана' возможность разложения X и У по 

целым положительным степеням е sin М и е cos АЛ.
Так как — тс, то

е sin М = е cos л sin X — е sin л cos X 
е cos М = е cos л cos X -ф е sin л sin X 

поэтому X и У могут быть разложены по целым положительным сте­
пеням е cos л и е sin л, причем коэффициенты будут периодическими функ­
циями от X.

Теорема будет доказана целиком, если убедимся в возможности раз­
ложения е cos л, е sin л по целым и положительным степеням и

Прежде всего, из формул (6') следует:

% + = 4 L sin2 2 = 2 (1 — cos ?) = 2 ¿ (1 —1/1 — г2 J ■

Следовательно 
iA? 4- 1 1

С другой стороны, те же формулы (6') дают: 

е cos л е sin л  г

Поэтому

¿ sin Л= ^^[1 — ^(ефф^)]2 , 

что и требовалось доказать.
Итак, нами доказана возможность представления каждой из коор­

динат х, у, z рядом вида
(X),

где В — функция от L, a Ф(Х)— функция X, имеющая период 2л и потому 
разлагающаяся в ряд

цг (х) = S(Ck cos ¿X -фDk sin £ X).
Так как

sin X = cos X -ф ,

то отсюда следует справедливость нашей теоремы.
Полученные таким образом ряды (8) сходятся для достаточно малых 

значений í2, тц, t¡2. Более точным определением области сходимости 
мы сейчас заниматься не будем.

§ 29. Выражение пертурбационной функции через канонические 
переменные.

Пертурбационная функция R, к изучению которой мы теперь пере­
ходим, равна (§ 26) разности и— и0. Следовательно

(11)

где
r^x^y^z2

Ч = (^ - ф)2 + - У У + (zk - ZP-

Если ни одна из величин л, никогда не равна нулю для

^ = 0, ^ = 0, (j = 1 2, . . . , 2л-2),© ГП
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80 1/. Применение канонических переменных § 30. Теорема Пуанкаре о ранге 81

то каждая из них, а следовательно и R, будет голоморфной функцией 
i-, 7). вблизи точки — О, 4 = 0.

Таким образом в области этой точки функция R может быть раз­
ложена в ряд по целым положительным степеням и причем коэф­
фициенты этого разложения (остающиеся конечными и непрерывными 
для всех значений f) будут периодические функции X. с периодом 2 к. 
Поэтому эти коэффициенты разложатся в кратные ряды Фурье вида:

S {С cos (S k¡ X.) -ф D sin (S k. X.)}, 

где суммирование ведется по индексам ф, принимающим все целые (как 
положительные, так и отрицательные) значения.

Полученный результат может быть выражен следующим образом.
Теорема I. Если точки т0, т^ . . , тя_х движутся таким образом,

что ни их взаимные расстояния Ды, ни радиусы-векторы п не обращаются 
в нуль, то функция R может быть разложена в ряд

R = S А да cos (S ф. X. 4- Н), 12)
ide Н — постоянные числа, коэффициенты А зависят только от L., а через 2R 
обозначено произведение целых неотрицательных степеней т] т. е.

. . тф 7)|» . . . .
Суммирование ведется по ah а2, . . ., р2, . . и по которые

принимают все целые, как положительные, так и отрицательные значения.
Ряд (12) сходится для достаточно малых значений
Посмотрим теперь, каким образом функция R выражается через 

переменные р. и «к, связанные с ф соотношениями
^• = /2ру cos œ., т}у = /2ру sinu>y. (13)

Докажем следующую теорему.
Теорема II. При тех же условиях, как и в теореме I, функция R может 

быть разложена в ряд
R = ZAplp^. . . cos (^.^¡к.-^^Р^^П), (14)

сходящийся при достаточно малых значениях р..
Каждое из чисел 2qj принимает значения 0, 1, 2, . . ., тогда как ин­

дексы kj и p¡ пробегают все целые значения от — оо до Ц-со. При этом для 
каждого члена выполняются условия-.

2qj^\pj\-, 2qj=pj(mod2). (15)
Коэффициенты А зависят от L., тогда как Н — постоянные числа.
Для доказательства этой теоремы будем преобразовывать каждый 

член ряда (12), вводя вместо переменных С, t¡ новые переменные р, ш при 
помощи равенства (13).

Начнем с членов ряда (12), для которых да=1. Эти члены, остаю­
щиеся очевидно без изменения, имеют вид

A соз(ЕфХ.-фЯ), (16)

а потому удовлетворяют условиям теоремы.
Покажем теперь, что всякое выражение

Ф = Л pf■ рр . . . cos (S k. к.4- s р. ш.-фВ), 

где q и р удовлетворяют условиям теоремы, после умножения на 4 или 
т)А даст сумму членов того же вида. Для этого нам надо рассмотреть 
выражения

ф = ф 1/2 Рл cos и Ф = Ф /2 Рл cos (“л — |

Возьмем сразу более общее выражение 

ф/2^ cos (шй4-Д'), 
которое очевидно равно

. )/ф; [cos(S V, + SP/“ 
+ cos (Е ф- -ф S Ру “у— wh 4-.

Пусть, например, Л = 3. В таком случае 2^1, 2</2, 2ц. . . и 
Ръ Р2, Р^ . . . останутся без изменения, а потому будут удовлетворять 
условиям (15); показатель 2у3 заменяется через 2^3-ф1; а коэффициент 
Рз— через р3-ф 1 ир3—1. Но, по условию,

откуда
2<73 = p3(mod2), 2q3^\p3\,

2Рз+ 1 =Рз± 1 (mod 2)
2<7з -ф 1 1 IР3 + 11, 2 Цз -ф 1 I Рз — 1 I.

Таким образом, начиная с членов вида (16) и переходя последова­
тельно, путем умножения на и ц, к остальным членам разложения (12), 
мы будем получать исключительно члены, удовлетворяющие усло­
виям (15).

§ 30. Теорема Пуанкаре о ранге.
В предыдущих параграфах мы познакомились с формой разложения 

пертурбационной функции R. Вернемся теперь к интегрированию урав­
нений (4), которые, при сделанных нами переменах в обозначениях, напи­
шутся так:

dL.1 dR' dk.1 dR' :

dt " dk. ’ l di ~ dL.1
_dR' ^y_ dR' (17)

(i= 1, 2, . . . , п — 1; /=1, 22, . . . , л —2),
причем

R' = R^R> 
где

Р _ ь^ Г(то + т1)2 । (wo + ^i+^2)2 , 
2m*L* ^(т. + ^Щ^ ’ ’ ’]’

a R выражается формулой (5) и потому, на основании теоремы I (§ 29), 
разлагается в ряд вида

^ = v дэд cos (2ф.Х.4-Д),

где через да обозначено произведение целых неотрицательных степеней
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82 V. Применение канонических переменных

Напомним, что коэффициенты А могут зависеть только; от элемен­
тов Ь. и имеют множителем одну из масс т.,— как это видно из фор­
мулы (11).

Таким образом, в первом приближении, т. е. при т. = 0, получим 
(обозначая нуликами постоянные значения):

ф = В=Е°, ^. = 7)0, к.^пП-^-кР., (18)
где

причем
= т0 -ф М2 = т0 + от2 _

+ ОТ1

В правых частях уравнений (17) получим после подстановки значе­
ний (18) выражения вида

S^cos (^ф-//), (1.9)
где

* = Ефл-
Поэтому во втором приближении мы будем иметь для элементов- 

выражения

в которых через .... 8^. обозначены суммы вида

Вй /ф- Е ~ sin фф/?').

Вековые члены Во t получаются от интегрирования тех членов рядов; 
(19), у которых v = 0.

Легко видеть, что 6j £. вековых членов не имеют — результат, экви­
валентный теореме Лапласа-Лагранжа о неизменности больших полуосей- 
орбит (§ 17).

Подстановка выражений (20) в правые части уравнений (17) даст 
возможность получить третье приближение и т. д. Таким образом после 
произвольного числа приближений будем иметь:

L. = А« ф- *L¡ , \ = V+х° + Ч '
(21)

-ф 8^., r¡. = 7¡° ф- 8^.,

причем каждая из величин 8£;, . . . , Svj. будет представлена рядом вида

S Atp^ eos (yt+fí'), 
где 9)1 обозначает произведение целых неотрицательных степеней 

Коэффициент А зависит только от И и имеет множителем т™’т™" 
где т’, т", . . —целые числа, удовлетворяющие условиям

т'э=0, . >0.
Напомним, что сумма т'т". называется порядком соот­

ветствующего члена, а выражение т' . —р его рангом.

 $ 30. Теорема Пуанкаре о ранге 83

Пуанкаре доказал следующую теорему:
Теорема. Если средние движения планет п. таковы, что равенство

V = £фл; = 0, 
где — целые числа, не может иметь места, то:

1) ранг каждого из членов в разложениях ЪП, 8Х;, 8$., 6^. больше или 
равен нулю-,

2) ранг каждого смешанного члена равен по крайней мере единице;
3) разложение ЪН не содержит членов нулевого ранга.
Мы только-что видели, что эта теорема справедлива для членов 

первого порядка: в самом деле, Вф., 81Х;, 8^., 8^. не содержат вовсе 
смешанных членов; эти выражения могут содержать вековые члены лишь 
вида At, т. е. имеющие ранг^О; наконец, в оф, вековые члены отсут­
ствуют.

Предположим, что теорема справедлива для всех членов, порядок 
которых О, и покажем, что она будет справедлива в этом случае и для 
членов (/лф-1)-го порядка. Доказательство разделим на три части.

Прежде всего дадим формулы для вычисления членов (/л-[-1)-го по­
рядка. С этою целью выражения (21), в которых под 8Д., . . . ,8^. будем 
разуметь совокупности всех членов, имеющих порядок подставим 
в правые части уравнения (17), причем эти уравнения напишем предвари­
тельно так:

dL.1 dR dk. 1 dR ^0

dt - л, ■ dt — dL¡

dR dR
dt d^ ’ dt

Интегрирование трех уравнений, не содержащих Ro, дает

84 = (22)

Так как В—величина первого порядка относительно масс ть т2, . . . , 
то подстановка в правые части этих равенств выражений (21), имеющих 
ошибку (т-(-1)-го порядка, даст правые части с ошибкой (тлф-2)-го по­
рядка, а следовательно позволяет вычислить в 8£;, 6^, 8т); все члены 
(/лф-1)-го порядка.

Чтобы найти члены (/пф- 1)-го порядка в средних долготах X., рас- 
дR0 т смотрим разложение Так как

. )=

1 ‘ г,к
где

с д2^
д^дЕ0̂© ГП
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§ 30. Теорема Пуанкаре о ранге 8584 V. Применение канонических переменных

а через Ф обозначена совокупность членов третьего и высших порядков 
относительно ^Ь., то

_ дRй _ дRй , XI г , ¿Ф 
дП д (Щ дЦ ~г~ ‘к к дС.'

Поэтому, замечая, что

после интегрирования получим

дRй , Г
^¿о и а / ¿Л ’

‘ о

Нам надо убедиться, что при подстановке выражений (21) в правую 
часть этого равенства мы найдем эту правую часть с ошибкой порядка 
т -(-2 относительно масс.

В отношении первого и последнего членов это очевидно,поскольку 
7? есть величина первого порядка. Остается рассмотреть второй член.

_ ¿ФЗаметим прежде всего, что производная есть сумма членов по 

меньшей мере второго порядка относительно возмущений ЪЬк, каждое из 
которых первого порядка относительно масс.

Предположим теперь, что вместо подставлены их приближенные 
значения 8^, имеющие ошибки порядка т -]- 1. Тождества вида

АВ — А'В' = А (В—В') + В' (А—А'),
АВС — А'В'С = АВ (С— С) 4- АС (В—В1) + В'С (А—А’),

дФ
показывают, что эта замена даст с ошибкой порядка т-\-2.

Итак, при замене в правых частях равенств (22) и (23) возмущений 
их величинами, точными до членов т-ю порядка включительно, мы получим 
в левых частях все члены (т-\-1)-ю порядка.

Теперь докажем нашу теорему в отношении 8£р 8^., 8^.. С этой 
целью заметим, прежде всего, что при перемножении двух членов, ранги 
которых положительны, мы получим сумму членов с положительными 
рангами. Точно так же, при перемножении членов, имеющих неотрица­
тельные ранги, получим члены, ранги которых неотрицательны.

Таким образом, подставляя в правые части уравнений (22) выра­
жения (21), состоящие, согласно сделанному нами предположению, из 
членов неотрицательных рангов, мы должны получить под знаком инте­
грала суммы членов неотрицательных рангов; более того, поскольку 
каждый член R умножается на ти или т2, . . . , ранги всех этих членов 
будут >1.

При интегрировании вековых членов ранг понижается, как показы­
вает формула

/ 

Atpdt — A
Р + 1’

на единицу. Следовательно, окончательно выражения (22) будут состоять 
из членов, ранги которых >0.

Так как указанное понижение ранга происходит только в чисто 
вековых членах, то выражения (22) не могут содержать смешанных чле­
нов нулевого ранга.

Остается показать, что выражение
t

о
не заключает членов нулевого ранга.

Подставляя в производную выражения (21) и разлагая эту 

производную в ряд, получим:
4=2^ (24)

где через Do обозначены частные производные по элементам, в ко­

торых эти элементы заменены начальными значениями

l*, V+XP
через обозначено произведение целых неотрицательных степеней 
8£., 6Х ос. Bin..,, р 7,

На основании теоремы I (§ 29), каждая частная производная-^-
i 

разлагается в ряд вида
SAWcosCS^ + tf), 

где, очевидно, мы можем считать k. отличным от нуля.
Заменяя элементы их только-что указанными начальными значениями 

получим:
О0 = 2А0ЭД0соз(у/+/7'), 

где
V = 2 klnl.

Так как v не может равняться нулю (ибо не равно нулю), то DQ 
будет состоять исключительно из периодических членов. Ранг каждого 
из этих членов будете 1, так как R — величина первого порядка отно­
сительно масс.

С другой стороны, рассматривая Sí, легко видеть, что каждый член 
нулевого ранга в этом выражении может получиться лишь от перемножения 
членов нулевого ранга в 8£p 8Хр 8^, 8^.. Но, согласно сделанному нами 
предположению, эти величины могут иметь лишь вековые члены нуле­
вого ранга. Поэтому всякий член нулевого ранга в 31 будет обязательно 
вековой.

Итак, при перемножении Do на мы можем получить лишь члены, 
ранг которых^ 1, причем члены первого ранга будут либо периодиче­
ские, либо смешанные вековые. И в том и в другом случае интегриро­
вание не понижает ранг, как это показывает хорошо известная формула

/• А А
/ д/^соз (v¡f4-/7z) Л = —z^in (v/4~//)-|-p cos(v/-|-//)—• . -© ГП
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Теорема, таким образом, полностью доказана для 8А6 8^, 8^. Остается 
рассмотреть разложение выражения 8Г даваемого формулой (23). Это 
выражение состоит из трех членов, которые мы и рассмотрим последо­
вательно.

Что касается до последнего из членов выражения (23), то к нему 
полностью применимо все, что было только-что сказано относительно 
равенств (22). Таким образом, этот член не может дать ни членов отри­
цательного ранга, ни смешанных членов нулевого ранга.

Рассмотрим теперь второй член

Мы уже видели, что состоит из членов по меньшей мере вто­

рой степени относительно ЗА. Так как ЗА равняется сумме членов, ранг 
которых, как уже было показано, ^1, то ранг каждого члена будет 

Э=2. Интегрирование может уменьшить ранг на единицу, но он все же 
будете 1, что соответствует требованиям теоремы.

Остается рассмотреть первый член

Ус.А С Л С — сП.

А О О

иНа основании предыдущего члены нулевого ранга в -г.— отсутствуют 

вовсе; все члены первого ранга будут либо периодические, либо смешан­
ные. И в том и в другом случае ранг не изменится при двойном инте­
грировании. Что же касается до остальных членов, то они после интегри­
рования могут дать либо периодические (или смешанные) члены, имею­
щие ранг ^=2, либо вековые члены с рангом >0.

Итак, среди членов (/п-|-1)-го порядка в разложении 6Х£ мы также 
не можем встретить члены отрицательного ранга или смешанные члены 
нулевого ранга.

Теорема полностью доказана.
§ 31. Теорема Пуассона.

Доказанная в предыдущем параграфе теорема Пуанкаре является 
обобщением знаменитой теоремы Лапласа-Лагранжа об отсутствии веко­
вых возмущений в больших полуосях орбит. Теорема Пуассона, упомя­
нутая в § 17, дает обобщение этой теоремы в другом направлении.

Большая полуось орбиты а1 связана с элементом соотношением 
(§ 25)

ц^^М^Ар

где м, — множитель, зависящий от масс и мало отличающийся от единицы, 
если за единицу принять массу Солнца.

Поэтому, обозначая через возмущения /п-го порядка,
а через а^, А9— оскулирующие значения для момента / = 0, получим

31. Теорема Пуассона 87
--------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ~--------- 2--------

откуда
А.

В2а.=^2МТ1 [(З^ + гА«^].

Так как, согласно предыдущему, 81А/ состоит только из периодиче­
ских членов, то вековые члены в 82д. могли бы быть только в том слу­
чае, если бы они были в 82А.. Поэтому теорему Пуассона можно форму­
лировать следующим образом:

Теорема Пуассона. Если средние движения планет п1 таковы, что ра­
венство

V = Е = 0
„не может иметь место ни при каких целых значениях 1^., то среди членов 
ЪЬ. второго порядка относительно масс отсутствуют вековые члены.

Для доказательства обратимся к равенствам (22), которые дают

й^^дГ
Полагая в правой части

получим

Ч + Х°А + = § + Ц, + Й’

Возмущения первого порядка о1Ай, 8^, 8^. равны, на основании (22),

Что же касается до 8^, то разобьем его, учитывая (23), на две 
части:

°?'А = 5?А + 

где

Последний член .выражения (23) дает возмущения не ниже второго 
яорядка, а потому в данном случае может быть оставлен без внимания.

Таким образом:
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Как уже было отмечено в предыдущем параграфе, каждая из вто­
рых производных, стоящих в этом выражении, разлагается в ряд вида

5Л0Т10соз

где ч = '£к1п1 не может равняться нулю, так как иначе соответствующий 
член был бы уничтожен дифференцированием по X..

Вековые члены в 8^ могут получиться лишь при наличии посто­
янных членов в выражении (25).

Легко видеть, что первая из сумм, стоящих в выражении (25), не 
может дать постоянного члена. Действительно, каждый член

ЧТ = Л 2Л cos (S +

ряда (12), в который разлагается R, дает такую часть этой суммы:

1- cos (S X« + И)] - до Жо cos (S \ + Н) - [sin (S kt \ -ф Н) - 
h

— sin (S4ZX°Z 4-Я)].

Но это выражение равно сумме периодических членов, ни один и® 
которых не равен постоянному числу.

Совершенно так же убеждаемся, что ни один член разложения R не 
может дать постоянного члена во второй сумме выражения (25).

Что касается третьей суммы выражения (25), то она может дать 
только периодические и смешанные члены, так как

Пуанкаре обобщил теорему Пуассона, доказав, что 8А не может 
заключать вековых членов не только нулевого (§ 29), но и первого 
ранга. 1

1 H. Poincaré, Leçons de Mécanique Céleste, t. I, Paris 1905, 294—310.

§ 32. Теорема Пуанкаре о классе.

В § 30 мы начали изучение выражений возмущений 8А., 8Хр 8^,8^., 
получаемых в результате применения метода последовательных прибли­
жений к уравнениям (17). Каждая из этих величин получается в виде 
ряда членов следующей формы:

ДЖ»Дф соз ММП

где
\ = (а = 1, 2, . . . )

множители, введенные интегрированием.
Если коэффициент Ао порядка т относительно возмущающих масс,, 

то (§ 15)
1 1

т-2р--2^

называется классом рассматриваемого члена относительно соответствую­
щего делителя V .

Теорема. Если средние движения п1 таковы, что для любых целых 
чисел 4г

Е Д п1 ф О,

то класс каждою 

лителя не менее

члена в разложениях ÔL., 8ф 8^. относительно любою де- 
ф 
2 ; в разложении 8Хг класс каждою члена 0.

и

dt J (4 
о о

= cos (S Xz 4- Я) { - sin (s 4Z xz + Я) 4- sin (S ф х° + Я) ф-

-ф vicos (I £;Х“4-Я) ]

cos (S 4Х 4-77) sin (2^X4-Я) == ^- sin 2 (2^4-77)

Для доказательства этой теоремы заметим, прежде всего, что она 
очевидно имеет место для возмущений первого порядка, так как в этом 
случае т — 1, р^д-^Х для разложений оф, 8Х ф 8^., и т = 1, р = 0, 
д^2 для разложения Вф.

Допустим поэтому, что теорема справедлива для всех возмущений 
до 772-го порядка включительно, и покажем, что она будет тогда спра­
ведлива и для возмущений (777 ф1)-го порядка.

С этой целью обратимся к формулам (22) и (23), позволяющим найти 
возмущения (от-[-1)-го порядка, если известны возмущения т-го по­
рядка.

Прежде всего имеем

cos (Е 4Х ф /7) cos (2 4Х° ф Я) = cos (2 4Х - 2. №>) ф

4- у cos (2 ¿х 4-2 4X0)4-2 Я.

Таким образом, теорема Пуассона полностью доказана. Заметим,, 
что третья сумма выражения (25) дает в 82Я смешанные члены первого 
ранга.

(26)

Каждую из стоящих здесь производных функции R мы можем раз­
ложить в ряд вида (24)
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где через О0 обозначены вторые, третьи, . . . производные, в которых 
элементы заменены своими начальными значениями

И, + Е®, 7)0.

Как уже было отмечено (§ 30), Оа разлагается в ряд, состоящий 
исключительно из периодических членов, для которых очевидно т — \, 
/? = 0, 9 = 0, так как эти члены получены без интегрирования.

Иначе говоря, класс каждого члена разложения равен единице.
С другой стороны, есть произведение целых положительных 

степеней ЗХ., ЗЕ^ 8^., вычисленных до членов т-го порядка включи­
тельно относительно масс.

Так как произведение двух членов может дать только члены, классы 
которых равны сумме классов умножаемых членов, то, в силу сделан­
ного допущения, разложение каждой из производных

дR дВ дR
д\' дг^ 0^

•может заключать только члены, классы которых э=1.
При интегрировании степень члена относительно масс не меняется, 

но один из показателей р или 9 может увеличиться на единицу. Таким 
образом, класс членов выражений (26) будет , т. е. теорема будет 
иметь место и для членов порядка тф1.

Посмотрим теперь, каков будет класс членов порядка лт?1 в раз­
ложении

а,--ЕС„у' Л (28)

0 0 о о

В двух первых членах подъинтегральная функция разлагается в ряд 
только-что рассмотренного вида. Принимая во внимание, что двойное 
интегрирование может увеличить сумму р-\-у на две единицы, убежда­
емся, что эти два члена могут дать лишь члены, класс которых ^=0.

Что касается до последнего интеграла в выражении (27), то напом- 
дФ мим, прежде всего, что состоит из членов по крайней мере второго

порядка относительно 8£г Но произведение двух и более величин 8А. со­
стоит из членов, имеющих класс э=1, так как согласно нашему предпо­
ложению в ЗА., вычисленных до членов т-го порядка включительно, 

1 .класс каждого члена

Интегрирование может увеличить сумму р-}-^ на единицу, но все 
. 1 же члены разложения последнего интеграла будут иметь класс

Теорема доказана. Заметим, что члены наименьшего класса в ЗХ.дает 
двукратный интеграл.

§ 33. Возмущения наименьшего класса.
Посмотрим теперь, какую форму имеют члены наименьшего класса 

«относительно некоторого определенного делителя

Покажем, что все члены класса !/г в разложениях ЗА, 8Е, 8т), так же 
как члены нулевого класса в разложении 8Х, имеют форму:

^cos^+ZZ), (29)
где р — целое число.

Допустим, что это имеет место для возмущений, вычисленных до 
членов т-го порядка включительно, и убедимся, что та же форма сохра­
нится и для членов наименьшего класса (т-1-1)-го порядка.

Обратимся сначала к формулам (26) и посмотрим, при каких обстоя­
тельствах в правых частях могут получиться члены класса Чз-

Для этого прежде всего необходимо, чтобы рассматриваемый член

А'Нсоз ^1Н')

dR dR dRв соответствующей производной — имел класс, равный единице.

Действительно, каждая из производных разлагается в ряд вида (27), при­
чем множитель О0 состоит, как мы видели, из членов, класс которых 
равен единице. Таким образом, класс члена (30) не может быть меньше 
единицы.

Далее, необходимо, чтобы интегрирование члена (30) понизило его 
класс на х/г- Но это может иметь место только в двух случаях: 1) если 
V = 0, то интегрирование увеличит на единицу показатель р; 2) если 
у = где р—целое число, то после интегрирования показатель 9 дели­
теля v0 увеличится на единицу.

Итак, все члены класса г/2 в возмущениях ЗА., В;р 8^. необходимо 
имеют форму (29).

Покажем теперь, что для получения всех членов класса г/2 в 8А(., 
достаточно в функции R рассматривать лишь члены, аргументы 

которых кратны
6 =

Для этого обратимся еще раз к разложению (27). Через D9 обо­
значены частные производные функции R, в которых Lp заменены
начальными значениями L°, 5°, г^, поэтому Do состоит из членов
•вида

В0соз (yt-\-H0), (31)
где

v = S£znz,

где Но—постоянные числа, а Во зависят от А?, Е®,
Такой член получается, путем дифференцирования и указанной под 

становки начальных значений, из члена
(32)

в разложении функции R.© ГП
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33. Возмущения наименьшего класса 93

Множитель в разложении (27) представляет собою произведение 
целых неотрицательных степеней 87^ ЗХ., 8£ 8^., вычисленных до членов, 
т-го порядка включительно относительно масс. Следовательно, согласно 
сделанному допущению, члены 31, имеющие наименьший класс (нулевой), 
будут вида (29), так как они получаются от перемножения членов наи­
меньшего класса в разложениях 87., 8Х? . . .

тл , .Итак, члены наименьшего класса (первого) в производных —, ¿/Л.I
получаются от перемножения выражений (29) и (31), а потому их 

аргументы имеют вид
(pv0 ± v) /4- const.

Но мы уже видели, что для получения, после интегрирования, члена 
класса 4г каждый такой аргумент должен иметь форму

р0/-|- const.
Следовательно,

v = ± (7—р) v0 
или

где а—целое число. 
Таким образом

v = av0,

^1 =

и потому члены (32) функции R, дающие возмущения наименьшего класса, 
будут иметь аргументы вида

44-77=00 4-77,
т. е. кратные 0, что и требовалось доказать.

Теперь нам остается рассмотреть структуру членов наименьшего 
класса в разложении 8Х., а также простейший путь для получения этих 
членов.

Обратимся к формуле (28). В предыдущем параграфе мы видели, 
что члены наименьшего класса (нулевого) в 8Х. может дать только пер­
вый член формулы (28), так что при нахождении этих членов мы можем 
взять

t t

о о
или, на основании (26):

8Х. = -ЕСЙ/37АЛ (33)
о

¿R
Для производной -=- мы снова можем взять разложение (27). То же 

самое рассуждение, как и выше, показывает, что наименьший возможный 
класс членов этой производной равен единице. Поэтому для получения 
членов нулевого класса в ЗХ. нужно, чтобы двукратное интегрирование 
повысило сумму на две единицы. Но это возможно только в том 
случае, когда аргумент члена имеет форму ^074-Т/.

В заключение составим дифференциальные уравнения, определяю­
щие члены наименьшего класса в 87, 8?, 877 и ЭХ. Начнем с 8Х.

Для вычисления членов нулевого класса в 8Х. обратимся к формуле 
(33), из которой следует

(34)

(35)

.или, замечая, что Х; = п / 4-4 °4>

Положив (ср/ § 30)

*«=с. - 2 и, - ч)+12 2 с»(£< - £?><£. ~ Ц)'
где Со—некоторое постоянное число, будем иметь 

d\i ¿%
И И.'

Это уравнение даст одни только члены нулевого класса, если в функ­
ции Фо под разностями 7 — 7° разуметь лишь совокупность членов 
класса Дг-

Мы уже видели, что для получения членов класса 4г в 87, 3?, Зт] 
достаточно в функции R сохранить лишь члены с аргументами вида а0. 
Поэтому, обозначая совокупность указанных членов через 'Г, из ра­
венств (26) получим для определения членов класса 1/2 такие уравнения:

dL. d^L, ¿47
dt dt ¿x(.

d^ ¿47
dt dt

¿'F
~dt ~ dt~

Правые части этих уравнений могут быть еще более упрощены.
В самом деле, для получения членов класса 4г нужно, как мы видели 

ОКвыше, в разложениях (27) производных^-, . . . брать в Столько члены

нулевого класса. Но члены нулевого класса в 91 можно получить, лишь 
взяв вместо ЗХ. члены нулевого класса и положив

87;. = 0, 8^ = 0, 8^ = 0, 
т. е.

7г = 7о,

Так как в 7)0 уже сделана такая подстановка, то, обозначая через
¿Ф \ / ¿47 \ / ¿Ф\

1^7А Ш

результат этой подстановки соответственно в
Ф ¿47

’ ’ ¿4 ’ ¿тр ’

^о,
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получим
4Д _ i \ d^ t^W \
dt d'K. ’ dt ~~\дт^1Д dt

Замечая, наконец, что
^ = 0 ^ = 0
д\ ’ дД u’

окончательно будем иметь следующую теорему.
Теорема. Для получения возмущений, имеющих наименьший класс, нужно 

проинтегрировать уравнения:

(dWX
dt ~\dr|/J0, dt ~~ \ Л,/0'

dL. dK.1 ЖЖо)
dt дК.1 dt

§ 34. Метод Делоне-Хилла для вычисления долгопериодических воз­
мущений.

Предположим, что средние движения п. в рассматриваемой системе- 
материальных точек таковы, что величина

*0 = 2^^

мала. В таком случае возмущения наименьшего класса относительно дели­
теля >0 будут представлять особый интерес, так как амплитуды этих, 
возмущений будут сравнительно велики. Теорема предыдущего параграфа 
позволяет определить эти возмущения независимо от прочих.

Положим опять
О = Е

Так как через ’Г мы обозначили совокупность членов разложения R, 
аргументы которых кратны 6, то Ф зависит только от О, Д, г^.. Следова­
тельно,

/^Г\
°’ И,Ч’ Ыо

являются функциями только 6. Это обстоятельство позволяет получить 
решение системы (36), (37), определяющей члены наименьшего класса 
при помощи квадратур.

Первое из уравнений (36) дает
4Ь.__ 1_ 0 но 
dt дК. дв

откуда, вводя вспомогательное переменное и, определяемое равенством 
dU _ 
dt ~ db ’

получим

Пусть ¿7=0 для ¿ = 0; тогда интегрирование этого равенства 
от ¿=0 до t = t даст

Д^^НД-Д. (38)

Подставив эти значения Д в формулу (34), получим:

Фо —С' — 2BU — АП2, 
где А, В и С — постоянные коэффициенты.

С другой стороны, уравнения (36) имеют очевидный интеграл
Фо= const, 

дающий зависимость между ¿7 и 0 в конечной форме. Этот интеграл 
может быть представлен следующим образом:

C + W0 = 2S¿7 + Д¿72.
Откуда, выражая ¿7 через 6,

AU -ф- В = V £2 + дс + А^0 ' (39>
Так как

¿9 Х’ _ X1 ь° X5
dt “ 2а 1 dt — 2а 1йД ~ 2adU dL{ dU ’ 

или

= 25 + 2AU = 2 + Ж

то получаем следующую зависимость между 6 и t:

Г db
t = J A^0 + B^ + AC ' C4°^

%
После этого обратимся ко второму из уравнений (36),> которое дает

~dt “ — 'дП = ni~ ZL C^Lk ~ ~
I

(«>
Заменяя здесь ¿7 его значением на основании равенства (39) и инте­

грируя, получим X. в виде функции 6.
Точно так же, интегрирование уравнений (37) дает L, в виде 

функции 0.
Соотношение (40) позволяет выразить X., 7]; через время t, что-

и дает полное решение стоявшей перед нами задачи.
Таким образом, для получения возмущений наименьшего класса от­

носительно аргумента 0, нужно в пертурбационной функции R отобрать 
все члены, аргументы которых кратны 9, и в полученной этим путем 
функции Ч’ заменить Д, Д -ц. начальными значениями ¿°, т]®, что
даст функцию Фо.

Соотношения (38) и (39) дают возможность выразить Д через аргу­
мент 6; точно так же интегрирование равенств (41) и (37) дает X., £ 
в функции 9. х© ГП
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.96 V. Применение канонических переменных

Наконец, соотношение (40) устанавливает зависимость между 0 и Л 
Делоне первый обратил внимание на возможность последовательного 

получения всех периодических возмущений при помощи интегрирования 
уравнений движения, в которых вместо пертурбационной функции берутся 
ее отдельные члены. Этот метод был им использован для построения 
наиболее полной алгебраической теории движения Луны.1

1 Laplace, Mécanique céleste, Seconde partie, Livre X, Ch. VI. (Oeuvres, 4). Метод 
Лапласа излагает Charlier, Die Mechanik des Himmels, 2, 89—102, 1907.

Простой геометрический способ получения результатов Лапласа дал С. Д. Черный 
в статье Geometrische Lösung zweier spezieller Fälle des Problems der drei Körper, Astr. Nachr.,
171, 1906, 129-136.

Курс Небесной механики

Тиссеран значительно упростил метод Делоне, связав его с общей 
теорией канонических преобразований.2 С другой стороны, Хилл суще­
ственно обобщил этот метод, показав, каким образом могут быть учиты­
ваемы все члены пертурбационной функции с аргументами, кратными 
некоторого избранного аргумента.3 Получившийся таким образом метод 
известен под именем метода Делоне-Хилла.

Наконец работы Пуанкаре4 содействовали выяснению математической 
сущности этого метода.

1 C. Delaunay, Théorie du mouvement de la Lune, Mémoires de l’Académie des 
Sciences de Paris, 28 (1860), 29 (1867).

2 F. Tisserand, Traité de Mécanique Céleste, 3, Ch. XI, 1894.
3 G. W. Hill, On the Extension of Delaunay’s Method in the Lunar Theory to the 

General Problem of Planetary Motion, Transactions of the American Mathem. Soc., 1, 1900, 
205 — 242 = The Collected Mathem. Works, 4, 1907.

4 H. Poincaré, Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, 2, Ch. XIX, Paris 1893 
H. Poincaré, Leçons de Mécanique Céleste, 1, Ch. XIII, Paris 1907.

ГЛАВА VI.

НЕКОТОРЫЕ ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ ПРОБЛЕМЫ ТРЕХ ТЕЛ.

§ 35. Введение.

В 1772 г. Лагранж представил в Парижскую академию на соискание 
премии свой знаменитый мемуар Essai sur le problème des trois corps 
(Oeuvres, 6, 229—324), заключающий, как говорит в предисловии сам 
Лагранж, метод для решения проблемы трех тел, отличный от всех ранее 
предложенных. Этот метод состоит в следующем.

Лагранж показывает, что определение относительных координат 
трех тел (требующее интегрирования системы 12-го порядка) приводится 
к определению сторон треугольника, образованного тремя телами, что 
требует интегрирования системы 7-го порядка, состоящей из двух урав­
нений 2-го порядка и одного уравнения 3-го порядка. Так как эти урав­
нения уже содержат две произвольные постоянные, введенные интегралом 
живых сил и интегралом площадей, то, в конечном счете, взаимные рас­
стояния трех тел зависят от 9 произвольных постоянных. Когда взаимные 
расстояния известны, то нахождение относительных координат, вводящее 
еще 3 произвольные постоянные, не представляет затруднений.

Исключая из упомянутой системы 7-го порядка время, окончательно 
сведем решение задачи к интегрированию системы 6-го порядка. По суще­
ству, приведение, выполненное Лагранжем, тождественно с тем, которое 
было указано в § 2. Но та специальная форма, в которой Лагранж по­
лучил уравнения, позволила ему поставить и решить следующую задачу: 
определить все те движения в проблеме трех тел, когда взаимные рас­
стояния между телами сохраняют постоянные отношения.

Такие движения будем для краткости называть лагранжевыми. 
Мы скоро увидим, что лагранжево движение необходимо является 
плоским.

Если при изучении лагранжевых движений следовать пути, указан­
ному самим Лагранжем, то нужно предварительно вывести дифференци­
альные уравнения, определяющие взаимные расстояния трех тел. Однако 
уже сам Лагранж отметил (loc. cit., стр. 292), что рассматриваемые частные 
случаи могут быть получены много проще, если сделать заранее пред­
положение, что три тела движутся в неподвижной плоскости. Действи­
тельно, ограничив проблему таким дополнительным условием, Лаплас дал 
очень простой вывод уравнений, определяющих лагранжевы движения. 1

Лагранж полагал, что решение задачи во всей общности, т. е. без 
ограничения ее рассмотрением одних только плоских движений, неиз-
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бежно сопряжено с большими трудностями. Что это не так, было показано» 
Андуайе и Каратеодори,1 давшими простой способ для получения общего 
решения задачи, поставленной Лагранжем. Этот способ, излагаемый нами 
в следующих параграфах, интересен еще и потому, что он без всяких, 
затруднений обобщается на случай проблемы п тел.

1 H. Andoyer. Sur l’équilibre relatif de n corps, Bulletin astr., 23, 50—59, 1906.
C. Carathéodory, Über die strenge Lösungen des Dreikörperproblems, Sitzungs­

berichte der math.-naturwiss. Abteilung der Bayerschen Akademie der Wiss, zu München..
1933, 257-267.

Этим именно путем легко может быть показано, что и для п тел 
лагранжевы движения могут иметь место только в неподвижной пло­
скости, если не считать'некоторых почти очевидных случаев, когда движе­
ние происходит по прямым, проходящим через общий центр инерции.

§ 36. Уравнения, определяющие лагранжевы движения. Случай некол­
линеарного движения.

Составим уравнения относительного движения трех тел, исходя из- 
предположения, что отношения взаимных расстояний этих тел остаются 
постоянными.

Обозначим через тъ т2, т3 массы точек Р1г Р2, А, а через хр у? х. 
координаты точки Р.. Начало координат поместим в центр инерции О 
системы, а за плоскость ху примем плоскость треугольника РгР2Р2.

Так как расстояния от центра инерции до вершин Рх, Р2, Р2 про­
порциональны размерам треугольника, то для случая лагранжева движе­
ния мы можем положить, пользуясь, если нужно, вращающейся системой 
координат,

ф = с,Р, ф = ^Р, = (1)
(/=1, 2, 3),

где р=р(7) — подлежащая определению функция времени, а а{ и Ь.— по­
стоянные числа.

Обозначим через р, q, г компоненты вращения нашей подвижной 
координатной системы соответственно по осям х, у, г. Компоненты ско- 
рости точки, имеющей координаты х, у, г, как известно, равны

х— уг-\-гц, у — грф-хг, г — xq-J-yp.

Сообразно с этим, компоненты ускорения могут быть представлены 
так:

— к + гц) — г(у — гр4-хг)-НЙ — *4 + ->ф)

(у — гр + хг) — р (х — хц + ур) ф г (х — уг + хЧ)

А(г_хч + ур)-ч(^-к + хч) + р(у-гр -фхг).

Подставляя в эти выражения значения координат (1) рассматриваемых; 
точек и замечая, что компоненты ускорения точки Р., вызываемого при­
тяжением двух других точек, равны

И,.?“2, фр“2, О,

где А^ — некоторые постоянные множители (зависящие от а2, . . . , 
Ь2, тх, т2, т3 и коэффициента притяжения), получим следующие уравне­
ния движения точки:

а1 [р — (Ч2 + г2) Р] — Ь1 [2г р + (г - рч) р] = А,р~2 (2)
а, [2гр + (г + рч) р] — [? — (Р2 + г2) Р1 = В. Р~2 (3)
— [2ЧР + (Ч — рг) р] + [2рр 4- (р + чг) р] = 0. (4)

Случай коллинеарного движения, когда точки Рь Р2, Р3 все время 
остаются на одной прямой, иначе говоря, когда

01  аг __ Оз
Ф Й3

мы сейчас исключим из рассмотрения. Поэтому уравнения (2), (3) и (4) 
дают возможность написать следующие равенства:

р-(ч2 + г2)=^'р 2;
р-(р2 + г4 = А/'р-2;

2ЧР + (Ч — рг) р = 0;

2гр + (г-рч)р = ^'р-2
2гр + (г + рч)р = Я"р“2 
2рр + (р+чг)р = 0,

(2') 
(3') 
(4')

где А', А", В', В" — новые постоянные, выражающиеся через А;, В{ и а., 
Почленное вычитание равенств (2') и (3') дает

р2 _ ц2 = Др pq _ 3>
откуда

р = ар“2, ч = рр~ф (5)

где а и р — постоянные множители.
Подставив эти выражения в (4'), получим:

Рр — 2«гр = 0, ар -ф 2^гр = 0, (6)
откуда

(“2 + ?2)Р = 0. (7)
Теперь легко доказать, что движение происходит в неподвижной 

плоскости. Для этого покажем, что при надлежащем выборе осей Ох 
и Оу будем иметь р = ч = О-

Если а24-р2 = 0, то а = р = О, а потому соотношения (5) дают

Р = Ч = о,
что и доказывает неподвижность плоскости Рх Р2 Р2.

Посмотрим теперь, может ли сумма а2фф быть неравной нулю. 
Если это имеет место, то из равенства (7) заключаем, что р = 0, а так 
как р ф 0, то соотношения (6) дают r = 0. С другой стороны, раз р = 0 
и г = 0, то из равенств (4') следует

р = const, ч = const.

Сложим векторы р и q, направленные по осям х и у, и направление 
полученного вектора примем за ось х. В таком случае, в новой коорди­
натной системе мы будем иметь q = 0, а потому уравнения (2) дадут © ГП
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А1 = 0. Иначе говоря, проекции всех сил на ось Ох будут равны нулю, 
т. е. силы будут параллельны оси Оу.

Но это невозможно, так как.мы условились рассматривать только 
тот случай, когда три тела не находятся на одной прямой.

Неподвижную плоскость, в которой, как мы только-что доказали, 
происходит движение, примем за координатную плоскость Оху непо­
движной системы координат, а перпендикулярную к ней ось Ог проведем 
через центр инерции системы.

Движение точек Р. в рассматриваемом случае состоит из вращения 
треугольника Р1Р2Р3 как целого вокруг оси Ог с угловою скоростью г 
и из движения каждой точки Р1 вдоль луча ОР.. Поэтому секториальная 
скорость точки Р1 будет отличаться лишь постоянным множителем от 
гр3, так что интеграл площадей для оси Ог дает

откуда
гр2 = const, 

2гр —|— гр = 0.

Таким образом, уравнения (2) и (3) обращаются в 

аДр —г2р] =фр-2, ^Др - г2р] = ^Р~2, 
что дает

Ф  ^2  Ф _ 01 _ В2  В3
а^ а2 а3 Ь2 Ь3 *

Но эти равенства показывают, что равнодействующая всех сил, дей­
ствующих на каждую из точек Рр проходит через центр инерции системы. 

Теперь уже нетрудно определить форму 
треугольника /Д/Д/Д (рис. 1).

Обозначая, как и раньше, стороны этого 
треугольника через

Р1Рг~ Фг. Р\ Рз — Фз,
Р2Р3 — Фз, 

мы получим следующие выражения для тех 
ускорений, которые точки Р2 и Р3 сообщают 

_______________________ точке Рр
3 Р^А = ^2 Д12-\

РиС' Е Р^В = ^т3^3~\

Определим угол а, образуемый геометрической суммой этих ускоре­
ний PXR с прямой Р\Р2. Для этого ускорение РХВ разложим по осям Рр, 
и Рр\ на составляющие

1\К = РХВ cos «h, PiL = Pj5sincp1,

где через Çj обозначен угол P2PtP3.
Итак

Рм P'L - w3A13_2sin?1
g Р^-Р.К+Р.А, щ2Д12-2 + щ3Д13-2со8?1 ’

С другой стороны, обозначая через %, т]в координаты точки О, 
центра инерции системы, получим

Д12 Д-Л73 Д(3 cos tfj _  т3 Д13 sintfi
т^ Д- т2 Д- т3 тщ Д-т2 Д-Из

Так как прямая PXR проходит, в силу равенств (8), через точку О’ 
то имеем, очевидно, такое равенство:

_____ А13~ 2sin tpi________  _ _______7773 Д13 sin cpt_______
тп2 Д12—2 Д-т3 А13'~ 2 cos тг Д^Д-^з Д13 cos

из которого легко получить, принимая во внимание, что т2 ф 0, ms ф 0, 
sin ф 0,

Д 3 = Д 312 “13
или

△12“ △is-

Если пр ф 0, то таким же образом докажем равенство двух других 
сторон треугольника и окончательно будем иметь

Д 12 = Ди = Д23.

Случай, когда две из масс пр, 
т2, т3 бесконечно малы, мы не рас­
сматриваем как тривиальный.

Остается поэтому рассмотреть 
только тот случай, когда одна из 
масс, пусть пр, бесконечно мала. 
В этом случае только-что указанное 
рассуждение не может быть приме­
нено к вершинам Р2 и Р3. мы можем 
только утверждать, что стороны Д]2 
и Д13 будут равны.

Нетрудно, однако, убедиться, 
что и в этом случае треугольник 
Р1 Рг Рз будет равносторонний.

Итак, пусть /7?1 — 0. Расположим
оси координат как указано на рис. 2,
учитывая, что центр инерции О находится в этом случае на прямой Р2Р3.

Координаты точек Р^, Р2 и Р3 будут соответственно равны
(flip, М> (°2р, 0) и (а3р, 0).

Так как начало координат находится в центре инерции, то

~ Ф тз
д3 т2

С другой стороны, вследствие равенства расстояний РХР2 и РХР3, 
= а2 Д- а3.

Поэтому, обозначая через ? каждый из углов при основании тре­
угольника, легко найдем, что

= («1 — Ог) ? = — а2 Ч •© ГП
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Обратимся теперь к равенствам (8), которые между прочим дают

Аг _  А 
а2

Но в настоящем случае, как легко усмотреть из рис. 2:
^2 — + Д23 , 51 = — ¿г ^т2 4. Д1а 2 sin ср,

следовательно
1 Л _ 2 Л — 2уАИ COS ср Даз .

Й 2
Так как

Д23 = 2Д12 cos <р, 
то окончательно получим

cos3 ср = —-, ср = 60°.О
Итак, если три материальные точки движутся под влиянием взаимною 

притяжения таким образом, что расстояния между ними сохраняют по-

в одну из точек ¿4 и ¿5 (рис

стоянные отношения, причем 
эти точки не лежат на одной 
прямой, то они всада обра­
зуют равносторонний треуголь­
ник. Плоскость этого треуголь­
ника сохраняет неизменное по­
ложение в пространстве.

Предположим, что на­
чальное положение двух то­
чек, например Р1 и Р2, фикси­
ровано,также как и плоскость, 
в которой должно происхо­
дить движение. В таком слу­
чае для возможности движе­
ния указанного типа третью 
материальную точку необхо­
димо поместить в третью вер­
шину одного из двух равно­
сторонних треугольников, по­
строенных на сторонеА Р2, т. е. 

3; точки Р1 и Р2 обозначены через т и т').
Эти точки назовем треугольными точками либрации. 1

1 Их называют также эквилатеральными точками либрации. Гюльден называл как эти 
точки, так и те, о которых будет речь дальше, центрами либрации.

В заключение покажем, что в рассматриваемом случае движение 
каждой из точек А относительно общего центра инерции О происходит 
так, как если бы каждая из этих точек притягивалась массой, равной 
сумме масс двух других точек, помещенной в О, иначе говоря, по обоб­
щенным законам Кеплера.

Обратимся к уравнениям (23), в § 6, определяющим движение относи­
тельно центра инерции. Обозначая через Д общую величину равных в дан­
ном случае расстояний и учитывая, что

т^ + т2 х2 -ф- х3 = 0, 

получим такие уравнения движения точки Рр 

х1.-4-£2(т14-от24-т3)х.Д~3 =0 
к2{т1-^-т2-]-т3)уЛ~3 = 0

(п?1тп2 4 m3) Д = 0, 
где

Д2 = с. (х2 4- у2 4"2/) >
причем с.— некоторая постоянная величина.

Эти уравнения тождественны по форме с уравнениями движения 
в задаче двух тел, откуда и вытекает справедливость нашего утверждения.

§ 37. Случай коллинеарного лагранжева движения.
Рассмотрим теперь случай, когда три тела Рх, Р2 и Р3 остаются все 

время на одной прямой. Приняв эту прямую за ось Ох, получим для ко­
ординат А такие выражения:

х. = д.р(0, У, = 0, ^==0.

Так что задача приводится к определению функции р(0 и постоян­
ных аь а2, а3.

Поскольку все силы направлены по оси Ох, мы можем выбрать ко­
ординатную систему., не имеющую вращения вокруг этой оси, т. е. счи­
тать р = 0.

Принимая еще во внимание, что в настоящем случае ¿>, = 0, А = 0, 
из уравнений (3) и (4) получим:

2г р 4- г р = 0, 2ц р 4- Ч Р = 0. (9)

Предположим, что q 4 0. Умножая эти равенства на q и г и вычитая 
их почленно одно из другого, найдем:

rq — qr = O.
Следовательно:

r = Aq, 
где А — постоянное число.

Таким образом, приняв направление геометрической суммы век­
торов г nq за новую ось Oz, мы будем иметь q = 0.

Итак, всегда можно считать, выбирая надлежаще оси Оу и Oz, 
что q = 0. Следовательно движение прямой Р2 Р2 Р3 в пространстве 
будет заключаться во вращении этой прямой около оси Oz с угловой 
скоростью г.

Интегрирование первого из соотношений (9) дает теорему площадей
rp3 = const. (10)

Обратимся теперь к уравнениям (2), которые в настоящем случае 
обращаются в

А. „
р_Г2р = ^р-2. (10')

а потому дают
Aj_ А2__ А3
a.t ~ а2 ~at *© ГП
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Предполагая для определенности, что

и делая
аг < а2 < аг,

а% — а2 г = --------- >
а2 — а1

отсюда легко получить следующие равенства:

т2 + т3 (1 + 2) 2  — 4~ 2  — /щ(1 4~г) 2 — т2г '
а1 а2 а3

так как
А^ = 4~^2т2 (а2— а у -\-к2т3(а3—щ)
А2 =— к2 пц (а2— 01) 4~ к2 т3 (а3—
А3 = — к2 пц (а3 — Д1Г2 — £2 т2 (а3 — а2р2.

(И)

(12)

Начало координат мы поместили в центр инерции системы, поэтому 
От1 а! + т2 а2 + т3 а3 = 0.

Заменяя здесь а1, а2, а3 пропорциональными величинами на осно­
вании соотношений (11), получим следующее уравнение для определения г:

(пу т2) г5 4- (Зт1 -|- 2т2) г4 4" 4~ г3 —
— 4- Зт3) г2 — (2тх 4- {т2 4- = 0. (13)

Это уравнение имеет по крайней мере один положительный корень, 
так как левая часть уравнения имеет разные знаки для х = 0 и л = 4~°°- 
С другой стороны, уравнение (13) не может иметь, по теореме Декарта, 
более одного положительного корня, так как коэффициенты дают только 
одну перемену знака.

Таким образом, при каких угодно массах мы получаем для г одно- 
и только одно положительное значение. Равенства (11) дают возможность 
определить отношения ах : а2: а3, соответствующие найденному г.

Три различные массы можно расположить на прямой тремя разными спо­
собами, что даст три коллинеарных лагранжевых движения.

Имея в виду астрономические приложения, обозначим массы трех 
тел через т, т', т", и будем считать массу т очень большой (Солнце)г 
массу т' — малой (большая планета), массу т" — очень малой (планетоид, 
комета, метеорит и т. д.).

Делая в уравнении (13) тх = т, т2 = т' и т3 = т", получим уравне­
ние, положительный корень которого весьма мал. Поэтому, сохраняя, 
в этом уравнении только наиболее значительные члены, будем иметь:

откуда
(Зт т') г3 — (т' 4- т”) = 0,

у
/ т' -\-т"\ь г = з—4—,\3m-\-m /

Таким образом, обозначив через г расстояние планеты от Солнца, 
а через г' — расстояние планетоида от планеты, получим

/ т'Ут" \ з 
\3яг 4- т' у

(14)

В том случае, когда т^ — т, т2 — т", т3 = т', т. е. когда плане­
тоид находится между Солнцем и планетой, таким же путем найдем:

. <15)
у ¿т-ут )

Наконец, если планета и планетоид находятся по разные стороны 
Солнца, так что т1 = т', т2 = т, т3 = т", то уравнение (13) напишем 
следующим образом:

где
/(г) = т (г3 4- 2г4 4-х3 —г2 —2х — 1)4-

+ т' (г3 4- Зг4 4- Зг3) 4- т" (Зг2 — Зг — 1).
Очевидно, положительный корень этого уравнения мало отличается 

от единицы, поэтому за приближенную величину нужного нам корня 
можно принять

„ = 1 /(Л = 1_________ 1т' —т"
/(1) 12т4-26т'4-3т" '

Следовательно

у1 12т4-26щ'-4 Зт" )’ (16)

где через г" обозначено расстояние планетоида от Солнца.
Каждое из тех трех положений, которые может занимать третья 

масса т" на прямой, соединяющей две массы т и т', мы будем называть 
коллинеарными точками либрации и обозначать через Ь2 
и ¿з, как это показано на рис. 3.

В том случае, когда размеры масс удовлетворяют указанным выше 
условиям, положение коллинеарных точек, либрации приближенно опре­
деляется формулами (14), (15) и (16). Если масса т" исчезающе мала по 
сравнению с двумя другими, то положение всех пяти точек либрации 
может быть в первом приближении определено равенствами:

Нижеследующая таблица дает положение трех первых либрацион- 
ных точек для различных планет солнечной системы. В таблице указано 
расстояние г” точки либрации от Солнца, выраженное в частях радиуса- 
вектора планеты.

Д1 Д3 Дд
Меркурий......................................................0.9^66 1.0034 1 — 0.000 000 07
Венера...................................................... 0.9907 1.0093 1 —0.000 001 43
Земля............................................................. 0.9й99 1.0101 1—0.000 001 78
Марс.......................................................... 0.9952 1.0048 1 —0.000 000 19
Юпитер...................................................... 0.9332 1.0698 1 —0.000 557
Сатурн ..........................    0.9550 1.0464 1 — 0.000 167
Уран.....................■.................................. 0.9758 1.0246 1 —0.000 026
Нептун...................................................... 0.9743 1.0261 1 — 0.000 030© ГП
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Можно отметить, что у всех планет спутники находятся значи­
тельно ближе от планеты, чем точки ¿1 и ¿2. Например расстояние от 
Земли до Луны приблизительно в четыре раза меньше, чем до этих точек.

После того как величина г определена и из равенств (И) найдены 
соответствующие ей отношения ах :аг: а3, можно перейти к изучению 
движения точек Р{, для чего можно воспользоваться уравнениями (10) 
и (10').

Чтобы вполне определить функцию р(/), дадим одной из величин а^ 
произвольное, неравное нулю значение. Например положим ^ = 1. 
Тогда указанные уравнения дадут

Гр2 = С, Р2 Р— Г2 Р3 = Aj, ГЛАВА VII.

где С—произвольная постоянная, а /1! вычислено по формулам (12).
Обозначим через и угол, образуемый прямой Р^Р2Р3 с каким-либо 

„ _ бинеподвижным направлением в плоскости хОу. Так как г равняется — , то
уравнения движения напишутся окончательно так:

откуда

или, после умножения на 2 и интегрирования, 
/^Р\2 . О Л —1 7-2—2

-с р .

где А — новая постоянная.
Для получения уравнения, определяющего орбиту, исключим dt при 

помощи интеграла площадей. Получим:

(са-АЛ2
р< \аи! 'с* 1 р т с/

где
С . At s=---- Р с

Интегрирование последнего уравнения дает

Р 1 -|- е cos (и —ш)’ 
где __________ _

е==у/ 1+ЬС2АГ6 р^ — А^С2, 
а через ш обозначена новая произвольная постоянная.

Итак, движение каждой из точек Pt вокруг общего центра инерции 
происходит по коническому сечению, причем соблюдается закон пло­
щадей; иначе говоря, это движение происходит по законам Кеплера.

ОГРАНИЧЕННАЯ ПРОБЛЕМА ТРЕХ ТЕЛ.

§ 38. Уравнения движения. Интеграл Якоби.

Среди тех частных случаев проблемы трех тел, которые удалось 
изучить сравнительно глубоко и которые, в то же время, представляют 
несомненный интерес для Астрономии, весьма важное место занимает 
так называемая ограниченная проблема трех тел, заключаю­
щаяся в следующем:

Требуется найти движение тела Р с бесконечно малой массой, притя­
гиваемою двумя телами 5 и б, имеющими конечные массы и описывающими 
круговые орбиты вокруг общего центра инерции.

С такого рода проблемой мы встречаемся, например, когда изучаем 
движение планетоида или кометы под влиянием притяжения Солнца 
и Юпитера, причем орбиту Юпитера считаем, в первом приближении, 
круговой.

Точно так же движение Луны можно в первом приближении рассма­
тривать как частный случай ограниченной проблемы. Но при этом при­
ходится пренебрегать не только эксцентриситетом земной орбиты и при­
тяжением всех других планет, но и массой Луны, т. е. тем притяжением, 
которое она производит на Землю и Солнце.

Обозначим через т и т' массы тел 5 и У. Не ограничивая общности, 
мы можем всегда считать, что т^т'.

За начало координат примем общий центр инерции О; плоскость, 
в которой происходит движение тел 5 и б, возьмем за плоскость ху, 
наконец, прямую 506 возьмем за ось Ох. Координаты точек 5 и 6 
в такой системе координат мы можем, очевидно, обозначить через 
(— аь 0, 0) и (а2, 0, 0), где а^ >0, а2 > 0.

Обозначим, далее, через п постоянную угловую скорость, с которой 
прямая 506 вращается вокруг точки О. По третьему закону Кеплера

А2 (/«1 +/п2) = Л2 («! + Д2)3, (1)
так как аг-\-а2 есть большая полуось орбиты, описываемой одним из 
тел 5 и б относительно другого под влиянием взаимного притяжения.

Положительное направление оси Оу выберем так, чтобы п было 
положительным числом.

Пусть х, у, г будут координаты точки Р. Так как координатная 
«система вращается с угловой скоростью п вокруг оси г, то компоненты 
абсолютной скорости этой точки равны

х— пу, у-флх, г.© ГП
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Поэтому, обозначая через т0 массу точки Р, для живой силы этой 
точки будем иметь следующее выражение:

7' = уЩ0 [(х~ лу)2 + (> + л*)2 + 22 •

Уравнения Лагранжа (§ 19) в применении к этому случаю дают

х — 2лу — п2х =

у 4- 2пх — п2у =

дх
ди 
ду 
ди

Обратно, если С и а заданы, то это равенство определяет геометриче­
ское место тех точек вращающегося пространства, в которых может 
Находиться тело Р.

Рассмотрим всю совокупность движений тела Р, совместных с не­
которой фиксированной величиной постоянной С. Очевидно эти движе­
ния возможны только в тех местах пространства, в которых 22 — Сй»0, 
так как относительная скорость V не может быть мнимой. Поэтому по­
верхность

22 —С = 0 (5)

2 дг'
функция сил, действующих на точку Р, разде-

нами случае, когда точка Р движется под влия- 
5 и / имеем:

(2)

является границей, отделяющей те области пространства, в которых дви­
жения, соответствующие выбранному значению С, возможны, от обла­
стей, где такие движения невозможны.

Эта поверхность получила название поверхности нулевой 
скорости, так как во всех ее точках а = 0.

Нашей ближайшей задачей является изучение формы поверхности 
нулевой скорости при различных значениях С.

Прежде всего условимся выбрать единицы длины и времени так, 
чтобы было

57=^4-02 = 1, ^=1
и следовательно, на основании (1),

п2 = тг 4- т2-

где через и обозначена 
ленная на т0.

В рассматриваемом 
нием притяжения точек

, к2т2
~ И ' Г? '

Поэтому, полагая 
+ + + 

\'\ '2
окончательно уравнения движения в ограниченной проблеме трех тел 
напишем следующим образом:

_ ■ 1х — 2п у = —- дх

- . „ ¿2+ = — I (3)

<?2 
2 дг ‘

Умножая эти уравнения на х, у, г, складывая их и интегрируя, по­
лучим соотношение

х24->4-г2 = 22 — С, (4)

где С — произвольная постоянная, известное под именем интеграла 
Якоби. Постоянную С будем называть постоянной Якоби.

Интеграл Якоби позволяет сделать ряд важных заключений отно­
сительно характера движения точки Р, чем мы сейчас и займемся.

§ 39. Поверхности нулевой скорости.
Если через а обозначить скорость точки Р относительно нашей 

подвижной координатной системы, то интеграл Якоби (4) можно написать 
так:

у2 = 2 2 — С.
Это соотношение дает, следовательно, возможность определить ве­

личину относительной скорости и в каждой точке ^нашего вращающегося 
пространства для всех движений, характеризуемых данной величиной С.

В таком случае, учитывая выражение (2), мы можем уравнение (5) 
написать следующим образом:

/ 2\ I 2\х24-у2 4--^-)4-т, ( х24-у24-—) =С (6)
\ Г1 / \ > Г2 /

где ________________ __________________________
П .^(х + а^ + у2-^, г2 = ]/(х— о2)24-у24-г2 ’

Поверхность, представляемая уравнением (6), лежит, очевидно, 
внутри цилиндра

(от14-т2)(х2 + у2) = С

и приближается к нему асимптотически при возрастании \г\ до бес­
конечности.

Посмотрим, какой вид имеет кривая, получающаяся при пересече­
нии поверхности (16) плоскостью хОу. Уравнение этой кривой получим, 
делая £ = 0 в уравнении (6), что дает

(т. 4- /п2) (х2 4-у2) + - = = С. (7)
]/ (х 4~ °1)2 4“ у2 —йз)2 4- у2

Очевидно эта кривая симметрична относительно оси Ох.
Предположим сначала, что С очень большое число. В таком случае 

уравнению (7) удовлетворяют точки трех родов:
1. Точки, для которых х24-у2 — большая величина. Для этих точек 

второй и третий члены уравнения (7) очень малы, так что это уравнение
имеет вид

х24-у2 С — е0 
4-/п2 ’

где е0 — малая положительная величина.
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I'

?

по VII. Ограниченная проблема трех тел

2. Точки, для которых радиус-вектор

очень малая величина. Так как для таких точек первый и третий члены 
будут малы по сравнению со вторым, то уравнению (7) можно придать, 
форму

2/771
С— 61

2
(9)

где 61 — малая положительная величина.
3. Наконец, уравнению (7) будут удовлетворять точки, для которых 

расстояние от У, т. е.

достаточно малая величина, 
написано так:

Для этих точек уравнение (7) может быть

Чт2 \2
С — е2 й (10>

Итак, для очень больших 
чений С кривая (7) состоит из

зна- 
трех

Совершенно таким же путем можно составить представление о форме 
кривой, получаемой при пересечении поверхности (6) плоскостью хОг. 
Уравнение этой кривой получим, делая у> = 0 в равенстве (6), что дает:

(^14-т2>*24 -—! ~ — с, (п)ч Г2
где ___________ ___________

Ч = 1/(^ + а1)2 + 22, г2 = /(х —а2)2 4-х2.

Для очень больших значений С этому уравнению можно удовлетво­
рить тремя различными способами: либо делая х2 очень большим, либо 
делая одну из величин г1 и г2 очень малой. Сообразно с этим, кривая 
(11) будет состоять из трех различных частей, определяемых соответ­
ственно уравнениями:

(/7/1 -ф- т^х- = С — е
2/771

Г1 ~ С^Г

) г _S Га С—Р’’

Такой случай изображает кривая С' на рис. 5. При уменьшении С 
мы опять будем переходить через критические значения Сь С2, С3, при

два отдельных овала, а одну 
(рис. 4).

отдельных замкнутых частей, каждая 
из которых имеет форму, мало отли­
чающуюся от окружности.

Чем больше масс /т^ по сравне­
нию с т2, тем больше будут раз­
меры кривой (9) по сравнению с кри­
вой (10).

По мере убывания С размеры 
кривых (9) и (10) будут увеличиваться, 
и эти кривые, как нетрудно видеть, 
будут все больше и больше вытяги­
ваться вдоль оси Ох. При некото­
ром значении С — С1 эти кривые 
коснутся, а при еще меньших зна­
чениях С мы будем иметь уже не 

кривую, охватывающую точки 5 и У

С другой стороны, при убывании С размеры кривой (8) будут умень­
шаться и при некоторых значениях С = С2 и С = С3 эта кривая будет 
иметь касание с только-что рассмотренными внутренними кривыми, 
после чего произойдет слияние и этих кривых.

Область плоскости хОу, в которой движение тела Р невозможно, 
при больших значениях С, состоит из точек внешних по отношению 
к кривым (9) и (10) и внутренних по отношению к кривой (8). При неболь­
ших значениях С эта область будет состоять лишь из точек, лежащих 
внутри кривых С" (рис. 4), которые будут делаться все меньше и меньше 
по мере уменьшения С; обратятся при некотором значении С = С< в точки 
¿4 и У5; и, наконец, совсе.м исчезнут. Таким образом при достаточно 
малых С тело Р получает возможность двигаться во всей плоскости хОу.

Рис. 4 дает схематическое изображение этих кривых для убываю­
щих значений С, а именно С > С1 > С3 > С".

которых происходит касание различных частей кривой (И). Наконец, при 
достаточно малых значениях С —С" постоянной Якоби, кривая (11) уже 
не будет пересекать ось Ох.

Пересечение поверхности (6) с плоскостью уОг определяется урав­
нением

(т14-/7/2)у2 + 1^1+^2 = С, (12)
Г1 Г2

*

I V
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где
П = / + , г2 = / д2 + ^ + д2 .

Соответствующие кривые изображены для различных значений С 
на рис. 6. Указанная форма кривых предполагает, что масса гщ значи­
тельно превосходит массу т2.

Сопоставление сечений поверхности (6), изображенных на рис. 4, 5 
и 6, позволяет составить представление о форме этой поверхности при 
различных значениях С.

После такого чисто качественного изучения поверхностей (6) мы 
перейдем к изучению особых точек этих поверхностей.

§ 40. Особые точки поверхностей нулевой скорости.

Особые точки поверхности
Р(х, у, х) = 0

определяются, как известно, уравнениями

£-0, ^=0, ^=0,
дх ду дг

которые должны быть решены совместно с уравнением поверхности.
Для поверхности нулевой скорости, уравнение которых имеет вид:

2 6 —С = 0, (13)
где

2 6 = (т, + тг) (х2 + у2) +

особые точки даются уравнениями

т2(х — а^ _идх \т1 | ГП^) х з
'1 '2

д6_ 
ду ~

, । ч тху т2у(т^т^у- -------=
1 '2

= 0 (14)

т^г т2г
дг — г3 г3 и*

' 1 2

После того как из уравнений (14) будут определены координаты 
особых точек, равенство (13) даст возможность вычислить соответствую­
щие значения С.

Легко видеть, какой механический смысл имеют особые точки по­
верхности нулевой скорости. Обращаясь к уравнениям (3) движения тела 
Р и сопоставляя их с равенствами (14), мы видим, что в каждой такой 
точке не только

х — у = г = 0, 
но и

х=у — г = 0.

£ 40. <^собы,е точки поверхностей нулевой скорости ИЗ

Поэтому тело Р, очутившись в особой точке и имея соответствую­
щее значение постоянной Якоби, будет иметь и скорость и ускорение 
равными нулю, а потому навсегда останется в этой точке.

Итак, особые точки поверхности (13) являются положениями отно­
сительного равновесия тела Р: в этих точках тело может нахо­
диться в равновесии относительно нашей вращающейся системы коор­
динат.

При нахождении тела Р в особой точке расстояния между тремя 
телами 5, б и Р сохраняют, очевидно, постоянные отношения. Поэтому 
рассматриваемые особые точки являются не чем иным, как точками ли­
брации, изученными в предыдущей главе.

Обратимся теперь к определению координат точек либрации и вы­
числению соответствующих значений постоянной Якоби.

Последнее из уравнений (14) дает г = 0, откуда следует, что все 
точки либрации лежат в плоскости хОу, а потому могут быть найдены 
как особые точки кривой (7). Этим обстоятельством мы и воспользуемся 
для действительного вычисления координат точек либрации.

Заметим прежде всего, что при г = 0

тЛ + тЛ = (Ш1 + т2) + зЧН >

ибо начало координат взято в центре инерции, и потому
■— /^10] —]- 7772Д2 == 0.

Следовательно уравнение (7) можно написать так:
('П = с; (15)

где \
+ (16)

так как, очевидно,
т2 т^ах =----- , а2 =----------- =----- .

77?! + 7772 + ^2

Написав уравнение кривой (15) в форме
/(х, з>) = 0, 

для определения ее особых точек будем иметь уравнения 

£=о, ^-0- 
дх ду

В настоящем случае эти уравнения могут быть представлены так:

Курс Небесной механики

д/ дгу . 
дгг дх ‘

д/ дгх 
д1\ ду '

^.-2=О 
дг2 дх

д/ ЧЧ — о 
дг2 ду

(17)

Следовательно 
либо делая

удовлетворить им можно только двумя способами:

^=0,
дг2

8© ГП
НТ
Б С
О РА

Н



114 VII. Ограниченная проблема трех тел $ 40, Особые точки поверхностей нулевой скорости 115

что очевидно дает
4=1, 4й

либо делая
= — =о, (18)д(х,у) ^г2 у , у у '

откуда у — 0.
В первом случае получим точки либрации ¿«, ¿5 (рис. 3), образую­

щие с точками 5 и У равносторонние треугольники. Из предыдущего 
ясно, что и ¿5 являются изолированными точками кривой (15), т. е., 
иначе говоря, двойными точками с комплексными касательными. Соот­
ветствующее значение С = С4 легко находим из равенств (15) и (16), 
которые дают

С4 =3(777,+/тг2)----- (19)4 ' ' /77, Ц- 7772 4 7

Ч г2~г2~2'

Обратимся теперь к изучению второй возможности получить двой­
ные точки, характеризуемой выполнением условия (18). В этом случае 
двойные точки лежат на оси Ох, поэтому в зависимости от расположе­
ния двойной точки относительно 5 и У мы должны иметь одно из ра­
венств:

1) Г1 + Л2 = 1,

2) г, = 1 4" 72,
3) Л = 7,— 1-
Рассмотрим последовательно каждый из этих случаев.
Первый случай. Пусть г, 4-г2=1> тогда

Г, = % + «,, 7'2== —^ + «2,

^1_ I 1 ^2=_1

дх ' ’ дх ’

вследствие чего первое из уравнений (14) даст

/л2  Г1~ГТ2  ^(З-Зг^г2) (20)
тг Г2~ГУ —

или
(777* + 7772) ГБ - (3 7771 + 2 ТП^ (3 777, + 777,) 4 — Г2 4~ 2 Ш., Г^—0. (20')

с 7772Если отношение —-----малая величина, то нужный нам положитель­
ный корень легко получить в виде ряда. Действительно, разлагая пра­
вую часть уравнения (20) в ряд, найдем:

|=3г|(1+г, + ^+. . .), 

откуда, извлекая из обеих частей кубический корень и делая для 
краткости

3 г---------„_д/

V 3/77, ’ 
получим

следовательно
1 2 1 3

'2 = »-3< д’ ■ (21)

Обращаясь к уравнению (15), найдем соответствующее значение 
постоянной Якоби:

с1=т,(3+9,,+2>.+.. (22)

= тх (3 4- 9 V’ — ^4- . . . ).
Если нужно более точное значение, чем то, которое может дать 

ряд (21), то проще всего прибегнуть к численному решению уравнения (20). 
г Второй случай. Пусть г, = 14-/г и, следовательно, г1 = ^-|-а1, 

2 — х— а2, тогда
^1=1 ^=1
дх ’ дх '

Поэтому первое из уравнений (17) дает
т2__ г1 — г72 _ 'К3+Зт2 + 4) /23ч

г2—гг2 (1-4)(1+^)2

или
(7771 + /772)4 + (3 /771+ 2/772)4 + (3/7714-7772)4 —77724 —2/772 Г2 —/772 = О. (23')

Это уравнение тождественно с уравнением (14) § 37, если в этом 
последнем положить т2 = 0, а потому, как мы видели, имеет один 
и только один положительный корень.

Выведем разложение этого корня в ряд. Уравнение (23) дает, если 
правую часть разложить по степеням г2, 

4 
V3 = г3 (1 — г -I---- г2--  12 V 2 Ч 3 2 ‘ ' Я

1 или, после возведения в степень > О
|г2+|^+• • • ь

откуда
г2 = 7 + ^2-^3+. . . , (24)

Соответствующее значение постоянной Якоби таково:

С2 = /77,(3 + 9у2-5^+. . .)-^^. (25)
7771 | "*2

Третий случай. Пусть, наконец, г, — г2— 1, так что г, =— х—ах, 
г2 =—х-\-а2 и, следовательно,

= — 1 ^ = — 1
дх ’ дх

Это дает, как и в предыдущем случае:

(26)
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§ 41. Периодические решения ограниченной проблемы трех тел 117

Так как очевидно л2 > 1, то отсюда следует, что и < 1. Поэтому по­
ложим

/у = 1—а, Г2 = 2— а;

тогда для определения а будем иметь такое уравнение:
О ,2 _ (2-а)2(За-3«Ч «3) 

(1—«)2(7—12а + 6а2 —аз) >
или

0 , 12 —24а+19а2 —7а3+а<
37 ~ $ 7 — 26 а37 а2 — 25 а3-(-8 а4 — а5 ’

откуда

Решение этого уравнения последовательными приближениями дает 

7 21
т*6+-• • (27)

Остается вычислить постоянную Якоби:

С3 = т1(3-|-За2-]- . . . ) + /и2(5— 2 “ +4 «2+ • • • ) — 

или ’ (28)
С3 =/7^3 + 1273-^+ . . . )

Если сумму масс тг и т2 принять за единицу и положить 
тг — 1 — у, т2 = р, 

то все рассматриваемые величины будут функциями одной переменной у, 
„ 1которую достаточно изменять от 0 до чтобы охватить все возмож­

ные случаи.1
На рис. 7 изображены кривые, соответствующие критическим зна­

чениям постоянной Якоби, для случая
= 10, Л72 = 1-

Эти критические значения, так же, как биполярные координаты точек 
либрации, указаны в следующей табличке:

1 Координаты точек либрации как функции р., а также соответствующие значения 
Ci (p-)i, С2 (р), .... изучаются в статье:

М. Martin, On the libration points of the restricted problem of three bodies, American 
Journal of Mathematics, 53, 1931, 167—177.

Поправки и дополнения к этой статье даны А. А. М а р к о в ы м (Успехи астрон. 
наук, 3, 1933, 75—77).

Таблицы абсцисс точек Л2, £3 даны в статье: J. Rosenthal, Table for the libra­
tion points of the restricted problem of three bodies, Astr. Nachr., 244, 1931, 169.

М: Г1 = 0.7175, Г: — 0.2825, Ct = 39.273
¿2 : 1.3470, 0.3470, С, = 37.967

0.9469, 1.9469, С3 = 33.996
и ¿6: 1.0000, 1.0000, С4 = 32.091

Для случая
т2 = 1

соответствующие числа таковы:

7771 = 1,

гх = 0.5000 г2 = 0.5000 Сг = 8.000
Ао : 1.6984 0.6984 С2 = 6.912
Аз : 0.6984 1.6984 С3 = 6.912

и ¿5: 1.0000 1.0000 5.500

Кривые, получающиеся при этих значениях постоянной Якоби, по­
казаны на рис. 8.

ЗАМЕЧЕННЫЕ ОПЕЧАТКИ

Стра­
ница Строка Напечатано Должно быть По чьей вине

116 16 сверху
/
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§ 41. Периодические решения ограниченной проблемы трех тел.
Изученные в предыдущей главе лагранжевы движения, при кото­

рых три тела в один и тот же интервал времени описывают эллиптиче­
ские орбиты, явились первым примером периодических орбит 
в задаче;трех тел, т. е. таких движений, когда координаты всех тел 
выражаются периодическими функциями времени, имеющими одинаковый 
период.

Другой пример периодической орбиты,тоже весьма частного харак­
тера, был дан Хиллом в связи с созданным им методом независимого 
определения некоторых неравенств движения Луны, вызываемых притя­
жением Солнца (глава XVIII). Вслед за тем Пуанкаре создал методы для 
нахождения и изучения обширных классов периодических решений про­
блемы трех тел. Периодические решения явились, таким образом, пер­
вой брешью, пробитой в проблеме трех тел, до тех пор недоступной 
для аналитического изучения. Опираясь на периодические решения, ока­
залось возможным приступить к изучению некоторых других классов 
решений, также представляющих значительный интерес, каковы, напри­
мер, асимптотические решения.

Изучение периодических решений только еще начинается; даже 
в том частном, сравнительно простом случае, который представляет 
собой ограниченная проблема, удалось изучить более или менее полно 
лишь весьма немногие группы периодических орбит.

Наиболее изученными являются плоские периодические орбиты, 
близкие к точкам либрации . . , ¿5; орбиты, охватывающие планету© ГП
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Так как очевидно г2 > 1, то отсюда следует, что и < 1. Поэтому по­
ложим

Г1 = 1—а, г2 — 2— а;

тогда для определения а будем иметь такое уравнение:
(0 — а)2 (Л а. — 8 «2 Д - ггЗ!

ИЛИ 

откуда

\4

(1 — а)2 (7 — 12 а 4- 6 а2 — ^) ’

12 —24а4-19а2 —7а24-а4 
“а7 —26а + 37а2 —25а24-8а4 —

/7 \а = у3 (-----3 а - I- . . i

тх = 1 — ц, т2 = ц,

то все рассматриваемые величины будут функциями одной переменной ц, 
которую достаточно изменять от 0 до > чтобы охватить все возмож­
ные случаи.1

На рис. 7 изображены кривые, соответствующие критическим зна­
чениям постоянной Якоби, для случая

тх = 10, т2=1.
Эти критические значения, так же, как биполярные координаты точек 

либрации, указаны в следующей табличке:

1 Координаты точек либрации как функции р, а также соответствующие значения 
СД^, С2Д), • • . , изучаются в статье:

М. Martin, On the libration points of the restricted problem of three bodies, American 
Journal of Mathematics, 53, 1931, 167—177.

Поправки и дополнения к этой статье даны А. А. М а р к о в ы м (Успехи астрон. 
наук, 3, 1933, 75—77).

Таблицы абсцисс точек Llt L^, Lz даны в статье: J. Rosenthal, Table for the libra­
tion points of the restricted problem of three bodies, Astr. Nachr., 244, 1931, 169.

А, : г, = 0.7175, г 2 = 0.2825, С, = 39.273
¿2 : 1.3470, 0.3170, С2 = 37.967
¿3 : 0.9469, 1.9469, С3 = 33.996

А* и ¿5: 1.0000, 1.0600, С4 = 32.091

этих значениях постоянной Якоби, по-

Для случая
тх = 1, т2 = 1

соответствующие числа таковы:
А, :
А3 :
Аз :

А^, и Aj :

г, = 0.5000 
1.6984 
0.6984 
1.0000

Г2 = 0.5000 
0.6984 
1.6984 
1.0000

Сх = 8.000 
С2= 6.912 
С3 = 6.912 
С4= 5.500

Кривые, получающиеся при 
казаны на рис. 8.

§ 41. Периодические решения ограниченной проблемы трех тел.
Изученные в предыдущей главе лагранжевы движения, при кото­

рых три тела в один и тот же интервал времени описывают эллиптиче­
ские орбиты, явились первым примером периодических орбит 
в задаче;трех тел, т. е. таких движений, когда координаты всех тел 
выражаются периодическими функциями времени, имеющими одинаковый 
период.

Другой пример периодической орбиты, тоже весьма частного харак­
тера, был дан Хиллом в связи с созданным им методом независимого 
определения некоторых неравенств движения Луны, вызываемых притя­
жением Солнца (глава XVIII). Вслед за тем Пуанкаре создал методы для 
нахождения и изучения обширных классов периодических решений про­
блемы трех тел. Периодические решения явились, таким образом, пер­
вой брешью, пробитой в проблеме трех тел, до тех пор недоступной 
для аналитического изучения. Опираясь на периодические решения,ока­
залось возможным приступить к изучению некоторых других классов 
решений, также представляющих значительный интерес, каковы, напри­
мер, асимптотические решения.

Изучение периодических решений только еще начинается; даже 
в том частном, сравнительно простом случае, который представляет 
собой ограниченная проблема, удалось изучить более или менее полно 
лишь весьма немногие группы периодических орбит.

Наиболее изученными являются плоские периодические орбиты, 
близкие к точкам либрации . . , ¿5; орбиты, охватывающие планету © ГП
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б, но не заключающие внутри 5; и, наконец, орбиты, охватывающие 
Солнце 5 на таком расстоянии, что время обращения по ним находится 
в простом отношении (например 1:2, 1:3, 2:3 и т. д.) ко времени 
обращения планеты б.

Орбиты первого типа проливают свет на особенности движения 
так называемых „троянцев“, т. е. малых планет, движущихся приблизи­
тельно по орбите Юпитера.

Элементы орбит известных в настоящее время „троянцев“ приве­
дены в нижеследующей таблице, куда для сравнения включены также 
элементы Юпитера. Элементы отнесены к эклиптике и равноденствию 
1925.0; средняя долгота эпохи е дана для момента 1925 январь СОТ. и. 
Заметим еще, что элементы Юпитера являются средними элементами для 
только-что указанного момента, тогда как для малых планет приведены 
оскулирующие элементы для различных эпох, группирующихся около 
1935 г.

Название a n ? i Й К £

Юпитер.................... 5.2026 299^128 2773 L307 99?696 13?123 277Л 42
588 Achilles .... 5.2267 296.940 8.544 10.309 315.778 82.790 335.322
617 Patroclus . . . 5.1044 299.715 7.965 22.091 43.584 346.976 221.077
624 Hector .... 5.1473 303.839 1.532 18.261 341.836 161.524 319.207
659 Nestor............... 5.2142 298.005 6.270 4.524 350.188 322.382 350.260
884 Priamus .... 5.2472 295.198 6.832 8.882 300.729 270.525 211.177
911 Agamemnon . . 5.1328 305.123 3.711 21.939 336.937 55.383 325.226

1143 Odysseus . . . 5.1660 302.185 5.302 3.152 220.344 93.999 340.097
1172 Aneas . . 5.2190 297.592 5.765 16.676 246.447 291.486 208.153
1173 Anchises .... 5.1037 307.733 7.853 6.971 283.793 313.889 200.177
1208 Troilus................ 5.2608 294.061 4.061 33.619 47.455 348.228 217.096

Последний столбец этой таблицы показывает, что планеты 588, 624, 
659, 911, 1143 находятся вблизи точки либрации Д, тогда как остальные 
группируются вблизи ¿5.

Теория орбит второго типа, охватывающих на небольшом расстоя­
нии планету J, тесно связана с теорией спутников.

Наконец орбиты третьего типа важны потому, что они открывают 
возможность построения теорий движения малых планет, средние дви­
жения которых соизмеримы со средним движением Юпитера. Такие перио­
дические орбиты могут быть гораздо более выгодны в качестве первого 
приближения, чем кеплеров эллипс, например для планет типа Гекубы, 
у которых среднее суточное движение приблизительно равно 600", или 
типа Гестии, у которых оно близко к 900", и т. д.

Периодические орбиты ограниченной проблемы трех тел Пуанкаре 
разделил на три сорта. К первому и ко второму он отнес орбиты, 
лежащие в плоскости хОу, в которой движутся тела S и J, к третьему — 
все остальные орбиты. Разница между периодическими орбитами пер­
вого и второго сорта заключается в следующем: если масса р тела J 
стремится к нулю, то периодические орбиты в пределе обратятся в ке­
плеровы эллипсы; к первому сорту относятся те орбиты, для которых 
эксцентриситет такого предельного эллипса равен нулю. Иначе говоря, 

орбиты первого сорта при малых значениях р. мало отличаются от 
окружностей, тогда как решения второго сорта близки к эллиптическим 
орбитам.

Не имея возможности останавливаться здесь на свойствах периоди­
ческих орбит, мы ограничимся лишь изучением в следующих параграфах 
бесконечно малых орбит вблизи точек либрации Г

Наряду с аналитическими методами, применимость которых все еще 
остается очень ограниченной, для отыскания периодических решений 
был употреблен, по инициативе Дарвина и Тиле, метод численного инте­
грирования дифференциальных уравнений.

Численное интегрирование уравнений движения имеет то преиму­
щество перед аналитическим, что в каждом конкретном случае очень 
просто, при помощи самых элементарных вычислений, дает решение. 
Но зато оно годится лишь для того интервала времени, на который было 
продолжено вычисление. Этот основной недостаток численного метода 
как раз не имеет значения в случае периодического решения, 
так как здесь достаточно провести вычисление в течение одного периода, 
чтобы иметь полную картину движения, соответствующего взятым на­
чальным условиям.

В то время как аналитические методы в настоящее время приме­
нимы для изучения периодических орбит лишь в том случае, когда 
масса J очень мала по сравнению с массой S, численный метод приме­
няется одинаково легко, каково бы ни было отношение масс.

Дарвин нашел, применяя этот метод, несколько периодических орбит 
, 1 с

i По теории периодических орбит помимо классического сочинения H. Poincaré, 
Les méthodes nouvelles de la Mécanique Céleste, t. I, II, III, Paris 1892—1899, укажем еще 
F. R. Moulton, Periodic Orbits, Washington, 1920. Подробные библиографические указания 
содержит статья Е. Т. Whittaker, Prinzipien der Störungstheorie und allgemeine Theorie 
der Bahnkurven in dynamischen Problemen, Encyklopädie der math. Wissenschaften, Bd. VI, 2,
(1912), 512—556.

3 Результаты Дарвина можно найти в его классическом мемуаре. G. Darwin, Periodic 
Orbits, Acta Math., 21, 1897, 99—216. Некоторые дополнения даны в Math. Ann., 51, 1899. 
Результаты, полученные на Копенгагенской обсерватории, опубликованы в целом ряде 
номеров Publikationer og mindre Meddelelser fra Kobenhavns Observatorium. Подводящая 
итоги статья: Elis Strömgren, Connaissance actuelle des orbites dans le problème des trois 
corps, помещена в № 100 (1936) этого издания. Эта статья, заключающая полную библио­
графию работ копенгагенской школы, напечатана также в Bull, astr., 2-е série, 9, 1936.

для случая, когда масса J равна массы 5.
Элис Стрёмгрен положил в основу своих вычислений, так же как 

и Тиле, случай, когда массы J и S равны. Эти работы, начатые Burrau 
еще в 1900 г., с 1913 г. ведутся систематически сотрудником Копенга­
генской обсерватории под общим руководством Элиса Стрёмгрена. Они 
дали возможность не только найти большое количество периодических 
орбит, но и проследить процесс перехода одних классов этих орбит 
в другие, а также процесс исчезновения определенных классов периоди­
ческих орбит при изменении начальных условий, чем несомненно облег­
чается аналитическая разработка этих вопросов.2 3

§ 42. Движение вблизи коллинеарных точек либрации.
Возьмем какую-либо точку (а, Ь, с) нашего равномерно вращающегося 

пространства Sxyz и посмотрим, могут ли среди движений, определяемых 
уравнениями (§ 38):

х — ¿гбу = -г— дх
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где

их

- 92
г~~~дГ

2 = 4 К + ™г) (*2 + У2) + ~ + ~-
£ ОО

существовать такие, при которых тело Р будет всегда находиться сколь 
угодно близко к точке (а, Ь, с}.

Оставляя в стороне более трудный случай, когда рассматриваемая 
точка (а, Ь, с) совпадает с одним из тел 5 или О, мы можем считать, что 
функция 2 голоморфна в области точки (а, Ь, с). Поэтому, полагая

х = а-]-Ь, у^ЬД-г^ г = с + С, 
разлагая правые части уравнений движения по степеням малых величин 

т], С и ограничиваясь первыми степенями этих величин, получим:

г I I > ¿22

дс ‘ дадс* дЬдс' дс2 '

В — 2л 4 =
92 922 , , 922
да да2 ^^дадЬ дадс

т] 4- 2л2£ =
92 дг& д^ 922
дЬ дадЬ 1 п дЬ2 1 ^дЬдс (30)

Так как £, т), С—сколь угодно малы, то интересующие нас движения 
могут, очевидно, существовать только в области такой точки, коорди­
наты которой удовлетворяют уравнениям

92 _ ¿2 _ 92 
да ~ дЬ дс ’

т. е. в области точек либрации, поскольку эти уравнения тождественны 
с уравнениями (14).

В этом параграфе мы рассмотрим случай движений, бесконечно 
близких к коллинеарным точкам либрации, и потому положим

а — хк, Ь = 0, с = О,

где через хк обозначена абсцисса точки Ьк (#=1,2,3). Чтобы найти 
вторые производные функции 2, входящие в уравнения (30), дифферен­
цируем выражение (29) и заменяем х, у, z только-что указанными коорди­
натами точки Ьк. Таким образом получим:

где

922 
да2 = п2 1 2/771 1 2/772

1
922

’ дадЬ = 0

922 7771 т, 922
дЬ2' = л’ ■ Р ’ ' 2 да дс = 0

922 7771 т2 9а2
дс2 дЬ дс — 0,

=1^ > Гг = 1 хк~аз\ •

Полагая для краткости
л __  тх I т2 

г3 Г -з >
'1 '2

(29)

окончательно напишем уравнения (30) так:
ё—2л2^=(Л2 42д|^

т)4-2л2^ =(л2 — Ай)т] (31)

Последнее из 
час же дает:

этих уравнений, независимое от двух первых, тот-

С = 4 эт у/А^+с2 соб у/А/,

где с1 и с,— постоянные интегрирования.
Решение первых двух уравнений ищем в форме

$ = Ое\ -л = Неи.

Подстановка этих выражений в уравнения (31) дает 
отношения для определения постоянных О, Н и X:

или

Кфни

р _ (лг 4. 2 Д*)] О — 2пЪН = 0

2пЪО + [Хг — («2 _ д*)] н = 0.

характеристического уравнения
[Х2 — (Л2 4- 2АЙ)] [Х2 — (Л2 _ Дй)] 4 4Л4Х2 = о

и + (4Л4 _ _ 2) Х2 + (Л2 - Д.) + 2АЙ) = 0

(32)

следующие со-

(33)

(34)

обозгачим 
ствувщие

через Хъ X,, Х3, Х4, а через 91, 9г, 9з, 94 обозначим соответ- 
этим корням значения отношения Н : О, определяемые урав- 

неншми (33).
В таком случае равенства

$ = О2^ + а39Ха'+

т) = 01916 1 О29ге 2 3 4- О^е *,
(35)

где О], О2, С3, Со— произвольные постоянные, совместно с (32) дадут 
обцее решение системы (31).

Характер движения тела Р с бесконечно малой массой будет зави­
сеть, очевидно, от характера корней уравнения (34). Легко убедиться, 
ч'о для каждой из точек ¿1, ¿2, ¿з это уравнение имеет два действи­
тельных и два мнимых корня.

В самом деле, покажем, что величина

л2 —+ 7721___ т2
Г3 г31 2

(36)

отрицательна для #=1,2,3. Отсюда будет вытекать наличие у урав­
нения (34), рассматриваемого как квадратное уравнение относительно X2, 
двух вещественных корней, имеющих разные знаки.© ГП
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Для точки Lr 
в этом случае

выражение (36) очевидно отрицательно, так как

И <1, г2 < 1.

Что касается до точек ¿2 и ¿3, то для них равенства (23) и (26) 
дают:

т2 = Ч —Ч~2

т1

Поэтому, исключая т2 из (36), найдем:

п- — А.= т (1-----(1 —
« А I / I Р I

\ 1 / \ 2 /

Так как для точки ¿2
И >1, О < 1, 

а для точки ¿з
П <Ъ г2> 1,

то ясно, что и для этих точек выражение (36) отрицательно.
Итак, действительно: два корня характеристического уразнения— 

чисто мнимые сопряженные числа, два другие — вещественные числа, 
имеющие противоположные знаки. Отсюда прежде всего вытегает, что 
точки либрации Ь2, являются неустойчивыми положениями 
относительного равновесия. Иначе говоря, тело Р, смещенное из эдной из 
этих точек на сколь угодно малую величину и получившее скол! угодно 
малую скорость, может, при некоторых начальных условиях, уйт1 совсем 
из области рассматриваемой точки либрации.

Обозначим действительные корни уравнения (34) через Х3 и ц. Если 
начальные условия движения выбрать так, чтобы было С3 = О4 = 0, то 
получим движение, при котором тело Р будет всегда ост.ваться 
в области соответствующей точки либрации, так как координать тр С 
относительно этой точки будут ограничены для всех значений А

Наличие орбит, сколь угодно близких к точкам ¿1, ¿2, ¿3, является 
необходимым, но, конечно, не достаточным условием для существсвания 
периодических орбит в области этих точек.

Если ограничиться той точностью, какую могут дать приближенные 
уравнения движения (31), то легко получить периодические орбиты вы­
бирая надлежащим образом начальные координаты £0, т)0, Со и начальные 
компоненты скорости ;0> 40, Со тела Р.

Прежде всего дадим Со и Со значения, равные нулю; в формуле (32) 
будет с1 = с2 = 0, т. е. движение Р будет плоским. Определим датее 

и 4о условиями О3 = 0, О4 = 0. Формулы (35) дадут:

£ = 71 = + а^^1 *,

1 F. R. Moulton, Periodic Orbits, глава V. Там же подробно указана литература
этого вопроса.

так как Х1 = р/, \2 — — р/, где р — действительное число.
Кроме того, на основании (33)

где
= qi, q2 = ~ qi,

Р2 + ^ + 2Л 
П =ж ------------ -- —------ —4 2д2р (37)
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Поэтому окончательно будем иметь, выразив экспоненциальные 
функции через тригонометрические:

5 = G' cos р?Д- G" sin pi, 7| = G"9cospi—G^sinpi, C = 0, 
где

G' = G, + G2, G" = 1(0,- G2).

Определяя из этих равенств cos pi и sinpz, возводя найденные вы­
ражения в квадрат и складывая, получим уравнение траектории:

(ОДЕ + G"^ + (G"ql — G'-^ = <72 (Q'2 + G"^ 
или

qW д_ ^2 = qi (Q'2 (38)

Таким образом, движение происходит по эллипсу, оси которого 
совпадают с координатными осями.

Обозначив полуоси, направленные по прямым и соответ­
ственно через а и Ь, будем иметь

Легко показать, что -для всех трех коллинеарных точек либрации 
р>\, поэтому эксцентриситет полученных эллиптических орбит равен

q
Следовательно, форма этих орбит не зависит от начального поло­

жения (Д, 4о) точки Р, которое влияет только на размеры орбиты.
Значения ц и е, соответствующие трем значениям отношения масс 

5 и У, даны в нижеследующей таблице. Первые два значения отношения 
масс лежат в основе упомянутых в § 41 работ Стрёмгрена и Дарвина, 
третье значение имеет место в системе Земля—Солнце.

¿1 ¿2 ¿3

т2: Г- q е q е q е

1 0.5 4.387 0.974 2.221 0.893 2.221 0.893
0.1 0.090 909 3.988 0.968 2.659 0.929 2.015 0.869

1 :320 000 0.000 003 3.227 0.951 3.187 0.951 2.000 0.867

Нами получены, таким образом, три семейства бесконечно малых 
периодических орбит, каждое из которых зависит от двух параметров.

Наличие этих орбит, конечно, еще не позволяет утверждать, что 
вблизи либрационных точек Ьь ¿2, ¿3 существуют периодические орбиты 
конечного размера. Можно показать, что такие периодические орбиты 
действительно существуют. 1

В заключение упомянем о применении, которое Гюльден и Мультон 
сделали из только-что развитой теории для объяснения явления проти­
восияния. Выдвинутая ими гипотеза заключается в предположении, что 
либрационная точка ¿а для Земли служит центром скопления метеоров, © ГП
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заполняющих межпланетное пространство. В самом деле, метеоры, для 
которых С?з = б4 = 0, навсегда остаются в области этой точки, а те, для 
которых О3 и О± малы, надолго задерживаются вблизи соответствующей 
точки либрации. Солнечный свет, отраженный образовавшимся таким 
образом скоплением метеоров, мы и наблюдаем в виде противосияния.

Расстояние точки ¿2 от Земли, выраженное в астрономических еди­
ницах, равно 0.0101 (стр. 105), что составляет около 1 490000 юи. Отсюда 
легко заключить, что в случае справедливости указанной гипотезы про­
тивосияние должно иметь параллакс порядка 15'. К сожалению, противо­
сияние представляет слишком расплывчатый объект, чтобы можно было 
надеяться обнаружить такой параллакс и тем подтвердить эту гипотезу.

§ 43. Движение вблизи треугольных точек либрации.
Обратимся теперь к изучению движения тела Р вблизи точек ли­

брации ¿4 и £в.
Положим

= 1 — н, т2 — р, 
откуда л2 = тх Д- тг — 1, и будем в дальнейшем считать, что

9 чЛ 9 (39>Т] 4- 2£ = (1 — 2р) 5 + 4- 7¡

с=-с
Общий интеграл последнего уравнения

C = eossin t, (40)
где ct, с2— произвольные постоянные, показывает, что проекция точки Р 
на ось Oz совершает периодические колебания около проекции на ту же 
ось точки либрации. Период этого колебания равен 2тг, т. е. он совпа­
дает с периодом обращения конечных масс Su 4 вокруг центра инерции. 
Не следует только забывать, что этот результат имеет силу лишь для 
линейных колебаний около положения относительного равновесия, 
т. е. для таких движений, для которых мы действительно можем в урав-

Координаты тел 5 и О равны очевидно 
— = — ¡г, а2 = 1 — и,

поэтому координаты точки таковы:

л = у(1-2р), ¿ = с = 0.

Координаты точки ¿5 получаются из координат Lt путем изменения 
знака у/3. Вследствие этого, изучив движение вблизи точки ¿4, мы можем 
сразу получить соответствующие результаты для точки £5 путем ука­
занной перемены знака.

Дифференцируя функцию 2 и заменяя х, у, г только-что указанными 
координатами точки получим уравнения движения (30) в таком виде:

ё о' $ с । Зу/З . _ ,
£ — ---- ^—(1— 2p)r¡ 9 

нениях (30) пренебречь членами, заключающими вторые и высшие сте­
пени величин £, т], С.

Обратимся теперь к решению двух первых уравнений системы (39), 
которые можно написать так:

5 —2^ = ^ + 5т); т) + 2^ = ^+(41) 
если положить

^ = 4, 5 = -^(1— 2И), =
4 4 ' 4

Делая, согласно общему правилу,

Ь = Сеи, г^Не1,

для определения постоянных получим уравнения
О-(2^ + 5)/7 = 0 1

(2Х —5)0 + ^—£)Я = 0, | (М

которые прежде всего дают
27^ + ^2 + уН(1-4 = 0. (43)

Обозначив через Х2, 4 Д корни этого уравнения, решение си­
стемы (41) получим в такой форме:

5 = + с2е^+

. п = + Н2^ + Н2еи +

где О2, О3, О. можно принять за произвольные постоянные, а соот­
ветствующие значения Нх, Н2, Н2, определяются равенствами (42).

Характер движения, представляемого формулами (44), будет зави­
сеть в первую очередь от характера корней уравнения (43). Эти корни 
даются равенствами

М= 1 —27р (1 —4

(45)

где

При изменении у. от 0 до — величина М сначала положительна, за­
тем при н —Но, гДе

Но — 0.038520896 . . .

обращается в нуль, после чего 47 остается отрицательной величиной 
1вплоть до Н =

Отсюда следует, что при значениях н, лежащих в интервале 

0 < и < но,© ГП
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уравнение (43) имеет различные, чисто мнимые корни. Следовательно 
общее решение (44) может быть -представлено в форме:

$ = G'cos 0^4“ síh eos sin у/
r\ = H' cos 0í 4~ И" sin 0í + Н’" cos +Н"' s’n 7^ 

где
Р — — 7 — —

через О', О", О'", О"" обозначены новые произвольные постоянные, а 
коэффициенты Н', Н", .. . выражаются через О', О", . . . при помощи тех 
соотношений, которые существовали между Gu О2, . . . и //1; И2, ...

Отсюда прежде всего ясно, что в рассматриваемом случае точки 
либрации и ¿5 являются положениями устойчивого относитель­
ного равновесия для тела Р, имеющего бесконечно малую массу. В самом 
деле, для того, чтобы Е и t¡ оставались всегда по абсолютной величине 
меньше произвольно малого заданного числа, нужно только, чтобы на­
чальные значения Е, Е, ц были достаточно малы.

Каковы бы ни были начальные условия, движение тела Р (в проекции 
на плоскость Etj) можно рассматривать как наложение двух эллиптиче­
ских движений, представляемых формулами:

Е — G'cos 0/4- О" sin 0/, iq = /7'cos₽r4-Ársin 0/ (46)
и

Е= О'" COS7Í+ О"" sin ^t, = И'" cosft-\-Н"" (47)
Если начальные условия выбрать так, чтобы постоянные сг и с2 

в формуле (40) были равны нулю, а с другой стороны, чтобы было либо 
О"' — О"" = 0, либо О’ = G" = 0, то получим периодические орбиты, 
имеющие период 2тс/р в первом случае и 2тг/у— во втором. Каждая из 
этих периодических орбит зависит от двух произвольных постоянных.

Мы рассмотрели случай, когда 0 < р. < р.о. Если р > р0. то М < 0, 
вследствие чего все корни Хь ... будут комплексные числа с веществен­
ной частью, не равной нулю, а потому общее решение (44) можно напи­
сать так: 1

Е = е‘ (О' eos 0/4~ G" s*n + еЛ cos 7¿ + G"" sin ТО
т] = е1 (И' cos sin 0/) 4- ел (Н"' cos s*n

где а, х, 0, — вещественные числа, -не равные нулю.
Очевидно в этом случае и ¿5 являются для тела Р положениями 

неустойчивого относительного равновесия.
Что касается до промежуточного случая, когда р = р0, то он будет 

рассмотрен в следующем параграфе.

§ 44. Применение нормальных координат.
Эллиптические движения (46) и (47), на которые мы разложили дви­

жения бесконечно близкие к либрационным точкам L^ и ¿в, происходят 
по орбитам, оси которых наклонены к осям координат. Для того, чтобы 
проще изучить форму этих орбит, приведем уравнения движения (41) 
к тому виду, который имеют первые два из уравнений (31).

Уравнения (41) можно написать так:
ё о' _ 1 др " । оЁ_ 1

Отсюда ясно, что эти уравнения имеют интеграл 
¿2 ^2 = Л — С.

Таким образом, кривые нулевой скорости, определяемые уравне­
нием

4~ 2SEt] 4~ Т'т)2 = С, (48)

конические сечения с центром в либрационной точке
Чтобы привести уравнение (48) к каноническому виду:

нужно, как известно, повернуть оси координат на угол 0, определяемый 
равенством

tg 28 ^3(1-2^).

Новые координаты выразятся при этом через] старые при помощи 
соотношений

Ei = Еcos64-7¡ sin6, 7^ = — Esin64-т) cos6,

а коэффициенты А и В найдутся как корни векового уравнения

R— U> S 
и» — О 

S Т — и
или, в развернутом виде,

ш2 — Зш 4- р- (1 — р) = 0.

Следовательно

Таким образом, после указанного преобразования уравнения (41) 
примут вид:

« (49)

Полагая опять
, Ъ=Ееи, ^ = Feu,

получим
(X2—А)£—2ХЛ=0 
2Х£4-(Х2 —5)^=0.

Отсюда для X найдем прежние значения (45), но соответствующие 
отношения Р: Е будут уже иные.

Для Xj —0/ и Х2 =— 0/ соответственно найдем
F—pEi и F ——pEi,

где
где

F=R& 4-25^7)4- 7т)2.© ГП
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Точно так же для Х3 = у/ и Х4 =— у/ получим соответственно 
F=qEi и F = — qEi, 

где
T2+¿ 2Т 

4 2т ’

Сообразно с этим формулы (46) и (47) заменятся такими:
?! — E'cos ^t-\-E" sin T\i—E"pc.os$t — E’p sin (50)

и
^ = E'" eos ^t-\-E"" sin тС 7)! = E"”q eos yt—E"rq sin . (51)

Первая пара формул представляет движение по эллипсу 

р2^+^=р2(^2+^'2);
для движения, представляемого второй парой формул, уравнение траек­
тории таково:

q* = Q2 Ф"* + £""2) •

Отсюда ясно, что отношения полуосей этих эллипсов, равные соот­
ветственно р и q, а следовательно и их эксцентриситеты, не зависят от 
постоянных Е', Е", . . . , т. е. от начальных условий движения.

Прилагаемая табличка заключает величины, характеризующие дви­
жение вблизи точек либрации Li и ¿5.

В этом случае наряду с движением по эллипсу, представляемым 
формулами (50) или (51), которые становятся тождественными, мы будем 
еще иметь, как легко проверить, частное решение уравнений (49) вида:

= 10) sin

^ = ^2-1)

t-to 
1/2

t—ÍQ . /—/О 
(t— Zo) cos -j-sin

заключающее произвольные постоянные К и 1а.
Отсюда ясно, что уже при р = ро движение становится неустой­

— 9 А В ₽ Y

0.000 30° 0' 0" 0.0000 3.0000 1.000 00 0.000 00
0.Ó04 29 54 1 0.0090 2.9910 0.986 07 0.166 30
0.008 29 47 57 0.0180 2.9820 0.971 19 0.238 31
0.012 29 41 49 0.0269 2.9731 0.955 13 0.296 18
0.016 29 35 36 00359 2.9641 0.937 61 0.347 69
0.020 29 29 19 0.0448 2.9552 0.918 19 0.396 14
0.024 29 22 57 0.0537 2.9463 0.896 18 0.443 70
0.028 29 16 го 0.0635 2.9375 0.870 33 0.492 47
0.032 29 9 59 0.0714 2.9286 0.838 01 0.545 65
0.036 29 3 22 0.0802 2.9198 0.790 88 0.611 97

чивым.

§ 45. Критерий Тиссерана.
Заканчивая эту главу, оста­

новимся еще на одном примене­
нии интеграла Якоби, указанном 
Тиссераном.

Известно,что элементы ор­
биты кометы, прошедшей вблизи 
планеты, могут измениться очень 
сильно, вследствие чего отож­
дествить две кометы только на 
основании их элементов часто 
бывает весьма затруднительно, 
тем более что внешний вид и 
даже яркость комет очень из­
менчивы. Конечно, вопрос всегда 
может быть решен путем вычи­
сления возмущений одной из рас­
сматриваемых комет от времени 
ее появления до времени поя­
вления другой кометы. Однако такое

Рис. 9. 

вычисление требует немало труда,
так что производить его имеет смысл, лишь имея шансы на успешное

На рис. 9 изображены, в сильно увеличенном виде, эллиптические 
орбиты, приблизительно соответствующие случаю р = 0.01. Как показы­
вает приведенная таблица, чем меньше р, тем более точно большая ось 
рассматриваемых эллипсов совпадает с касательной той орбиты, которую 
точка У описывает вокруг 5.

Обратимся теперь к случаю, когда
р = Ро = 0.038 5 . . 

и следовательно
= “7= > Х3 =

6 = __ 28°59' 10", А = 0.085 786 44,

i

В = 2.914 213 56.

отождествление.
Большие изменения элементов, придающие орбите заметно другой 

характер, происходят только тогда, когда комета проходит очень близко 
от планеты, в особенности от такой планеты, как Юпитер. Вследствие 
большой массы Юпитера и значительного удаления его от Солнца, для 
кометы, расстояние которой от Юпитера меньше чем примерно 0.3, при­
тяжение Юпитера оказывается более сильным, чем притяжение Солнца(§ 72).

Именно, за короткое сравнительно время таких близких прохождений 
и происходят те большие изменения элементов, по сравнению с которыми 
обычные возмущения, производимые остальными планетами, не имеют 
почти никакого значения. Поэтому в первом приближении рассматривае­
мый случай можно уподобить ограниченной проблеме, тем более, что 
эксцентриситет орбиты Юпитера мал и, кроме того, комета остается 
в сфере его влияния лишь короткое время,в течение которого уклонение 
движения Юпитера от кругового весьма незначительно.

Таким образом, сохраняя обозначения, введенные в § 38, мы видим, 
что координаты (х, у, г) кометы должны удовлетворять равенству (4), т. е.

х2 -ф у- г- = л2 (х2 J- у2) 26г Х ¡ _ с
1 О;

(52)
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Это соотношение дает, очевидно, следующее необходимое условие 
тождественности двух комет: две кометы могут оказаться тождествен­
ными только в том случае, если постоянная Якоби С у них одинакова.

Чтобы применить найденное условие, нужно вычислить для каждой 
кометы относительные координаты х, у, г и компоненты относительной 
скорости х, у, z, после чего равенство (52) даст соответствующее этой 
комете значение С.

С целью упрощения применения этого критерия перейдем к непо­
движной гелиоцентрической системе координат Strfc, у которой ось SC 
параллельна оси Oz.

Условившись считать время от того момента, когда оси Sx и 
совпадают, будем иметь

х Oj = cos nt-]- -q sin nt 
у — — ? sin nt-]- 7¡ cos nt 
Z = i.

Отсюда следует, что
x2 у2 = $2 -ф- т]2 — 2Д1 (i cos nt-]- 7] sin nt} a2

X2 +^2 4- ¿2 = ¿2 + ^2 4- ¿2 + П2 ($2 4- T]2) — 2л (^ — 7^) .

Поэтому уравнение (52) в новой координатной системе примет 
такой вид:

— 2«2at (^ cos л/-)-7! s¡n/г0 + л2<21 —С-
Эту формулу применяют для вычисления С тогда, когда комета на­

ходится уже далеко от возмущающей планеты и потому ее движение 
происходит почти исключительно под влиянием притяжения Солнца. 
Пользуясь этим обстоятельством, формулу можно существенно упростить.

Обозначим через а, е, i, ... элементы кометы в ее движении вокруг 
Солнца. Принимая массу Солнца за единицу, положим 7Wi = l. В таком 
случае интеграл площадей и интеграл живой силы проблемы двух тел 
позволят нам написать следующие равенства:

2 л (сд — Т^) = 2^2 (у + у2
\ О Г 2 (53)

р eos i

где через г — г\ обозначен радиус-вектор кометы.
Следовательно, равенство (53) можно заменить таким:

а ^Д-Чп'к cos/ —Co-J-S, 
где среднее суточное движение Юпитера п заменено через ri для отличия 
от элементов кометы и кроме того положено

Со = СГ2
Ъ = 2п'2Ь a^t cos n't-\--q,sin n't)— ri2k a2— 2/л2г2

В тех случаях, с которыми приходится иметь дело на практике, 
координаты ? и т) невелики. Так как а} и т2 величины очень малые (по­
рядка 0.001) и, кроме того,

п'^= 0.084 3045,
то 6 можно отбросить.

Мы видим, таким образом, что после прохождения кометы через 
сферу влияния Юпитера выражение 

а 1-|~2л'^ —e2)cos/ = C0

1 Приводимые нами числа заимствованы из работы: М. К a m i é n s k i, Recherches sur 
le mouvement de la comète périodique de Wolf, Bulletin de l’Académie Polonaise des Sciences 
et des Lettres, Série A, 1925.

(54)

должно сохранить свою величину.
Это равенство и представляет критерий Тиссерана, дающий 

необходимое (но, конечно, недостаточное) условие тождественности двух 
комет.

Заметим, что соотношение (54) может быть несколько уточнено, 
если, с одной стороны,принять во внимание поправочный член 3,а с дру­
гой— среднее суточное движение Юпитера заменить его угловой гелио­
центрической скоростью

до'__Ьу/ р'
41 г'2 ’

или, пренебрегая квадратом эксцентриситета Юпитера,
dv'__ ky/a' 
di г'2

Таким образом, более точная формула имеет вид:
— 1 ----- —2

а Ц- 2 у а' а (1 — е2) г' eos i — 3 = Со. (55)

Радиус-вектор Юпитера г' лучше всего взять для момента предпо­
лагаемого приближения кометы к Юпитеру.

В качестве иллюстрации к изложенной теории рассмотрим прибли­
жение кометы Вольфа к Юпитеру в 1922 году, изученное М. Каменским.1

Оскулирующие элементы этой кометы до входа в сферу действия 
Юпитера и после выхода из этой сферы таковы:

1922 Июль 8.0 1922 Дек. 15.0
Жо = 191°8' 55".2 234°44'28".7
? = 34 44 48.9 24 49 59.7
n = 528".4530 432."1289
Q = 205°38'57".3 205°7' 22".2 1
K = 18 49 38.8 5 24 9.4 ( 1925.0
i = 27 39 9.7 29 3 0.0 J
a 0.55133 0.60960
ri P ■■■ 0.19037 0.26266
COS Í ... 9.94732 9.94161

Такое большое изменение элементов объясняется тем, что мини­
мальное расстояние между кометой и Юпитером дошло 27 сентября 
1922 г. до Д = 0.1247.

Принимая а! — 0.71624, 1§/= 0.73604 и пренебрегая в формуле (55) 
малой величиной о, получим для двух указанных моментов такие значения:

Со = 0.49221 и 0.49193.

Мы видим, таким образом, как 
при больших изменениях элементов.

мало меняется величина Со даже
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ЧАСТЬ ВТОРАЯ $ 47. Выражение производных через разности 133

ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ И ЕГО ПРИМЕНЕНИЕ К ИЗУЧЕНИЮ

ДВИЖЕНИЯ СВЕТИЛ

ГЛАВА VIII.

ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИИ.

§ 46. Введение.

Все проблемы Небесной механики приводятся в конечном счете 
к решению тех или иных дифференциальных уравнений. Поэтому про­
гресс Небесной механики всегда был неразрывно связан с развитием 
методов решения дифференциальных уравнений.

Только в самых простых случаях, как например в задаче двух тел, 
дифференциальные уравнения могут быть проинтегрированы в конечном 
виде. Вообще же решение не может быть выражено при помощи извест­
ных функций, и потому приходится прибегать к другим методам решения 
дифференциальных уравнений. Наиболее общими и в то же время наи­
более мощными из таких методов являются два: 1) метод интегрирования 
при помощи рядов и 2) метод численного интегрирования.

В этой главе мы изучим со всеми подробностями численное инте­
грирование дифференциальных уравнений.

Впервые численные методы были применены, и притом с большим 
успехом, Клэро (1713—1765) при вычислении возмущений кометы Галлея. 
Употребленный им способ интегрирования был усовершенствован Далам- 
бером, Эйлером и особенно Лапласом, но окончательную свою форму он 
получил в руках Гаусса 1 в виде так называемого метода квадратур.

1 Р. Н. Cowell and А. D. Сг о mm el in, The Orbit ofJupiter’s Eighth Satellite, Monthly 
Notices, 68, 577—581.

P. H. Cowell and A. D. Cr ommeli n, Essay on the return of Halley’s Cornet, Pu­
blikation der Astron. Gesellschaft, 23, 1910.

2 Appendix to the Volume of Greenwich Observations for the 1909, 84.
d2<3 J. Jackson, Note on the numericai Integration of = f (x, f), Monthly Notices, 

84, 1924, 602.
4 Относительно этих методов, представляющих большой интерес для техники, см. 

А. Н. Крылов, Лекции о приближенных вычислениях, 3-е изд., 1935.

Метод квадратур был создан для решения определенной задачи: 
вычисления возмущений комет и малых планет. Этим объясняется, что 
до недавнего времени этот метод обычно рассматривался не как общий 
способ интегрирования какого угодно уравнения, а как способ вычи­
сления возмущений, т. е. вычисления небольших поправок к реше­
нию, уже приближенно известному.

В астрономических вопросах такое исходное приближенное решение 
дается невозмущенным движением по законам Кеплера.

* С. F. Gauss, Exposition d’une nouvelle méthode de calculer les perturbations plané­
taires (Nachlass), Werke, 7, 1906, 439—472.

Формулы Гаусса впервые были опубликованы Энке (J. F. Encke, Über mechanische 
Quadratur, Berliner Astr. Jahrbuch für 1837, Berlin 1835. Перепечатано в Gesammelte mathe­
matische und astronomische Abhandlungen, Berlin 1888, 21—60).

Употреблявшееся ранее наименование „механические“ квадратуры не только утратило 
сейчас свой смысл, но и может дать повод к недоразумениям.

Поэтому, когда в 1908 г. был открыт восьмой спутник Юпитера, 
движение которого весьма мало похоже на движение по законам Ке­
плера, и когда, таким образом, пришлось встретиться с динамической 
задачей общего характера, Коуэлл не обратился к „механическим ква­
дратурам“, а создал особый метод численного интегрирования уравнений. 
Таково происхождение метода Коуэлла, привлекшего к себе внимание 
в особенности после блестящего применения к предвычислению возвра­
щения кометы Галлея в 1910 г. 1

Заканчивая работ)' о движении кометы Галлея, Коуэлл сделал весьма 
важный вывод из своего обширного опыта применения численного инте­
грирования;2 вывод, который долго не обращал на себя внимания,3 
хотя теоретически он почти очевиден. Этот вывод заключается в том, 
что метод Коуэлла может быть существенно улучшен, но после этого 
улучшения он становится совершенно идентичен с методом квадратур 
в той форме, какую ему придал Гаусс.

За последние десятилетия численное интегрирование уравнений 
стало применяться и за пределами Небесной механики. В связи с этим, 
Адамсом, Штёрмером, Рунге и другими было предложено еще несколько 
методов. Но все эти методы гораздо менее совершенны, нежели метод 
квадратур, и потому в Небесной механике широкого применения найти 
не могут.4

Тем не менее мы не будем ограничиваться в дальнейшем выводом 
формул метода квадратур, но рассмотрим и другие методы: это позволит 
выяснить преимущества метода квадратур.

§ 47. Выражение производных через разности.
Значения каждой функции мы будем рассматривать для значений 

независимого переменного t, образующих арифметическую прогрессию
. . . t0 — 2w, ta — w, t0, 70-j-w, 704-2w, . . .

причем значения, например,\ функции /(7) будем обозначать через

Л=Ж)>
где

tk — to Ч- kw.
Прилагаемая схема (стр. 134) наглядно показывает ту систему обо­

значений разностей, которой мы будем пользоваться в дальнейшем.
Таким образом

Л+Т ~Л+1 ik
fz — fi i _ л i 'й

при любом целом значении k.
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$ 47, Выражение производных через разности 135134 VIII. Численное интегрирование дифференциальных уравнении

Суммы 
2-го порядка

Суммы 
1-го порядка

Значения 
функций

Разности 
1-го порядка

Разности 
2-го порядка

Разности
3-го порядка

— 2 Со
С/,

. . .
• . «

. . .

— 1 &
/-1-7,

с, Л
Л.

0 X’
'Г*

4
А

/о
3

. . .

1 Л
• • .

. . .

2 гр '2 . . .
...

. . .

. . .

...Л ___ /I___ 1_/в I 

ЗАМЕЧЕННЫЕ ОПЕЧАТКИ

Стра­
ница Строка Напечатано Должно быть По чьей вине

134 6 сверху 3
%

у3
Сз типографии

Одно из значений столбца сумм первого порядка может быть взято 
произвольно. Остальные вычисляются по формуле

Сц=44+А О)
Точно1 так же, взяв произвольно одно из значений вторых сумм,

— 2
например /о , мы получим все остальные числа этого столбца по формуле:

а (2)

делая # = 0, 1, 2, ... и ¡г — —1, —2, —3, ....
Вышеуказанная разностная схема часто пополняется еще полусум­

мами двух соседних величин одного и того же столбца. Для этих полу­
сумм применяются следующие обозначения:

7'=4</Д‘+4+;),

позволяет выразить значения производных /(О при I — Ч через разности 

строки л = . Получим:

~ 2 ^С2^*С+12^^^
\ /К

„Л (^\ ----  1 ___1_ /8 1_____L 1 1 4- . . .

(лН”у*+о 12Уй+т^24Ул+С4 'к (5)

■ ■ ■
В способах численного интегрирования уравнений, предложенных 

Адамсом и Штёрмером, находят применение еще следующие формулы, 
выражающие рассматриваемые производные через разности, расположен­
ные по восходящей диагонали:

Обратимся теперь к выражению производных через разности. Возь­
мем сначала интерполяционную формулу Стирлинга

2-2

3! у* ' 4!

Дифференцируя это равенство по г и делая затем г = 0, получим:© ГП
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§ 47, Выражение производных через разности 135134 VIII. Численное интегрирование дифференциальных уравнений.

Суммы 
2-го порядка

Суммы 
1-го порядка

Значения 
функций

Разности
1-го порядка

Разности 
2-го порядка

Разности 
3-го порядка

— 2

— 1

с‘ £
с, д.

Лк
. . .

. . .

нриилвильни. остальные вычисляются по формуле

'-р 2 к’

I

(1)

Точно’ так же, взяв произвольно одно из значений вторых сумм, 
— 2

например/о , мы получим все остальные числа этого столбца по формуле:

—2
(2)

делая ^ = 0, 1, 2, ... и ¡г — —1, —2, —3, ....
Вышеуказанная разностная схема часто пополняется еще полусум­

мами двух соседних величин одного и того же столбца. Для этих полу­
сумм применяются следующие обозначения:

Г-1 
к

1 1

1 —1 -2 1 —2 (3)

Обратимся теперь к выражению производных через разности. Возь­
мем сначала интерполяционную формулу Стирлинга

5! /2 I - р)« I Р)

3! 4! к

Дифференцируя это равенство по г и делая затем 2 = 0, получим:

Ю 1 ^)к — р----- /3 : — /5-----— р 4-
J к 67* 1 ЗО7* 140J'

ш2 /'фЧ\ 
Фр /

1 1 1— /а — А р 4-р _  р 4- 
Л 'к 12у^90у* 560у* '

иР 1 1 7। — р__ А р 4- Р_4^ 1 1207* ’ * ’

wi 1( дЧ'' 
\зр

1 7Р_ ±. /в д__ :_ /«__  
^Jk । 240‘ ‘

иР \ = р _ 1 р 4.
/ к -\Jk\-'-/к °

иР \дР
)=Л-лЛ+- ■ • 
/ к

Совершенно так же формула Бесселя

(4)

(2-4-1) 2 (2-1) (г-2) 
4!

_ 2(2—Шг
+М = А+4- 4----------- -¿у

позволяет выразить значения производных /(/) при 1 = через разности 

строки л = ^4_ • Получим:

“(лЛ 120/*+‘ ' ’ '

1 <5>

■■■

— Р 1 ——/в 1___ 2Л+2______ ' ‘ ’

В способах численного интегрирования уравнений, предложенных 
Адамсом и Штёрмером, находят применение еще следующие формулы, 
выражающие рассматриваемые производные через разности, расположен­
ные по восходящей диагонали:

(6)
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$ 48. Интегрирование уравнений первого порядка 137136 УШ. Численное интегрирование дифференциальных уравнений.

Эти соотношения получаются тем же приемом из интерполяционной 
формулы Ньютона:

■ ■ ■

Примечание. Для обозначения разностей, кроме вышеуказанных, 
употребляются еще и другие символы. Величину //, где / — целое число, 
а п— половина целого числа (четного или нечетного), обозначают 
через/'(л) или/.(л), или через или, наконец, через Д'.

§ 48. Интегрирование уравнений первого порядка. Разностные методы.

Пусть дано дифференциальное уравнение

(7)

Требуется вычислить таблицу значений функции х(1), удовлетво­
ряющей этому уравнению и начальному условию

х(/0) = х0, 
где А» и х0— заданные числа.

Полагая, как всегда, х(/04-^) — хк, займемся вычислением хи х2, 
х3, . . . Наша задача будет решена, если мы дадим средство для вы­
числения разностей

хь+1 хь~ ^¿+4 ’ (й = 0, 1, 2, . . . ).

Так как
/4 I \ । /4х\ . ш2 / ^х\ .

ТО
. _  и> (дх\ ,и>2 /д2х\ , '

1! у Лу ' 2! ( ей2 ) ' ‘

Полагая
^(х, о =/(/),

и принимая во внимание уравнение (7), получим:

Л*+2 4+ 2 6 (^7^24 ' ’ ' ' Л

Эта формула в сущности решает поставленную задачу. Однако ее 
применение 1 весьма неудобно, так как требует вычисления производных

1 Метод интегрирования уравнения (7), основанный на употреблении формулы (8), 
носит название метода Эйлера. Этот метод применяется только в том случае’ 
когда в формуле (8) можно ограничиться двумя - тремя членами, т. е. когда интервал Ф 
очень мал, или же когда требуется небольшая точность.

МП И2/)

Выразим поэтому стоящие здесь производные через разности. Поль­
зуясь соотношениями (6), получим формулу:

* , . К1 . 5 ,2 3 д . 251 / . 95 / . ,
ЛМ-’ “4 + 288^-| + ‘ ’

представляющую метод Адамса. Соотношения (5) дают формулу

Л f I 1 / 1 I И /А+уЛ+2 '

которую можно написать так: 

л . 1 2 ,И / 191 /
12 7207*+| ’ 60480 Ь

2497 /
3 628 800 7/г+у (10)

ибо

Л+ А — 2 У* +7= ~2~ (А 4~Л “ЬЛ-р а) = А + 2^+у ’

Эта формула дает метод интегрирования, который можно назвать 
методом Коуэлла (так как аналогичный метод для уравнений вто­
рого порядка был предложен Коуэллом).

Когда х2, . . . , хк уже вычислены, то формула (9) сразу
дает хй+1. Что же касается формулы Коуэлла (10), то она выражает 
искомую разность хА+1 — хк через такие разности/2,/4,. . ., которые 
зависят от Д+1, . . . , а следовательно и от хй+1, хА+2, .... Эти
разности /77 Ф*+\ > ■ ■ ■ в первом приближении находят экстраполиро­
ванием; затем, после того как найдены соответствующие хк+1, х^, .... 
их вычисляют обычным порядком и, если нужно, повторяют вычисление 
хк_^, • ■ ■ ■ Благодаря быстроте, с которой убывают коэффициенты
в формуле (10), этот процесс сходится настолько быстро, что второе 
приближение оказывается излишним, если только интервал ш взят не 
слишком большой.

В тех случаях, которые встречаются в Небесной механике, а именно 
при вычислении возмущений элементов орбиты, правая часть уравне­
ния (7) изменяется медленно при изменении переменной х, которая в свою 
очередь меняется мало. Благодаря этому применение формулы (10) осо­
бенно упрощается, так как значения функции / и все ее разности могут 
быть вычислены наперед для нескольких интервалов при помощи при­
ближенных значений х.

Формулы (9) и (10) могут быть применены только тогда, когда уже 
найдено несколько первых значений хь х2, х3, . . . искомой функции, 
необходимых для вычисления разностей ф, ф2, . . . , входящих в эти 
формулы.

Значения хъ х2, ... (а также х_г, х_2, . . . ) обычно вычисляются, 
при помощи разложения интеграла в ряд

Л(0 ——Ч)+трЛо—иг4~ • • •© ГП
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Коэффициенты этого ряда найдем, продифференцировав несколько 

раз уравнение (7) и положив затем t — t0.
Иногда эти начальные значения хг, х_1г х2, х_2, . . . определяют 

последовательными приближениями (§ 57). Пример такого приема будет 
дан в § 55.

Отметим также возможность нахождения нескольких первых значе­
ний xlt х2, х3, . . . методом Эйлера.

§ 49. Метод квадратур для уравнений первого порядка.
Недостатком разностных методов, рассмотренных в предыдущем 

параграфе, является накопление ошибок при вычислении хь х2, . . . по 
их разностям А.

Действительно, для определения хп мы имеем равенства
■Ч — х0 = Д1, х2 —х^Аз,. . . , хп —хл1 = Д,;_ 1. 

2 2 2

Складывая их почленно, получим:
Я—1

Xn Х0~ S • (11)
о 2

Если погрешность каждой из разностей А заключена в пределах 
от —s до +е, то наибольшая возможная погрешность хя будет ±еп. 
Как известно, достижение погрешностью этой предельной величины 
чрезвычайно мало вероятно, однако все же при больших значениях п 
приходится серьезно считаться с прогрессивным понижением точности.

Чтобы лучше показать, каким образом может быть ослаблено на­
копление ошибки, возьмем, например, формулу (10), имеющую вид

где через Red обозначена поправка, которая должна быть придана 
к значению функции / для получения искомой разности А; допустим, для 
простоты, что значения функции совершенно точны в пределах употре­
бляемого числа знаков. В этом случае поправка Red будет все же иметь 
некоторую ошибку, зависящую как от округления, так и от отбрасывания 
членов в формуле (10).

Итак, накопление ошибки в хп при употреблении формулы (12) 
происходит от двух причин: от употребления ограниченного числа знаков 
при вычислении функции f и от неизбежной ошибки, которую мы делаем 
при нахождении поправки Red благодаря округлению и отбрасыванию 
членов.

Суммирование ошибок первого рода является неизбежным, но не 
имеет вредных последствий, поскольку точность вычисления / находится 
под нашим непосредственным контролем. Что же касается до суммиро­
вания ошибок в поправках Red, более вредного, поскольку эти ошибки 
труднее контролируемы, то его можно избежать целесообразным изме­
нением метода.

Подставим с этою целью выражение (10) в равенство (11).
Это даст

КД 1 г 11 4л°~ ~ 12 720^L/a+J ~ ’ - (12)
о о 0 >

Из соотношений (1) и (3) получаем:

Но, на основании (3),

поэтому 
г 1 =/“1__ Л1 7 Мт А- •

Аналогично 
.2 ___ 1 1 4 ___ 3 3

А+’ А-н А’ А+’ А+1—А>* • •
Пользуясь этими равенствами, легко убедиться, что

п— 1 п—1

Следовательно формуле (12) можно придать такой вид: 

х = у-1 К f 4—И у3 191__f I 
" Jn____60 4807" г‘

■ f-i . Г fi И /3 1 191 Л
' о 12 7о 720 А । 60 480’'°

Так как один член столбца первых сумм может быть выбран произ­
вольно, то обычно определяют /~1 из условия

• • (13)
тогда

хп^^п ~“12 720 ~ ' (14^

Вычисление по этой формуле свободно от указанного выше недо­
статка накопления ошибок, ибо ошибка хп, зависящая от округлений 
и отбрасывания членов в поправке

720^п~ ' ’ ”

при надлежащем выборе интервала и), не отражается на величине 
фп=шР(хп, а потому не влияет на последующие значения х.

Метод интегрирования уравнения (7), основанный на употреблении 
формулы вида (14), мы назовем методом квадратур, так как в слу­
чае, когда правая часть уравнения (71 не содержит х, такая формула 
обращается в формулу квадратур (§ 56).

Разностному методу Адамса, основанному на формуле (9), соответ­
ствует, как легко видеть, метод квадратур, заключающийся в применении 
формулы:

А=А-|+т^А_г+4^"-^ • •> О5)© ГП
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причем начальное значение столбца сумм определяется равенством 

-1 1 , 5 1 3 а

Этот метод можно назвать, в отличие от предыдущего, известного 
еще Гауссу, методом квадратур Адамса.

§ 50. Вторая форма метода квадратур для уравнений первого порядка.

Рассмотрим теперь такую проблему: интеграл уравнения 

определен заданием величины
/ . ш\

Х р 2/;

требуется вычислить таблицу значений этого интеграла для значений 
аргумента

где любое целое число.
Прежде всего покажем, каким образом может быть вычислена иско­

мая функция х(1) для значений аргумента вида

= *о 4" ш = Ш'
Определим разность

Применяя опять разложение в ряд Тэйлора, найдем:

" Л । [дх\ щ3 / №х \ ш5 /йъх\ .

Воспользуемся уравнением (7) и применим формулы (4). Это дасг

й — / 4- 1 /а 17 4 367 /6 нб)
* АТ24Л 5760967 680 ’ Ц у

/
Полученная формула удобнее формулы (10) в том отношении, что 

содержит только разности, тогда как формула (10) требует вычисления 
полусумм разностей.

Начальные значения определяемой функции, например

находят или при помощи разложения х(/) в ряд или способом последова­
тельных приближений.

Таким образом, формула (11) дает метод интегрирования, аналогич­
ный методу Коуэлла. Соответствующий ей вариант метода квадратур 
получим, просуммировав равенство (16) от ^ = 0 до % — п—1. Это даст

то будем иметь более простую формулу:

Методы, основанные на употреблении формул (16) или (17), не могут 
иметь широкого распространения потому, что эти формулы дают 
х^1к± ’ в т0 вРемя как !для вычисления правых частей этих формул

нужно знать Таким образом, применяя эти формулы, нужно все 
время интерполированием в середину находить

Только в тех случаях, когда вторыми разностями х^) можно прене­
брегать, применение формул (16) или (17) может быть выгодно.

------------ - — ---------------- ---------------------«л.гпайлфпл пиихоэьам__ /17^

ЗАМЕЧЕННЫЕ ОПЕЧАТКИ

Стра­
ница Строка Напечатано Должно быть По чьей вине

141 2 снизу тл+1 т2, 1 
л+г автора
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причем начальное значение столбца сумм определяется равенством

-1 1 5 1 3 з

Этот метод можно назвать, в отличие от предыдущего, известного 
еще Гауссу, методом квадратур Адамса.

§ 50. Вторая форма метода квадратур для уравнений первого порядка. 

Рассмотрим теперь такую проблему: интеграл уравнения

7-^
определен заданием величины

I . ш\А'р 2 р

требуется вычислить таблицу значений этого интеграла для значений 
аргумента

где любое целое число.
Прежде всего покажем, каким образом может быть вычислена иско­

мая функция л(/) для значений аргумента вида

----- J удоонее формулы (10) в том отношении, что 
содержит только разности, тогда как формула (10) требует вычисления 
полусумм разностей.

Начальные значения определяемой функции, например

Л и>
2

находят или при помощи разложения х(ф) в ряд или способом последова­
тельных приближений.

Таким образом, формула (11) дает метод интегрирования, аналогич­
ный методу Коуэлла. Соответствующий ей вариант метода квадратур 
получим, просуммировав равенство (16) от # = 0 до # = п—1. Это даст

А .-г , 1 ,1 17 зх ф-т) =/-} + йЧ ' 5760 ’• 

/ ш\ -1 1 1 17 з
+ Д'" “ т) й7- 1 - 5760 >-

с ¿-1Если 1_у_ определить условием
2

/. т\ -1 , 1 1' 17 ,з .

то будем иметь более простую формулу:

х т) 4 +24_ 5760^-2-+ • • ■ (17)

Методы, основанные на употреблении формул (16) или (17), не могут 
иметь широкого распространения потому, что эти формулы дают 
х^1к± > в т0 вРемя как иля вычисления правых частей этих формул

нужно знать х^. Таким образом, применяя эти формулы, нужно все 
время интерполированием в середину находить х(1к).

Только в тех случаях, когда вторыми разностями х^) можно прене­
брегать, применение формул (16) или (17) может быть выгодно.

Для того чтобы устранить указанное неудобство, выведем из (17) 
формулу, дающую хп — х(1у Для этого обратимся к хорошо известной 
формуле интегрирования в середину

I . ш\ 12 3 4 5 в

которая получается из формулы Бесселя (приведенной на стр. 135) 
1при г = -2- .

Полагая в этой формуле

с?(д)=хип—2) 

и замечая, что
1 / . , 1 А ш\+ -• = У Х - + 2 ) + 2 Х “ 2 ) -

1п । 24у" 5760у" '
а потому

2 _ А । /__ 121 / 4-
?„+1— 1п Д^А 576(Г"'г ’ ' ’’© ГП
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получим
= 1 1 / , И / 191 У I /1^' А

хп 12++ 720^ 60480 ‘ ' (17Ь1э)

Таким образом вычисление хп будет происходить, как и следовало 
ожидать, по формуле, тождественной с формулой (14). Но начальный 
член столбца сумм будет в рассматриваемом случае определяться равен­
ством

=1 I. ш\ 1 ? । I7 У 367 у , /1ОЧ2 у а + 576О^- 4 967680^-‘

Пр и м е ч а н и е. I. Изложенные способы численного интегрирования 
уравнения (7) без изменения распространяются на системы уравнений 
вида

у’У’ г’

В этом случае интегрирование ведется параллельно на трех от­
дельных листах.

Примечание II. При употреблении указанных формул выгодно 
пользоваться следующими приближенными равенствами:

Н: 720= 1: 65 — 0.000107
191: 60480= 1: 317 + 0.000004

2 497 : 3 628 800 = 1 : 1 453 — 0.000 000
17 : 5 760 = 1 : 339 + 0.000 001

367 : 967 680 = 1 : 2 637 + 0.000 000.

§ 51. Пример интегрирования уравнения первого порядка.

Вычислим таблицу значений интеграла уравнения 

определяемого начальными значениями 4 = 0, х0 = 1.
Взяв интервал ю = 0.1, получим

/(/) = 0.05x7. (*)
Для определения первых значений интеграла, в этом случае лучше 

всего воспользоваться разложением в ряд. Дифференцируя данное урав­
нение и полагая 7 = 0, получим:

хт _ о хи _ + щи _ л угг — ДЛо — Ло — 2 ’ и’ 0 4 ’ ' ‘
Следовательно,

^=1 + |^ + з12^+- • •

Этот ряд дает возможность найти пятизначные величины х для 
7=±0.1, ±0.2.

Дальнейшие вычисления ведем по нижеследующей схеме, в которой 
жирным шрифтом отмечены значения х, полученные при помощи ряда, 
а также соответствующие значения У, У1, . . . Полусуммы значений У, 
71, . . . вписываются между соответствующими строками.

7 Таблица А.
7 |

У-1 д f2 Red X

1
— 0.2

1
— 0.010100

+ 5 087 i
1.010 05

-0.1 — 0.005 013
+ 5 013

— 74
+ 74

1.002 50

0.0 1.000 417 0.000 000 + 5 013 0 + 74 — 417
1.000 00 I

X 0.002 506 + 5013 + 37 + 74
0.1 1.002 923 0.005 013 + 5 050 + 74 + 74 — 420 1.00250 ;

0.007 556 + 5087 + 111
0.2 i 1.010 479

1

0.010 100
0.012 717

+ 5161
+ 185

+ 74 — 429 1.010 05

1 0.3 1.023 196
0.018 063

+ 5346
+ 259

+ 74 — 444 1.022 75

0.4 1.041 259 + 5 605 + 74 — 466
1.040 79 J

В таблице А вписаны исходные данные и, кроме того, проведено 
первое приближение для получения х3 = х(О.З) и х4 = х(0.4).

Прежде всего, для строки 7 = 0.0 вычисляем

Red=~ + +§+- • ■ ■ ,

и полученную величину Red =— 417 (выраженную в единицах 6-го знака, 
как и все величины f, f1, . . .) вписываем в соответствующий столбец. 
Затем находим основной член столбца сумм

f~1 = х0 — Red = 1.000 417.

Чтобы найти следующие члены столбца сумм, составляем полусуммы 
в столбце У и пользуемся соотношениями

После этого переходим к экстраполированию величин, нужных для 
вычисления х3 и х4.

Исходя из допущения, что четвертая разность равна нулю, получаем 
А = Л = Л = Л = + 74.

Затем последовательным сложением находим

/=+111, /3—+ 185
2’ 2

и т. д., пока не получим /+, f~\
Наконец по формуле (**) вычисляем Red, что дает значения х(7).., 

указанные в последнем столбце. На этом заканчивается первое при­
ближение.© ГП
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Для второго приближения вычисляем, по формуле (*), У3 и Д. Затем 
с новыми, более точными значениями разностей повторяем вычисление 
х3 и х^

Окончательные результаты показаны для большей ясности отдельно, 
в таблице В. На практике первое приближение часто делается каранда­
шом, а второе чернилами. В таблице В величины, полученные экстра­
полированием и еще не исправленные вторым приближением, набраны 
курсивом.

Таблица В.

Г /-1 f У1 У2 f Red X

0.0 1.000417 0.000 000 + 5013 + 74 — 417 1.000 00
0.002 506 + 37 + 3

0.1 1.002 923 0.005 013 + 5050 + 77 — 420 1.00250
0.007 556 + 114 + 3

0.2 1.010 479 0.010 100 + 5164 + 80 — 429 1:010 05
0.012 720 + 194 + 5

0.3 1.023199 0.015 341 + 5358 + 83 — 445 1.022 75
0.018 078 + 277 + 5

0.4 1.041 277 0.020 816 + 5635 + 86 -469 1.04081
0.023713 + 363

0.5 1.064990 + 5998 — 502 1.06449
0.029 711

0.6 1.094 701
■ 1 1

— 545
1.09416 j

После того как получено несколько значений Red, порядок вы­
числения целесообразно несколько ^изменить. А именно, вместо того 
чтобы находить экстраполированием разности, нужные для вычисления 
Red, лучше экстраполировать непосредственно эту величину. Такое экстра­
полирование показано в таблице С, в которой экстраполированные зна­
чения даны курсивом.

Таблица С.

Red A Д’

— 417
— 3

— 420
— 9

— 6

— 429
- 16

— 7

— 445
— 24

— 8

— 469
— 33

— 9

— 502
— 43

- 10

— 545

Этим путем в таблице В найдены х5 и х6, первое из которых полу­
чилось совершенно точно, а второе ошибочно только на одну единицу. 
Во всяком случае, значения /5 и у6, вычисленные с этими х5 и х6, будут 
окончательные и их перевычислять не придется.

В заключение покажем, каким образом та же самая задача решается 
методом Адамса (разностным).

В этом случае вычисление ведется по формуле (9), которой мы при­
дадим такой вид:

пл 1 Л । 5 2 3 з 251 < । 1 А
Red —-2/„_!.+¡2A +

2 j
xn+i = xn+\+H-

Результаты вычисления приведены в таблице D. Жирным шрифтом 
напечатаны точные значения, с которых мы начинаем вести численное 
интегрирование. Функция ее разности и поправка Red вычислены 
-с шестью знаками.

Таблица D.

Все вычисленные значения х вполне точны. Только при продол­
жении интегрирования значительно дальше (или при употреблении

t X A f У1 У2 У3 У4 У5 Red

-0.2 1.010 05 — 0.010 100
+ 5 087

— 0.1 1.002 50 — 0.005 013
+ 5 013

— 74
+ 74

0.0 1.000 00 0.000 000
+ 5013

0
+ 74

0
+ 6

0.1 1.002 50 / 0.005 013
+ 5 087

+ 74
+ 80

+ 6
— 6

0.2 1.010 05
+ 12 70

0.010 100
+ 5 241

+ 154
+ 80

0
+ 7

+ 2 602

0.3 1.022 75
+ 1806

0.015 341
+ 5 475

+ 234
+ 87

+ 7
+ 2

+ 2719

0.4 1.040 81
+ 23 68

0.020 816
+ 5 796

+ 321
+ 96

+ 9
+ 1

+ 2 863

0.5 1.064 49
+ 28 68

0.026 612
+ 6 213

+ 417
+ 106

+ io + 3 069

0.6 1.094 17
+ 36 15

0.032 825
+ 6 736

+ 523 + 3 320

0.7 1.130 32
+ 43 19

0.039 561 + 3 629

0.8 1.173 51 1
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146 VIII. Численное интегрирование дифференциальных уравнений $ 52. Интегрирование уравнений второго порядка 147

большего интервала ш) становится ощутимой разница в точности между 
методом Адамса и методом квадратур, особенно если вычислять, как это 
делалось в настоящем примере, функцию / с одним запасным знаком.

§ 52. Интегрирование уравнений второго порядка. Вычисление инте­
грала, заданного двумя значениями.

Перейдем теперь к изучению 
уравнений вида

методов численного интегрирования

(Рх

Каждый интеграл х^} уравнения второго порядка может быть- 
задан либо своими значениями в двух точках, например значениями

Х-^х^-ю), х0 = х^,
либо значениями

.... • ídx 
хо = х^> =

Применение соотношений (6) дает основную формулу метода 
Штёрмера (аналогичного методу Адамса):

3 „ , 863
4012 096 Л-Л- • (20)

Сравнение коэффициентов двух последних формул сразу показывает 
преимущество метода Коуэлла: если значения Д вычисляются с ошибкой 
± е, то разности 1-го, 2-го, 3-го, . . . порядков имеют ошибки, заклю­
чающиеся в границах =!= 2е, ± 4е, ± 8е, . . ., поэтому в формуле (20), 
в которой все коэффициенты близки к ошибки разностей высших 
порядков будут чувствительно искажать значение Д’. Формула (19) 
благодаря быстрому убыванию коэффициентов свободна 07 этого 
недостатка.

Вычисление по методу Коуэлла ведется следующим образом.
Зная х_, и х0, мы можем вычислить

которые принимает этот интеграл и его производная в начальной 
точке ?0.

В этом параграфе мы рассмотрим первый случай: будем считать 
х1 и х0 заданными величинами. По этим данным требуется вычислить 
остальные значения х2, . . . искомой функции.

Наряду с первыми разностями

Дь 1 = X. — X. . , Дьк1==Хь,1 X. к - к к—1 ’ «+1 к2 2

введем в рассмотрение вторую разность

Д? = Д ь , 1 — 1
* *+“2 *~2 *—г

Разлагая х. и хк_х — х^к — щ) по степеням ш, получим::
о сРх

после чего, отбрасывая пока в формуле (19) все неизвестные члены 
находим приближенную величину: ._________  ____

ЗАМЕЧЕННЫЕ ОПЕЧАТКИ

Стра­
ница Строка Напечатано Должно быть По чьей вине

146 16 снизу *1 Х-1 автора

к
Положим

тогда
1— ¿¿и 360

Подставив сюда выражения производных через разности, даваемые' 
равенствами (4), получим формулу:

•2
12^ 240 7 *

31 <6 289
60 4807* 3628800 (19>

представляющую метод Коуэлла.

Д2 = / I ' /2----- /4о ^оТ 12'о 240 0

и т. д., пока не получим окончательное значение этой величины, а сле­
довательно и х1.

Когда таким образом найдено несколько значений х2, . . . , то 
для вычисления Д’ неизвестные разности Д, Д, . . . определяются при 
помощи экстраполирования. Если интервал ш не чересчур велик, то это 
делается настолько хорошо, что почти никогда не приходится подпра­
влять найденное таким путем Д^.

Вместо того чтобы находить хк+1 по Д^ при помощи двойного 
суммирования:

=+д*+4 ’ (21)

10*

т^(х,1)=/^, ш^Р{хп,1п)=/п,

1

1 1
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146 VIII. Численное интегрирование дифференциальных уравнении 52. Интегрирование уравнений второго порядка 147

большего интервала ш) становится ощутимой разница в точности между 
методом Адамса и методом квадратур, особенно если вычислять, как эта' 
делалось в настоящем примере, функцию / с одним запасным знаком.

§ 52. Интегрирование уравнений второго порядка. Вычисление инте­
грала, заданного двумя значениями.

Перейдем теперь к изучению методов численного интегрирования, 
уравнений вида

Каждый интеграл х(т) уравнения второго порядка может быть 
задан либо своими значениями в двух точках, например значениями

Х-^х^-ш), х^х^,
либо значениями

... , ( дх\
хо = х^> х0 = 1~\ , 

\ ‘

которые принимает этот интеграл и его производная в начальной 
точке /0-

В этом параграфе мы рассмотрим первый случай: будем сиятяти
У. ТД V- поттгг.-»- —   -

тогда п П' 'цу

Подставив сюда выражения производных чеРез разности, даваемые- 
равенствами (4), получим формулу: ’

да _ / д_ _1_ /2 _ 1 п । 31 6 289
* *^12у* 240 60 480 А 3628800^+ ’ ' •’

представляющую метод Коуэлла.

Применение соотношений (6) дает основную формулу метода 
Штёрмера (аналогичного методу Адамса):

1 1 19= А +12 А-!++2^ А-2+
+ 40412096 + • • • <2°)

Сравнение коэффициентов двух последних формул сразу показывает 
преимущество метода Коуэлла: если значения Д вычисляются с ошибкой 
± е, то разности 1-го, 2-го, 3-го,. - .порядков имеют ошибки, заклю­
чающиеся в границах ± 2е, ± 4е, ± 8 е, . . ., поэтому в формуле (20), 
в которой все коэффициенты близки к ошибки разностей высших 
порядков будут чувствительно искажать значение Д2. Формула (19) 
благодаря быстрому убыванию коэффициентов свободна од этого 
недостатка.

Вычисление по методу Коуэлла ведется следующим образом.
Зная х_г и х0, мы можем вычислить

= — Х-1’

после чего, отбрасывая пока в формуле (19) все неизвестные члены 
находим приближенную величину:

Д2 = / . о ■'о*
Это дает

д 1 = д_ 1 4- да

Л = *о + ДА.
2

Имея теперь мы можем определить Д, а следовательно
и более точную величину

Д2 = / -4- — Р о •/о । 12 ■'о

с которой повторяем вычисление хГ Точно так же находится х_2. После 
этого мы можем уже найтиД и взять еще более точное значение

Д2 = / 4- — /2-------— И о 'оТ 12 уо 240У°

и т. д., пока не получим окончательное значение этой величины, а сле­
довательно И Хр

Когда таким образом найдено несколько значений хъ х2, . . . , то 
для вычисления Д2 неизвестные разности Д, Д, . . . определяются при 
помощи экстраполирования. Если интервал ш не чересчур велик, то это 
делается настолько хорошо, что почти никогда не приходится подпра­
влять найденное таким путем Д2.

Вместо того чтобы находить хй+1 по Д2 при помощи двойного 
суммирования:

\+| = А_1 + Дл> ^+1=^ + ДА+1, (21)

ю* 
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§ 52. Интегрирование уравнений второго порядка 149148 VIII. Численное интегрирование дифференциальных уравнений 

можно вести вычисление по формуле
W=2x* —**-1 + Д*’ (22)

что несколько проще при употреблении арифмометра.
Но такое избегание выписывания разностей, не давая заметной эко­

номии, в то же время лишает вычислителя одной из возможностей 
контроля.

Двойное суммирование, производимое явно по формулам (21) или 
фигурирующее неявно в формуле (22), влечет еще большее накопление 
погрешности, чем однократное суммирование при применении метода 
Коуэлла к уравнениям первого порядка. Отсюда ясно, что для уравнений 
второго порядка еще более важно (в особенности при сколько-нибудь 
продолжительном вычислении) заменить метод Коуэлла соответствую­
щим методом.квадратур.

Суммируя равенства (21) от # = 0 до k — n— 1, получим
п—1 П—1

△„_A = M+S д1, = (23)
о 0 2

Формула (19) дает:
п—1 Л—1 1 и—1 1 Ы—1

■ ■■
ООО о

Так как, согласно нашим обозначениям:
т т—1 т—1

/о 
2 2

т т—1 т—1
Л =/i -fl

nt т—1 т—1
f , — f 1 —/ 3
л—1 J л— у J п—- ,

то, сложив эти равенства, получим:
л—1 т т—1 т—1

S fk-ín^-f^. 
о 2 2

Принимая все это во внимание, первое из равенств (23) напишем ’ 
следующим образом:

Произвольный начальный член столбца первых сумм выберем так, 
чтобы вторая строка этого равенства была равна нулю, т. е. положим

<24>

Окончательно будем иметь

Заменим здесь п через # —1 и просуммируем от ^ = 0 до /г — п— 1. 
Тогда второе из равенств (23) можно будет написать следующим 
образом:

Но

следовательно

Начальный член столбца вторых сумм положим равным

(25)

(26)

Г-х -Lf 31 d
Л о 60 480^^’^

тогда последняя формула напишется так:

х — р-2 _1_ JL f___ 1_ f2 _l 31 _____289 6 .
л 'п 24СГ 0 ' 60 480 л 3 628 800 » ' ' *

При употреблении этих формул следует иметь в виду, что

60480 = Т95Т + °’000 0000 

289 1
3 628 800 = 12 557 + 0,000 °000,

Формула (26), дополняемая равенствами (24) и (25), и представляет 
собою метод квадратур. Вычисление по ней ведется так же, как 
и по способу Коуэлла: сначала последовательными приближениями на­
ходят (исходя из заданных х0 и A_J_ = x0 — x_t) несколько смежных зна­
чений xlt х_2, х2, . . . искомой функции; затем нужные для формулы (26) 
разности f2n, f\, . . . определяют экстраполированием и подпра вляют 
если это нужно, вторым приближением.

В то время как в методе Коуэлла вычисление ведется по фор­
мулам (19) и (21), имеющим вид:

Дл+ 4- = Х0 Х—1 "Ь ДЛ
2 О
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так что поправка Red подвергается двойному суммированию, в методе 
квадратур вычисление ведется по формуле вида

хп =/-24-Red, п J П Iх’

вследствие чего ошибки, допущенные при вычислении Red, суммирова­
нием не увеличиваются.

Метод квадратур, соответствующий методу Штёрмера, заключается 
в употреблении формулы

х ^12А-1+|2^ ' '

Для определения начальных членов столбцов сумм полагаем в этой 
формуле п = 0 и п ——1. Получим:

f—2 * * *   Y__ 1 f 1 р _  19 ,2

Для уравнений второго порядка, так же, как и для уравнений пер­
вого порядка, метод квадратур может быть представлен в двух фор­
мах—смотря по тому, желаем ли мы вычислять значения х =x(t -{-nw)
или же значения этой функции для середин интервалов, т. е.

Jo о 12 7-i 12-4 240 —2 ‘ ‘ '

= _ 1 f L / 19 f2  
-1 -1 12 7- 2 12-| 240 7-3 ■ •

после чего для столбца первых сумм имеем:

Формулу Штёрмера выгодно применять в следующем виде:

х = f~2 4- — f f 4- /* , 4. f2 \ — t2 4- 
n n \2\Jn~1'n~YrJп~2) 240 л-2^' ■ ’

причем табличный интервал w берется настолько малым, чтобы третьими 
разностями можно было пренебречь.

Примечание. Все методы численного интегрирования уравнения 

без всяких изменений применяются к системам вида

^ = F(x,y,z,t), ^G{x,y,z,t\ ^ = H(x,y,z,t\

Интегрирование уравнений, связанных в систему, производится, 
конечно, параллельно.

§ 53. Другой случай вычисления интеграла уравнения второго порядка, 
заданного двумя значениями.

х (^о + »)• Первый случай был рассмотрен в предыдущем па­

раграфе; выведем теперь необходимые формулы для второго случая. 
Положим

. W
l~* '»~2

82 , = 8 - 8 .*+4 ¿+1 *
Формула Тэйлора дает

<0 1
А+т

/. W

х Г* 2

— w2
*

Следовательно

, 1 = Л "+*+т
или, пользуясь (5):

З2 1 = Л*+4 7*

1
2 W

1 л 1 л । 17 ,.|
2 247 k+ Ш "Г 1920 Jky 4

или, наконец, учитывая формулу

— у* -г 

которой мы уже пользовались в § 48,
2 7а+4’

«2 __  г 1 .2 I 1 7 Л 367 6
Л+4 247*+4^ 1920 7*+4 193536 7*+4

Эта формула дает метод интегрирования, аналогичный методу 
Коуэлла. Просуммировав ее в пределах от £ = 0 до # = л — 1, получим

f-1 
о

t—1 
о

1 у1
24 «

1 У1
24 о

17 /3
1920 „

17 /3
1920 7о

Положим 
17

1920 7 о (27)

тогда
8 __  ^-1 ___ 1 Щ I ^7 3 ___

л—7н 24« ' 1920 п ' • '
Заменим в этом равенстве п через й и просуммируем его от ^ = 0 

до ^ — п—1. Это даст:
w
2

/. w
Х\п~2

Г—2
1 л---- — 24Л-

24 7-

। 17 Р
4 + 19204

17 4 ।
4 1920 - 4'© ГП
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Полагая
17 2

1920 У- |

получим окончательно

(
Ш\ о'.-Д’Л- кг I 17 е 

24к-^ ‘ 1920Уп-2-

откуда
, /—2 I 1 / 1 /2 I 1

п~/п ‘ 12л~ 240 л г 60 480 Ул~ ’ ‘ ’’

причем начальные значения столбцов сумм определяются формулами (27) 
и (28) или (27Ыз) и (28Ыз).

Когда заданы начальные значения х (/0 — , определяю-

щие рассматриваемый интеграл уравнения (18), то формула (29), совместно 
с (27) и (28), позволяет последовательно найти значения х (1) для

и>
1 = гДе « = 2,3,4, . . .

Формулу (28) целесообразно представить в несколько ином виде.
Так как

§ 54. Вычисление интеграла, определенного начальной точкой 
и начальной скоростью.

До сих пор мы рассматривали вычисление интеграла уравнения
¿2х

,—2

2 \ /

_ у__ 1/1
1 —- /о о 7___1 • ■ 

2

с-2_ 1 .-1
• ^-4

то ее можно заменить такой:

Точно так же мы

о

17
1920

(28Ь 1э)

определенного своими значениями для двух значений независимой пере­
менной; например, задавали х(1) для 1 = 10 и/=4— ш или для^ = /0 — 4

, ш и ? = /0 Д- — .
Теперь обратимся к решению другой проблемы, представляющей не 

меньший интерес для Небесной механики, а именно к вычислению инте- 
дх „ _трала, определенного заданием х и в некоторой точке. Тут также рас­

смотрим два случая.
Первый случай. Пусть искомый интеграл х(1) задан начальными зна­

чениями 
/ dx\

х^ = х^, = = <• (30)

формулу (27) следующей, более удобной:

19207 о , (27Ыб).

Так как для вычисления правой части формулы (29) надо иметь 
значения х(1п) то применение этой формулы осложняется необходи­
мостью нахождения х^ при помощи интерполирования в середину.

Чтобы получить формулу, дающую непосредственно х^ф, применим 
формулу интерполирования в середину (§ 50) к функции х ( — -Л, опре- 

деляемой формулой (29). Полагая опять

Посмотрим, каким образом могут быть найдены значения хьх2, . . .
При этом, ради краткости, мы ограничимся лишь методом квадратур.
Обратимся к формулам (26), (24) и (25), лежащим в основе метода 

квадратур, и посмотрим, нельзя ли распорядиться произвольными постоян­
ными /_11 и /~2 так, чтобы формула (26) давала функцию, удовлетво­

ряющую начальным условиям (30).
Ясно прежде всего, что следует оставить таким, каким его дает 

равенство (25)— первое из условий (30) будет удовлетворено. Далее, обо­
значая через А1, А2, А3, . . . последовательные разности функции х, будем 
иметь, на основании (4):

получим:

2
? 1 : п+х~

ср (т ) = X 1-------
Т ' П' \ П 2 /

Лдя + ±дБ -Хд7 4- . .
6 л ^30 п 140 « '

Формула (26) дает:

1920 7 «
17

—2 
п

1
12У л

1 .т+2
240 «

1920 п

следовательно

Л 12«
Р —/3 

■ 720 «
191 Б д

60 480 У л 1© ГП
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Замечая, что 

и полагая n — Q, окончательно получим:

/-1_ 1 f L 1 л И /з /_________ 191 ,50 2^°“^ 12 7(1 720^° 60480 ‘

Таким образом, достаточно вычислить начальные значения столбцов 
сумм по формулам (31) и (25) для того, чтобы формула (26) давала зна­
чения интеграла, удовлетворяющего начальным условиям (30).

Второй случай. Рассмотрим теперь случай, когда интеграл задан 
начальными условиями

Л w\ , /, w\ _ у
2~Г* 0’ х ф°~ 2/= 0 (32)

• • (36)

Чтобы вычислить стоящее справа выражение, надо знать величины 
h (Го -ф nw) = wx' (Zo -ф nw},

и требуется вычислить хп = х (t0 -ф nw).
Начнем с вычисления х^-ф^. Для решения этой задачи можно 

было бы применить только-что употребленный прием к формуле (29). 
Ради разнообразия покажем другой путь, столь же быстро ведущий 
к цели.

Заменим уравнение (18) системой:

(33) 

и будем интегрировать первое из этих уравнений при помощи формулы 
(17). Так как, в наших теперешних обозначениях,

wF(x, t) = -/((), 

то получим:

^(<+?)=ЯОЙДг“^ ■ •• (34)

причем первые суммы /“ определяются условием (16):
1 17

’ ’ (35)

Обратимся теперь ко второму из уравнений (33). Полагая 
wx' (/) = Л (0, 

при помощи той же формулы (17) найдем

тогда как формула (34) дает нам значения х'(ф) для точек /„-ф^ , лежа­

щих в серединах наших интервалов. Поэтому обратимся к формуле ин­
терполирования в середину (стр. 141):

1 2 , 3 4

и

Делая в этой формуле
_ + w 

п 2

? (^) = ?„ = й —|

учитывая, что на основании (34): ,
1 . , . w Г , w

1 17
24/я 5760

и следовательно

?2, 1 171 з
л т 24 « 5 760 «

окончательно получим:

Л п
— 1 _  l-f1 I 11/3____191 у:5 !
,1 12У п 720У п 60 480 J п ’

Найденное значение hn подставим в формулу (36). Это даст:

Л i _1 f । 17 f*  367 _
2^0+4 24^+ 4 0 920 «+-■- 193536 О . . (37)

Делая п ——1, получим формулу: 

определяющую начальный член столбца вторых сумм.
Совокупность формул (37), (35) и (38) решает подставленную задачу. 

Формулу (38) можно заменить другой, дающей /0 ", что несколько удоб­
нее.

Так как
+0=4-5-/:-’ 

2

2 2 - 2

то равенство (38) может быть представлено следующим образом:© ГП
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156 VIII. Численное интегрирование дифференциальных уравнений

Складывая почленно это равенство с равенством (35), умноженным: 
на у, получим:

Теперь нам остается только заменить формулу (37) формулой, даю­
щей х^, но это уже было сделано в предыдущем параграфе.

Итак, в обоих случаях вычисление значений интеграла производится 
по формуле

п + Н7"- 240 Л + 60480Л~- ' ’’ (37Ь1э)

но в первом случае начальные члены столбцов сумм находятся по фор­
мулам (31) и (25), а во втором —по формулам (35) и (39).

§ 55. Пример численного интегрирования уравнения второго порядка.
Рассмотрим уравнение 

й-х 1 Г , 1 Л 
dP 2 2

Вычислим таблицу значений интеграла, определяемого условиями 
х (- 0.05) = х (+ 0.05) = 1.000 6252.

Эта задача может быть решена либо при помощи формул, данных 
в § 52, либо по формулам § 53. В первом случае получим таблицу для 
аргументов / = — 0.05, 0.05, 0.15;. . . Во втором случае аргументами 
таблицы будут служить значения / = 0.0, 0.1, 0.2, . . .

Изберем второй путь и, сообразно с этим, положим

/0-| = -0.05, ¿о-]_^= + о.о5

/0 = 0.0, и} = 0.1
/=0.005 (1 + \^х.

Вычисление будет выполняться по формулам (см. § 53):
^=/;2+кеа,

§ 55. Пример численного интегрирования ур-ния второго порядка 157

Начальные значения х_2, х_г, х0, ху, х„ найдем последователь­
ными приближениями.

Для первого приближения возьмем
х_1 — х0 = хх = 1.000 63

и вычислим соответствующие значения /, указанные в таблице А.

Таблица А.

t f-2 f-1 / ‘ I1 /2 Red X

— 0.1 1.002 09
— 0.002 50

0.005 03
-3

+ 42 1.00251

0.0 0.99959
+ 0.002 50

0.005 00
+ 3

+ 6 + 42 1.000 01

0.1 1.002 09 0.00503 + 42 1.002 51

Затем по только-что приведенным формулам находим

f Т1 = 0.002 50, / ~2 = 0.999 59

и последовательным сложением заполняем столбцы сумм.
Остается вычислить поправку Red, чтобы получить новые, более 

точные значения х.
С этими значениями проводим второе приближение, указанное 

в таблице В:
Таблица В.

В этой таблице значения функции х_2, х2 и х3 получены при по­
мощи экстраполированных значений /_2, f., и /3 (показанных, как и 
вообще все экстраполированные величины, курсивом). Наконец xi вычис­
лено при помощи экстраполированного значения Red (ср. § 5L).

t Z“1 / f1 Red X

— 0.2 1.009 622
- 0.007 538

0.005 152
— 114

+ 76 + 427 1.01005

-0.1 1.002 084 0.005 038 + 76 + 418 1.002 50
— 0.002 500 — 38

0.0 0.999 584
+ 0.002 500

0.005 000
+ 38

+ 76 + 416 1.000 00

0.1 1.002 084 \ ■ 0.005 038 4-76 + 418 1.002 50
+ 0.007 538 • + 114

0.2 1.009 622
+ 0.012 690

0.005 152
+ 190

+ 76 + 427 1.010 05

0.3 1.022312
+ 0.018 032

0.005342 + 76 + 445 1.022 76

0.4 | 1.040344 I + 468 1.040 81
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Таблица С.

1 /-1 йей Д Дз X

0.0 0.999584
0.002 500

0.005 000
+ 38

+ 416
2

1.000 00

0.1 1.002 084
0.007 538

0.005 038
+ ИЗ

+ 75
+ 5

+ 418
9

7 1.002 50

0.2 1.009 622
0.012 689

0.005 151
+ 193

+ 80
+ 3

+ 427
16

7 1.010 05

0.3 1.022 311
0.018033

0.005 344
+ 276

+ 83
+ 4

+ 455
23

7 1.022 76

0.4 1.040 344
0.023 653

0.005620
+ 363

+ 87
+ 4

+ 468
30

7 1.040 81

0.5 1.063 997
0.029636

0,005983
+ 454

+ 91 + 498
38

8 1.064 49

0.6 1.093633
0.036073

0.006 431 + 536
46

8 1.094 17

0.7 1.129 706 + 582 1.130 29

Третье приближение, воспроизведенное в таблице С, показывает, что 
все значения х, полученные во втором приближении, являются оконча­
тельными.

В третьем приближении экстраполирование проведено еще на три 
интервала вперед; причем значения х5 и ха получились совершенно 
точно, а х7 получилось с ошибкой в две единицы пятого знака.

Если желательно избежать последовательных приближений при на­
хождении дальнейших значений х5, х6, х7, . . . то можно воспользоваться 
формулой Штёрмера

*«^<44+4;-^ И
вычисление по которой в том случае, когда третьими разностями можно 
пренебречь, почти столь же просто, как и по обычной формуле

-25р»+- • ■ (~>
Если значения хп, получаемые по формуле (**), время от времени 

подправлять по более точной формуле (***), то будут соединены пре­
имущества обоих методов.

В том случае, когда вычисляемый интеграл задан начальным значе­
нием и начальной скоростью, вычисления ведутся совершенно так же. 
Отличие заключается лишь в том, что начальные члены столбцов сумм 
вычисляются по другим формулам.

Если бы, например, нужно было вычислить таблицу значений инте­
грала уравнения (*), определенного условиями

х (— 0.05) =1.000 6252, х' (— 0.05) = — 0.025 0156

для 7=0.0, 0.1, 0.2, . . . , то начальные члены столбцов сумм нужно было 
бы вычислять по формулам (35) и (39), которые можно написать так:

В заключение отметим, что функция
1 р

х (0 = в4 , 
вычислявшаяся в этом параграфе, тождественна с тою, вычисление кото­
рой было рассмотрено в § 51. Сравнение этих двух примеров показы­
вает, что численное интегрирование уравнения 2-го порядка, при прочих 
равных 'условиях, нисколько не труднее, если не легче, численного инте­
грирования уравнения 1-го порядка.

§ 56. Формулы квадратур.
Применим формулы, выведенные в §§ 49 и 50, к интегрированию урав­

нения
dx

(4°)

Решение этого уравнения, определяемое начальными условиями 
/ = /0, х = 0, выражается интегралом

х = J (11.
— 4 —

С другой стороны, частное значение этой функции при 1 — 1п дается 
формулой (14). Поэтому

(41)
$ г0

ГДе =

а первый член столбца сумм определяется равенством

• • (42)

Точно так же, применяя к вычислению интеграла уравнения (40), 
определяемого начальными условиями 1 — 1й— , х = 0, формулы (17) и 

(17Ыз), получим:

/ (43)
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п
ЦГ — 1 — Г у1 I ---

1 12у^720/н (44)

причем в
'°“т

этом случае начальный член столбца сумм равен
_к Д | 17 Д 

—к- 24У—5 760у- 2
(45)

Еще 
подчиним

одну формулу квадратур получим, если в равенствах (43) и (44) 
начальный член столбца сумм условию (42) и, сделав во вто-

ром из этих равенств л = 0, вычтем второе из первого. Это даст

—1

л+т
1 д 17 / 
24/я+к 5 760 7л + т (46)

Для получения формул квадратур, дающих двукратный интеграл, 
рассмотрим уравнение второго порядка

(47)

Решение этого уравнения, определяемое условиями х(/о) = О, 
х'(^0) = 0, с одной стороны, выражается формулой

^0 ^0

с другой—может быть вычислено по формуле (26). Это дает 
‘п ‘

127" 240 (48)
А) ¿0

причем начальные члены столбцов сумм определяются равенствами:

о

Г 2 4

12У° '

—у1 127 о
1 ^2

11 191
720 7 о 1 60 480

31 .4 ,

5
0

(49)

240 7 0 60480 7 0
Рассматривая решение уравнения (47), удовлетворяющее

■Шо—^)=^’ Х \ 0— 2) = ®’ и ПОЛЬЗУЯСЬ формулами (37)

условиям

и (37Ыз),

получим
/ I 
л + т

17
1 920 «+т (50

¥

—у2 240 п (51)
/ / °14 2 4 “ V

причем на этот раз имеем
__к Д | 17 Д 367 Д 4- 

-к 5760 967680 -к ' ' '

24 “ 5760 2^-1 +Л) + ‘967680
(52)

Применив тот же прием, какой мы употребили для получения фор­
мулы (46), из соотношений (50) и (51) получим еще одну формулу:

где столбцы сумм определяются условиями (49).
Все полученные нами формулы можно объединить следующим 

образом:
(п

ш ф —4— 60480-4+ • ■ ■

(О
17 з 

247л+1 5760 «+
, 367

* + 967 680

31
12'" 240 7л“г60 480

А А

17 2 367 4
1920 193536 4 + I

(П)

причем для А = 10 начальные члены столбцов сумм вычисляются по фор­
мулам (42) или (49), а для А — 10—^ их надо вычислять по форму­

лам (45) или (52). Для всякого иного значения А эти начальные члены 
должны быть определены по общим формулам, указанным в §§ 49, 
50 и 51.

Полезно отметить, что равенство (42) эквивалентно первому из ра­
венств (49).

Примечание. На простых уравнениях (40) и (47) особенно удобно 
продемонстрировать следующее явление, с возможностью которого при­
ходится считаться при всяком применении интерполяционных формул, 
в частности при численном интегрировании:

Для всякою интервала и> существуют функции Р(Г), для которых фор­
мулы (I) или (И) дадут результат, сколь угодно мною отличающийся от 
истинною, хотя все члены в правых частях этих формул, влияющие на ре­
зультат, будут приняты во внимание.
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В самом деле, возьмем функцию

?(/) = 4зш2т 7 ш

все значения которой для 1 = 10-\-пш равны нулю. Формулы (41) и (42) 
дадут для интеграла

;л
/ ? (О

значение, также равное нулю.
Между тем этот интеграл очевидно не равен нулю и при соответ­

ствующем выборе А будет равен сколь угодно большому числу.
Таким образом, интегралы функций /ф) и ^(О + Т^) будут отли­

чаться сколь угодно много, хотя формулы численного интегрирования 
будут для этих интегралов давать одно и то же значение.

Этот пример показывает, что при численном интегрировании (как 
и при других интерполяционных процессах) не достаточно иметь таблицу 
значений функции, а надо еще знать ее аналитический характер.

§ 57. Обоснование способа последовательных приближений.
Возьмем уравнение первого порядка 

Ям и рассмотрим вычисление интеграла, определенного начальными значе­
ниями ^0, х0.

Искомый частный интеграл удовлетворяет, очевидно, интегральному 
уравнению

(54)

Обратно: функция, удовлетворяющая уравнению (54), удовлетворяет 
как данному дифференциальному уравнению, так и поставленным началь­
ным условиям.

Таким образом, нахождение нужного нам частного решения диффе­
ренциального уравнения эквивалентно разрешению интегрального урав­
нения (54).

Возьмем какую-нибудь функцию ?о(О> удовлетворяющую условию 
^о(^о) = Хо, и вычислим новую функцию ^(/) при помощи формулы

ц(О = хо+ /

Новая функция также будет удовлетворять условию ?1(^) = х0.
Продолжая этот процесс, получим вереницу функций

связанных общим соотношением

о (55)

Докажем, что
Пт^(Г) = х(0- Л—> ОО

Для этого вычтем почленно равенство (55) из (54) и рассмотрим 
разность

/о

Теорема о конечном приращении дает

где через М обозначена верхняя граница значений частной производной 
1\(х, /) для рассматриваемой области изменения х и Л

Следовательно’:

Подчиним интервал 1—условию
Лф—/0|<<7, (56)

где через д обозначена правильная дробь, так что 0 < д < 1; тогда

Iх—фа.) < •
Применив это неравенство для тг = О, 1, 2, . . . , п—1, л и перемно­

жив почленно все полученные неравенства, получим:

Отсюда ясно, что при условии (56) функция ся(/) действительно 
стремится к искомой функции х(0 при возрастании п до бесконеч­
ности.

Таким образом, взяв произвольную функцию Ёо(О и применив фор­
мулу (55) достаточное число раз, получим х(/) с любою точностью. 
Нужная точность будет достигнута тем скорее, чем меньше число д, 
т. е. чем меньше интервал / —10, а также чем лучше исходное прибли­
жение Ео(О-

В примере, приведенном в §51, мы взяли за ?о(0 постоянное число х0 
и после двух приближений нашли х(/) для значений I, близких к /0.

После того как несколько значений х(/) уже найдено, нецелесо­
образно пользоваться прежней функцией ^0(б — лучше при помощи 
экстраполирования построить табличку значений некоторой новой, более 
близкой к х(/) функции, и к этой функции применить формулу (55), т. е. 
поступать так, как мы делали выше, применяя метод квадратур.

Аналогичным образом может быть обосновано применение последо­
вательных приближений в методе квадратур для уравнений второго 
порядка и для систем уравнений.

§ 58. Различные приемы для уменьшения числа последовательных при­
ближений.

Методы численного интегрирования дифференциальных уравнений, 
рассмотренные в предыдущих параграфах, распадаются на две группы: 
к первой можно отнести методы Адамса, Штёрмера и соответствующие 
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им квадратурные методы; ко второй отнесем метод Коуэлла и обычный 
метод квадратур.

В методах первой группы используются разности, расположенные 
по восходящей диагонали, так что каждое значение искомой функции 
вычисляется при помощи только предыдущих ее значений. Эти методы 
поэтому могли бы быть названы экстраполяционными. Напротив, 
в методах второй группы употребляются разности, стоящие на горизон­
тальной прямой, вследствие чего при вычислении каждого значения 
функции одинаково участвуют как предыдущие значения функции, так 
и последующие. Поэтому методы второй группы заслуживают названия 
интерполяционных.

Интерполяционные методы дают естественно большую точность, но 
зато вычисление по этим методам приходится вести последовательными 
приближениями.

Если число приближений не превышает двух, то это обстоятель­
ство отнюдь не может рассматриваться как недостаток, поскольку после­
довательные приближения существенно способствуют безошибочности 
вычислений. Однако вести вычисление с большим числом приближений 
невыгодно. Посмотрим, поэтому, каким образом число приближений 
может быть уменьшено.

Первый способ. Самый простой и в то же время едва ли не всегда 
самый удобный путь для уменьшения числа приближений заключается 
в соответствующем уменьшении интервала w. Этот интервал берут таких 
размеров, чтобы экстраполированное значение искомой функции было 
достаточно точно для получения окончательного значения функции/. 
При этом условии второе приближение будет менять только разности 
и суммы первого приближения и будет являться окончательным.

Такой авторитет в астрономических вычислениях, как Комри, в своем 
наставлении для применения численного интегрирования к проблемам 
Небесной механики 1 * * указывает только этот способ, причем особенно 
предостерегает вычислителя от попыток употребления широкого интер­
вала интегрирования: „The computer should be warned against attempting 
to use too large an interval, the result of which is that checking by differencing, 
which is essential in these methods, becomes ineffective. A safe guide is that 
the sixth difference should not exceed two figures“.

1 F. Tietjen, Specielle Störungen in Bezug auf Polarcoordinaten, Berl. Astr. Jahrbuch
für 1877; M. Ф. Субботин, О численном интегрировании дифференциальных уравнений,
Известия Академии Наук СССР, 1933, № 7, стр. 895—902.

Комри предлагает, таким образом, руководствоваться правилом: 
интервал должен быть такой, чтобы шестая разность была бы не больше 
чем двузначное число.

Второй способ. Если в обычной формуле квадратур

хп = fn +12 А 240 А 60480 А ~

выразить величины fn, Рп, ■ ■ ■ (присутствие которых и делает необходи­
мыми последовательные приближения) через величины, находящиеся на 
восходящей диагонали, то в результате получим квадратурную форму 
метода Штёрмера:

Формула (58) уже не требует последовательных приближений, но 
зато дает несколько меньшую точность (см. § 52), чем формула (57).

1 Planetary Co-ordinates for the years 1800—1940 referred to the Equinox of 1950.0, 
London, 1933.
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Для того, чтобы соединить выгоды, представляемые этими двумя 
формулами, остановимся в переходе от (57) к (58) на полдороге. Имеем

л=л-1+С-е=
2

=А-1 +А-1 =
2

= 4-1 ++ _/_ +4-2 + ^_± = 

2 2

Поэтому, останавливаясь, например, на втором из этих выражений, 
получим

хп — х„ + °„> п п I п1 
где

хп^=Ц + 1^(А^+/п,ц.+Х^^ • •

Для хп мы получим сразу окончательное значение, ибо ошибки 
экстраполированных значений’/^, /*, . . . вследствие малости коэффициен­
тов чувствительного влияния на хп не окажут. При последовательных 
приближениях будет меняться лишь поправка оп. Но эта поправка мала, 
и вычисление ее проводится весьма удобно.

Способ Титьена. Титьен 1 обратил внимание на то, что необходи­
мость в последовательных приближениях возникает вследствие наличия 
в правой части формулы (58) члена 4 /п, так как остальные члены нахо­

дятся и при помощи экстраполирования практически вполне точно.
Поэтому он, учитывая, что

4=^(^
заменил формулу (57) таким равенством:

г/»2 
о-5»-

где

— 240'4+60480 А-• • • (60)

Для 5п сразу получаем окончательное значение, после чего решение 
уравнения (59) дает искомое значение хп.

Таким образом, при последовательных приближениях будут ме­
няться лишь разности рп, Рп, . . .

Этот способ может иметь практическое значение лишь в том случае, 
когда решение уравнения (59) относительно хп достаточно просто.
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Способ Нумерова. То же самое, что сделал Титьен для метода 
квадратур, Б. В. Нумеров сделал для метода Коуэлла. 1

1 Это последнее название следует признать неудачным, поскольку слово экстраполи­
рование имеет общепринятое, гораздо более широкое значение.

Обратимся к основной формуле Коуэлла 
1 1 41Ч =/.:+ п Л - “ • • ■ ■ <61>

которая совместно с равенством
ХА+1 = Xk—l 4“ 

позволяет последовательно находить хъ х2 . . .. 
Введем новую переменную х, полагая 

1 f х-х~л- 

так что при t = tk будем иметь

xk~xk J 2 Л ‘
Обозначая через Д, Л2, . . v разности х, получим, как очевидное след­

ствие (62):
да _ да — 1 /2 

k k к'

Таким образом, для новой переменной имеем 
- 1 41дг — /__ í р ________ ______ р _

k Jk 240 Jk~ 60480Jk ‘ '
и, как для всякой функции, 

хь+1 = ^хк-^-1 + ^-

Эти два равенства очевидно вполне эквивалентны (60).
Для вычисления fk = w2F(xk, требуется знать xk. Поэтому от 

каждой найденной „специальной координаты“ xk надо перейти к обыкно­
венной координате хк. Для этого надо решить уравнение (62), которое 
мы можем написать так:

хк = хк- (63)

и которое соответствует уравнению (59) в способе Титьена. 
Предположим, что интервал w выбран так, что членами

1 .. . 31 .. . _ 1 I /«.,240 60 480fk 1 • ' ‘ 240 W Ç Л*

можно пренебречь. В этом случае для последовательного вычисления 
„специальной координаты“ х получаем весьма простую формулу

xk+i= ^xk xk~i fk> (65)

1 Б. Нумеров, Méthode nouvelle de la détermination des orbites et le calcul des 
éphémérides en tenant compte des perturbations, Труды Гл. Российской Астрофиз. Обсерва­
тории, т. II, 1923.

эквивалентную равенству (60), написанному так:
5 = ГХ п 7 п

В применении этой формулы заключается так называемый способ 
Нумерова, или способ экстраполирования.1

В способе Нумерова разности величин Д не составляются (ибо, 
если бы они были составлены, то было бы проще вычислять по фор­
муле (61), нежели переходить к „специальной координате“), поэтому 
работа лишается обычного контроля и необходимая гарантия от ошибок 
может быть получена лишь при помощи тех или иных специально-кон­
трольных вычислений.

Таким образом, рассматриваемая модификация метода Коуэлла 
может применяться при соблюдении двух условий: 1) можно заранее 
гарантировать нечувствительность членов (64) во время всего процесса 
интегрирования (в методе Коуэлла и в методе квадратур по ходу раз­
ностей всегда видно, какими членами можно и какими нельзя прене­
бречь); 2) решение уравнения (63) относительно хк выполняется доста­
точно просто. Недостатки метода Коуэлла при этом усугубляются (§ 52).

Если итти дальше по пути уничтожения членов формулы (61) и 
взять, наконец, за новую переменную

12^+ 240 60 480/4"^' ' ’’

то мы будем иметь совершенно точные равенства:

2л+1 = ^гк

но в этом случае максимального „усовершенствования“ метода Коуэлла 
мы получим, как показывает равенство (57),

гк

т. е., иначе говоря, метод квадратур.
I ' \/

§ 59. О формуле квадратур Лапласа и связанных с нею методах чис­
ленного интегрирования уравнений.

Методы численного интегрирования, изученные в предыдущих пара­
графах, допускают много разнообразных модификаций.

Обратимся к способам, указанным в § 48 для интегрирования урав­
нения

, (66)

Эти способы основаны на вычислении разности
\ + 1 ~ Х*+1 Хк = Х (^4-1) Х 
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при помощи последовательных разностей функции
/(/) = шр(х, I).

Представим эту разность в следующем виде:
. ✓ ч , х ! дх \ иР I &х \ .
4+4 = х(^+1) - х(^+1 — = (+ГД+1—+ ( Фр)Л,+1Г ■ ■ ■ 

или, пользуясь опять соотношениями (6):
л _ ✓  1_ р___ L р_ L /з _ 19 ,4 __  
к+~~7*+3__ 2++|- 127* 24«--| 720

3 ,5 863 .6 /£7\
~ 166"А-4-— 60 480 /к~2 — - ■ ■

Эта формула дает метод интегрирования, напоминающий метод. 
Коуэлла в том отношении, что тут также приходится прибегать к экстра­
полированию для получения Д+1, . . .

Суммирование равенства (67) от # = 0 до к=п — 1 дает:

' -/О-Ха А Ха '4 2 2

• •

Применим эту формулу к тому случаю, когда правая часть урав­
нения (66) не зависит от х. В этом случае

Следовательно

? 1 гп
Хп~Х. = J J

Полученная формула может иногда представлять то неудобство, что 
она выражает интеграл не только через значения функции /0, /ъ . . . , 

но и через значения /_г/_2, . . . , аргументы которых лежат вне 
пределов интегрирования. Это неудобство может быть избегнуто, если 
воспользоваться такими, легко проверяемыми соотношениями:

/+ -4+4-4+ • ■ •

2 2 2

4=4-24+34-44+ . . .
2 +

4 д =4 ~34 +б/56 -104+. . .

2 Г

/4=4-44 + 104-204 +. .. .
2

Таким образом, окончательно получим следующую формулу ква­
дратур:

§ /(0Л= 2 /0+/1+• • •+Л-1 + "2/„ —

-+<4ч-+-+</:-.+4)-

— 720 ТбО <А-,+А> — ■ ■ ••
2 т

найденную Лапласом. Эта формула широко применялась до 40-х годов 
XIX столетия при вычислении возмущений, но затем была вытеснена 
указанными в § 56 формулами Гаусса,

§ 60. О коэффициентах формул численного интегрирования.

В заключение покажем еще один путь для вычисления коэффи­
циентов в формулах, служащих для численного интегрирования урав­
нений. После того как вид такой формулы установлен, ее коэффициенты 
могут быть получены путем применения этой формулы к частному слу­
чаю, выбранному надлежащим образом.

Возьмем уравнение 
йх / 
а1~е

и к решению этого уравнения х — Ф применим например формулу (10).
Составим разности функций ? = + приняв ^ = 0. Получим

х ®_ р
к+Т

?2 = — фк-О “I _ 1) = ™

1 (й — 0 
2

или, полагая 
те» но

и — е~ — е 2 ,

будем иметь такие выражения:
х (к+т) т „

3 (к + ^ ® 8

а 1 = е и
‘к+т© ГП
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где

Следовательно, для функции 1=и>е* будем иметь

» / J*+l) w I -kw\
Y' T " ) = we

i = шУе
T

1 = wu е

, w 1
ch 2 ” 2

w , W 
ch 2

® , wСЧ
“ , w 
ch 2 ’ ГЛАВА IX.

W

Подставляя найденные выражения в формулу (10), окончательно 
получим такое тождество:

U

, w»ch 9
. I 2 I И a 191 = i — ip -4------- ui ---------  

.12 '720-------- 60480

Так как

w = 2 In I и п2),

то это тождество можно написать следующим образом:
и

1 , . / I Т° 'Мт“

£
12

11
720 Ui '

4

Итак, для получения коэффициентов формулы (10) достаточно стоя­
щую слева функцию разложить в степенной ряд.

Аналогичным образом, коэффициенты формул (11), (19) и (29) най­
дутся при помощи тождеств

и
w

1
24

17
5760

367---------- „ь — 
96/ 680

ПРИМЕНЕНИЕ ЧИСЛЕННОГО ИНТЕГРИРОВАНИЯ К ИЗУЧЕНИЮ 
НЕВОЗМУЩЕННОГО ДВИЖЕНИЯ.

и2 
up

1 1 
240

31 —•60 480
u2
. w w2chy

i 1 , । I? , 367= 1---- u2 -1-----------ip__________24 1920 193536

.доказательство которых не представляет никакого труда.

§ 61. Введение.
\ В начале предыдущей главы уже было отмечено, что численное 

интегрирование дифференциальных уравнений до последнего времени 
рассматривалось исключительно как метод вычисления возмущений и 
потому совершенно не применялось для вычисления невозмущенных 
координат. Небольшое исключение представляет лишь прием, предло­
женный Крюгером для нахождения истинной аномалии (§ 62).

Только после того, как по инициативе Коуэлла численное интегри­
рование было применено к вычислению возмущенных координат 
(а не возмущений), была более широко использована возможность опре­
деления этим методом и невозмущенных координат.

В этой главе ' мы рассмотрим вычисление при помощи численного 
интегрирования как орбитальных координат гни (или В и т]), так и эква­
ториальных гелиоцентрических координат х, у, г, служащих для вычи­
сления эфемериды.

При вычислении более или менее длинной эфемериды излагаемые 
в этой главе методы часто заслуживают предпочтения перед вычисле­
нием координат светила по обычным формулам, изученным в первом 
томе.

§62. Вычисление координат, определяющих положение светила в орбите.
Для одновременного вычисления истинной аномалии и и радиуса- 

вектора г проще всего воспользоваться формулами

Ь\/р
Л ~ г2 '

1 cos v ’ v 7
Чтобы получить таблицу значений г и v для моментов /0, 

. . . достаточно вычислить эти величины по обычным формулам 
(том I, глава III) для момента t0. После этого численное интегрирование 
уравнения (1), в котором г определяется равенством (2), даст все осталь­
ные значения г и v.

Вместо уравнения (1) иногда может оказаться выгодным интегриро­
вать уравнение

d2v_ 2#2esinw

легко выводимое из (1) и (2).© ГП
НТ
Б С
О РА

Н



IX. Применение численного интегрирования172

Крюгер 1 предложил следующий весьма удобный распорядок вычи­
сления. Прежде всего, по формулам кеплерова движения нужно найти 
и и г для трех первых моментов. Затем при помощи экстраполирования 
составляется таблица приближенных значения г, что дает возможность 
вычислить правую часть уравнения (1) и, после интегрирования, найти и. 
С этими значениями V вычисляем снова г и повторяем интегрирование: 
получи^более точные значения и, и т. д. (ср. § 57).

Так как радиус-вектор меняется очень плавно и поэтому экстрапо­
лируется с большою точностью, то второе приближение даст всегда 
окончательные значения V, если только при экстраполировании не брать 
сразу слишком много интервалов.

Если нужно вычислить только один радиус-вектор, то можно вос­
пользоваться формулой Лагранжа (§ 5)

d2r2-^=2^ 
at2 (3)а

После того как интегрирование этого уравнения даст таблицу зна­
чений г, определением из уравнения (1) выполнится при помощи простой 
квадратуры. Конечно, зная г, можно найти V и при помощи равенства (2), 
однако вычисление истинной аномалии интегрированием уравнения (1) 
даст более точный результат и потребует меньше работы, так что этот 
путь следует, вообще говоря, предпочесть.

Для того чтобы начать интегрирование уравнения (3), можно вычи- 
ю 

слить значения г для двух моментов, например /о — ш и /0, или /0 — -

। 2’ *4° можно ограничиться вычислением г только для одного 
момента, но для этого же момента найти производную

ke sin и_ # tg ® sin Vdr 
di Vp

(4)

Указанный путь для вычисления г и V для ряда равноотстающих 
моментов особенно выгоден в тех случаях, когда вычисление этих величин 
по обычным формулам сложно, т. е. прежде всего для орбит, эксцентри­
ситеты которых мало отличаются от единицы.

Для вычисления прямоугольных орбитальных координат ; и -ц можно, 
воспользоваться дифференциальными уравнениями

$ 63. Пример вычисления орбитальных координат. 173

В заключение отметим, что численное интегрирование уравнения (1) 
или (3) может быть применено для уточнения или проверки уже най­
денных значений и или г.

Например, взяв за первое приближение значения V, даваемые табли­
цей XV (т. I) с точностью до 0°.00005, и интегрируя уравнение (1), полу­
чим и с большим числом десятичных знаков (§ 57).

§ 63. Пример вычисления орбитальных координат при помощи 
численного интегрирования.

Пусть кометная орбита определена элементами
е = 0.967645 67, ^ ? = 9.765 6500;

требуется вычислить г и V для моментов tQ-\-kw, где 
¿0 = 65*544 00, т =

причем время считается от момента .прохождения через перигелий.
Эта задача может быть решена несколькими способами.
Способ Крюгера. Прежде всего вычисляем, по обычным формулам 

(т. I, § 23), следующие значения и и г-.

Для уравнения (1) функция

t= Íq — W У=ЮО°.ООООО г= 1.378 76
^0 101.082 51 1.409 32
70+» 102.126 97 1.439 77.

/=шк°}/р г^2

может быть представлена так:
/=2.111 215 г—2= [0.324 5324] г~2,

так как гауссова постоянная, выраженная в градусах, равна
¿° = 0°.985 6075, 1ё ¿° = 9.993 7040_ 10;

кроме того, в настоящем случае ш — Ч и
^/р = /<7(1+г) = [0.029 7984].

Вычисление функции / для указанных значений г и для двух экстра­
полированных (курсив) представлено в следующей таблице.

d4

Проще, однако, выразить 
ляемую уравнением

сиг; через величину а (т. I, § 23), опреде-

da k _£ /1 —еа2 (5)

где

и условием, что а = 0 в момент прохождения через перигелий. Для вы­
числения ? и т] служат формулы (loe. cit.)

5 = 9(1—о2), t¡ = 2qa /1—e/1 -—ss2 .

1 A. Krueger, Die Wiederkehr des Olbers'schen Cometen 1887 . . ., Astr. Nachr., 117,1887.

Таблица А.

t г Разности г 1 г-2 /

^—2 1.34b 09

1.378 76
+ 3067

— 11

0.741 790

0.725289

0.550 252

0.526 044

1.161 70

1.11059
. }

*0 1.409 32
+ 3056

— 11 0.709562 0.503 478 1.06295

А 1.439 77
+ 3045

— 11 0.694 555 0.482 407 1.018 46

^2
■

1.47011
+ 3034

0.680 221 0.462 701 0.976 86

<7 = ö (1 — 4
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174 IX. Применение численного интегрирования $ 64. Вычисление эфемериды 175

Так как интегрирование уравнения (1) мы будем производить по 
формуле

и =/~А— /3—• • • >« П 12 п 1 720 п ’

то в следующую таблицу В вписываем сразу средние арифметические 
значений /, полученных в вышеприведенной таблице А.

Таблица В.

t У“1 f У1 У2 У3 Red и

98.859 77
1.13614

— 5294
+ 357

-27 + 441 98.864 18

99.995 91
1.086 77

- 4937
+ 330

— 27 + 411 100.000 02

7 101.082 68
1.040 70

— 4607
+ 303

-27 + 383 101.086 51

102.123 38
0.997 66

— 4304
+ 278

— 25 + 358 102.126 96

7 103.12104
0.957 40

— 4026 + 335 103.124 39

7 104.078 44 + 314 101.081 58

Таблица С.

t 1 + е cos v г Разности г-1 _2
Г f

7 1.409 32 — И
4- 3045

7 1.439 77 — 12 1.018 46
+ 3033

7 0.780 28.1 1.470 10 -13 0.680 226 QAWIQI 0.976 87
+ 3020

7 1.50030 0.666 533 0.444 266 0.937 94

Начальное значение столбца сумм определяется из условия 

которое в данном случае дает

/¡Г1 = 10Г.082 68.

Дальнейшие вычисления ведутся параллельно в таблицах В и С сле­
дующим образом.

1. Пользуясь экстраполированным значением Кеб = -1-335, находим 
у2 = 103°. 124 39.

2. С этим значением н2 вычисляем г2 по формуле (2); в настоящем 
случае р= 1.147 088.

3. Найденное г2 позволяет найти окончательное значение /2 = 0.976 87, 
показывающее, что значение /з =0.997 66, принятое при интегрировании, 
можно не менять.

4. Экстраполированием находим г3 и вычисляем f3.
5. Вписываем в таблицу В соответствующее значение /£=0.957 40 

“2
и, взяв экстраполированную поправку Red = -|-314, находим и3.

В заключение заметим, что принятая при вычислении г точность не 
вполне обеспечивает пятый десятичный знак в истинной аномалии: для 
этого нужно было бы определять г с семью значущими цифрами. Впро­
чем такая точность едва ли когда-нибудь является действительно 
необходимой.

Второй способ. Интегрируем прежде всего уравнение (5), пользуясь, 
например, такими начальными значениями:

/0 = 65.544 00, з0 = 1.210 3123.

Так как о меняется очень плавно, то интервал ш можно увеличить 
и взять w—4d.

После этого можно либо вычислить ; и т), либо найти гни по 
формулам:

Можно, наконец, вычислив сначала г по первой из этих формул, найти и 
интегрированием уравнения (1), что потребует выполнения квадратуры 
(§ 56), так как правая часть этого уравнения уже будет известна для 
всех рассматриваемых моментов времени.

Третий способ. С начальными значениями

7 — ^ = 63.544 00, г =1.378 762, ^ =0.015 305 62

интегрируем уравнение (3), причем берем w = 4d. Истинную аномалию 
находим так же, как и в предыдущем способе.

§ 64. Вычисление эфемериды при помощи численного интегрирования 
уравнения движения.

Необходимые для вычисления эфемериды прямоугольные координаты 
светила x,ypz могут быть получены при помощи численного интегриро­
вания уравнений

(Рх &х d^y &у &z &z ,
^ + 7Г = °- ^+73= °’ °- (б)

Чтобы начать интегрирование, надо вычислить либо координаты
У (x^y^z^

для моментов Cj—7—w и tv либо величины
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определяющие положение и скорость светила для момента t0. Для этого 
служат обычные формулы кеплерова движения; например, если движение 
происходит по эллипсу с умеренным эксцентриситетом, то можно взять 
такие формулы (т. I):

х = аРх (cos Е — е) -j- bQx sin Е

у = aPy(cos Е — е)bQv sin Е (?)

г — aPz (cos Е — е) 4~ sin f
ъ

x' = —=(— aP sin E Ц- bQ cos E) 
r^a x

y'=~^{— aPv sin E 4- bQy cos E)

b
z' = - _ aP, sin E -j- ¿>Q2cosfi),

'причем эксцентрическая аномалия E определяется из уравнения /
Е— е sin Е — М.

Для контроля могут служить равенства -

г — |/х2 -|- У2 + z2 = а(1 —е cos Е), 

be)/a sin Е = хх'4~уу' 4-zz'.

Вычисление невозмущенной эфемериды производится обычно на не­
большой промежуток времени, причем начальный момент ta берут 
в середине этого промежутка. При таких условиях метод квадратур не 
имеет особых преимуществ перед методом Коуэлла (так как число про­
ходимых при интегрировании интегралов невелико), и оба эти метода 
могут быть одинаково рекомендованы.

Интегрирование уравнений (6) требует вычисления функций

f= — w2k2r Зх, —uPlpr^y, —w-k2r sz.

Для этого удобно пользоваться специальной таблицей, дающей 
ц/2^2Г~3 п0 аргументу г2 — х2 у2 -\-z2. Такая' таблица помещена в томе I.

При пользовании более подробной таблицей Комри (Comrie, Plane­
tary Co-ordinates for the years 1800—1940, London 1933) надо иметь 
в виду, что

для w = cld, \{Pw2k2 = 11 836.49
= 4d, = 47 345.95

„ =8d, =189 383.81

Пример вычисления гелиоцентрической эфемериды планеты при 
помощи этого способа был уже дан в томе I.

В заключение заметим, что на практике предпочитают вычислить 
по формулам (7) не одно или два положения планеты, необходимые 
и достаточные для определения решения системы (6), а несколько поло­
жений, так как это не только облегчает начало интегрирования, но 
и дает очень хороший контроль.

§ 65. Другие способы для вычисления эфемериды при помощи 
численного интегрирования.

Предположим, что для момента /0 нам известны координаты светила 
-*о, Уо, и компоненты скорости х^, у^, В томе I было показано, что 
координаты светила х, у, z для любого момента времени выражаются 
через указанные величины следующим образом:

z = Ех^ Ц- Сх^
= + (8)

г = Егй 4-

причем функции Е и О разлагаются в ряды:

где 0=^(/ — /0)> а г0 и вычисляются по известным формулам

= гд'0=хйх'Лу.у'Л2Л-

Заметим, что штрихами мы обозначаем здесь производные по 
^=^(^—так что

, _ 1 бх , _ 1 ду - _ 1 _ 1 dr
Х Ь Л ’ Ь dt ' ~ к dt ’ Г

Вычисление гелиоцентрических координат х, у, г, нужных для полу­
чения эфемериды, можно производить по формулам (8). Для нескольких 
«близких моментов I функции Р и О могут быть удобно вычислены при 
помощи рядов (9). Для более далеких моментов можно прибегнуть к чи­
сленному интегрированию вместо того, чтобы пользоваться конечными 
выражениями этих функций, указанными в томе 1.

В самом деле, дважды дифференцируя равенства (8) и замечая, что

#2 *хг > ар — *уг • .
получим

d2F d2G , (10)
причем

r2==r2p2 + r'o2G2 + 2ror^ EG. (H)
Система уравнений (10), где г определяется равенством (И), легко 

интегрируется способами, изученными в предыдущей главе.
Равенства (9) показывают, что

Р 1 (л г- л
^0=1, 777 =0, °0 = 0,\Л/о \Л/о

поэтому здесь особенно удобно определять интегральную кривую на­
чальной точкой и начальной скоростью.
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178 IX. Применение численного интегрирования

Еще один способ вычисления прямоугольных гелиоцентрических 
координат мы получим, взяв формулы

х — П1Х1-\-п2х2, у = п1у1 -\-п2у2, г = пгг1-[-п2г2, (12)

выражающие условие нахождения трех положений светила в одной пло­
скости, проходящей через центр Солнца, и рассматривая в них (хь у^, 
(х2, Л, £2) как заданные координаты светила для моментов 11 и 12, а (х, у, г) 
как искомые координаты, соответствующие моменту t.

В этом случае П1 и п2, рассматриваемые как функции времени, удо­
влетворяют, очевидно, уравнениям: 1

1 На существование этих уравнений указал Т. Банахевич (T. В a n а с h i е w j с z, Sua
quelques points fondementaux de la théorie des orbites, Acta astronómica, Ser., a, 3. 1933);

— 3 <72Л2 —3 /104
_ = ■ <|3>

причем
=г1п1 + гЖ + ^г2П1П2- (14}

За начальные значения функций лД/) и л2(0 удобно взять такие: 
Л1(Л)=1, Л1(/2) = 0,
л2(Л) = О, л2(/2)=1.

Интегрирование системы (10) или (13) проще, чем непосредственное- 
интегрирование уравнений движения, рассмотренное в предыдущем пара­
графе, поскольку каждая из этих систем заключает два уравнения, а не 
три. Однако это упрощение в значительной степени компенсируется 
сложностью формул (И) и (14), а также необходимостью обращаться 
в заключение к равенствам (8) или (12) для получения искомых координат..

Моменты Л и /2 целесообразно выбрать недалеко от середины эфе­
мериды.

ГЛАВА X.

ВЫЧИСЛЕНИЕ ВОЗМУЩЕНИЙ В ЭЛЕМЕНТАХ.

§ 66. Общие соображения.

Дифференциальные уравнения, определяющие оскулирующие эле­
менты в наиболее общем случае какого угодно возмущающего ускорения, 
были уже даны в § 12. Оставляя пока в стороне орбиты, имеющие экс­
центриситеты, близкие к единице, введем вместо эксцентриситета угол 
<р = arc sine, как это обычно делается в вычислительной практике. Урав­
нения (37) и (38) (см. § 12) дадут:

<7/—т— = г cos и W at 1

-у- = г sin и cosec i W dt

= a eos <p sin v S' -f- a eos <p (eos v cos f) T'

— —p cosec <p eos nS'-|-cosec ? (r-|-p) sin vT' -|-tg ~ r sin uW' ,(i)

dn 3# . . , 3* p ,
dt }Ca г I

~ = ~ ^2 eos ?/■—ptg|cos ti) S'-ф tg|(r+p)sin wF-f-

4- ig~r sin и W.

Эти уравнения представляют систему совокупных уравнений первого 
порядка, численное интегрирование которой весьма просто выполняется 
любым из способов, изученных в главе VI. В астрономической практике 
всегда применяется метод квадратур, подробно рассмотренный в §§ 49—51. 
Здесь применение этого метода особенно облегчается тем обстоятель­
ством, что правые части уравнений (1), имеющие множителями возму­
щающие массы, очень малы, а поэтому могут вычисляться со всей нуж­
ной точностью при помощи приближенных значений искомых элементов 
i, 2, ср, ~, п, е.

Момент, для которого известны значения оскулирующих элементов 
/0, 20, ср0, тг0, п0, е0, а0, иначе говоря, эпоху оскуляции, обозначим через т0.

Положим
i — /0 4- Ы, 2 = 20 + Д2, • •
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180 X. Вычислениё возмущений в элементах $ 66. Общие соображения 181

в таком случае Ы, ДЙ, . . . будут определяться дифференциальными 
уравнениями

dM,, = rcos и W' dt (О
и начальными условиями Д; = 0, ДЙ = 0, . . . для /=г0.

Выберем определенный интервал интегрирования ш и, обозначив 
эпоху оскуляции т0 через 10— + , поставим себе задачей найти Дг, ДЙ, . . . , 

а следовательно и оскулирующие элементы для моментов 

где £— целое число.
Так как, с одной стороны, при интегрировании уравнений (Г) при­

ходится вычислять произведения правых частей уравнений (Г) на ш, 
а с другой стороны — Д/, ДЙ, Д<р, . . . удобно получить сразу в дуговой 
мере, то положим

= г cos и IV
8Й =r sin и cosec i W
8<р = a cos <р sin v S -ф a cos <р (cos v -ф cos E) T
Sir = — p cosec <p cos v 5-ф cosec <p (г -ф p) sin v Г-ф

-ф tg ~r sin uW

- 3 kw . . с 3 kw рW*n=-----— Sin ср sin и S — - 

i
2

где, учитывая значения S', Т', W, указанные в § 11, имеем:

е w е,_ w 
arel" ¿/parcl" ’

т =---- —-----т w =__ =- - W
¿Kparcl" ’ ^Урагс Г 

(2)

(3)

где через ^обозначены соответственно значения Д/, Дй, . . . для мо­
мента / = Го+ пш-

Так как средняя долгота вычисляется по формуле (§ 12) .

X = е -ф у п 61,

причем ее невозмущенное значение равно е0-^п0(1— т0), то возмущение 
средней долготы можно представить так:

Д X = X — [е0 -ф По (/ — т0)] = Де -ф (п — Ло) 61.

Следовательно, вычисление ДХ приводится к нахождению величины

Д'Х = (п— п^61,

которая удовлетворяет дифференциальному уравнению 
6*Х\ 6п

(5)

и начальным условиям:
Д,Х = О, ^ = 0

61
для / = т0.

Для интегрирования уравнения (5), правая часть которого опреде­
ляется предпоследним из равенств (1), положим /~илп и воспользуемся 
формулами (37Ь1з), (36) и (39), выведенными в главе VI. Это даст сле­
дующие рабочие формулы:

_ . — 2 | 1 , 1 ,2 _|_ 31 4
Xn—Jn г-127«“240/я I" 60480/п ’ • ■

-i 1 , 17 з 367 □ (
-4 24у-~ф 5760 7-2- 967 680 —7- '' ’ *

7 о = + 24/-!— ¿Уэд (2/_! +/0 )-ф 967680 (37-1+2/0)

(6)

где через хп обозначена величина для момента У = Г0-флш.
После того как Д7 найдено, вычисление возмущенной средней дол­

готы X для момента 1 производится по формуле
причем через & обозначена гауссова постоянная, выраженная в секундах 
Дуги. '

Обратимся теперь к методу квадратур, подробно изученному в § 50, 
и воспользуемся, в частности, формулами (17bis) и (18). Принимая за / 
каждую из функций 8/, 8Й, . . . , мы будем иметь такие рабочие фор­
мулы:

х = у— 1 Lу1 I 11 у3 191 i 
л п 12 « ' 720 п 60480 л ' ' ’ ‘

X— Ео + ^о^ — То) + Де + ДХХ. (7)
Имея возмущенные значения

1 — zo + ДА й = Й0-фДЙ, . . .

всех элементов для этого момента времени, мы можем вычислить поло­
жение светила по обычным формулам эллиптического движения:

1 f1 I 17 f3 
24у-Д-^’5760/-4

367 5
967 680 7 —i-' ' ‘

(4) Е — е sin Е = X — - i
г sin V — a eos о sin Е ' (8).
г cos V = a (cos Е — sin ср), j

i
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причем большая полуось а находится при помощи соотношения

(9)

видно, г, 0, 0, то общее выражение для компонента возмущающего уско­
рения по любой оси, а именно (§ 3):

где надо взять
1g = 3.550 0066,

если п выражено в секундах дуги, и
15 ¿° = 9.993 7041, 

если п выражено в долях градуса.
Вычисление прямоугольных экваториальных координат (нужных в том 

случае, когда возмущенное положение светила сравнивается с наблюде­
ниями) выполняется по формулам:

х = г sin a sin (А' и) 
у = г sin b sin {В’ 4) 
Z = г sin С sin (С 4- tf),

(Ю)

дает в рассматриваемом случае

Г, =

где

Д?

41 

д?

к 
д?

41

Cl 
г?

Г2

\ 1 /

Sj =

причем постоянные Гаусса а, Ь, с и
д' = д4-ш, £' = fi4-m, с' = с4-«>

определяются равенствами
sin a sin А = cos 2
sin a cos A — — cos i sin 2
sin b sin В = sin 2 eos e
sin b eos В = eos i eos 2 eos e — sin i sin e (
sin c sin C = sin 2 sin e
sin c eos C= eos i eos 2 sin e 4- sin i cos e, J

(H)

в которых через е обозначена наклонность эклиптики к экватору.
Итак, вычисление возмущенных значений элементов приводится, если 

не считать весьма просто выполняемого интегрирования, к вычислению 
функций (2), зависящих, с одной стороны, от компонентов возмущающего 
ускорения 5, Т, W, с другой — от координат г и и возмущаемого тела. 
Так как вычисление этих последних, выполняемое по формулам (7), (8), 
(9), нами рассмотрено, то остается лишь указать наиболее удобные спо­
собы для определения величин 5, Т и П/, зависящих от компонентов воз­
мущающего ускорения.

§ 67. Вычисление компонентов возмущающего ускорения.
Введем следующую вспомогательную координатную систему: напра­

вим ось $ по радиусу-вектору возмущающего тела в сторону увеличения г, 
ось т) — по перпендикуляру к радиусу-вектору в плоскости орбиты в сто­
рону возрастания истинной аномалии, наконец ось С—по перпендикуляру 
к плоскости орбиты таким образом, чтобы рассматриваемая система 
координат была правой.

Через 5, Т, W мы обозначим компоненты возмущающего ускорения 
по осям $, 71, С. Для вычисления этих величин могут быть употреблены 
различные приемы. Наиболее употребительным является следующий.

Обозначим через тх и тц, массу и координаты одной из возму­
щающих планет. Так как координаты возмущаемой планеты равны, оче- 

а через г} обозначен радиус-вектор возмущающей планеты. 
Таким образом, учитывая равенства (3) и полагая

/ 1 1 \
\ л3 г3 ’V Р \Д1 4 /

(12)

получим

р Д1
(13)

Если рассматриваются возмущения, производимые другими плане­
тами с массами т2, . . . и координатами ($2, 42, С2), • ■ . , то вычисляем 
по формулам, аналогичным (12) и (13), 
соответствующие компоненты (52, 72, 
У/2), ... и полагаем в уравнениях (2):

ЗАМЕЧЕННЫЕ ОПЕЧАТКИ

Стра­
ница Строка Напечатано Должно быть По чьей вине

182 10 снизу возмущающего возмущаемого автора

, . . . _--------- --- _ хх — хх X * х^> XX 1ÁV1 Vk. 1W kill .X , XT X J U I, LX ATX w XX X X V X LX

неты, причем долготу Lx будем считать от восходящего узла л, этой 
орбиты (рис. 10).

В сферическом треугольнике, образованном положением планеты А, 
полюсом эклиптики Е и полюсом орбиты О, углы при вершинах О и Е 
равны соответственно 90° — ¿i и 90°4~Л—2-© ГП
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причем большая полуось а находится при помощи соотношения
2 

а-ТФ/ (9)
1 п 

где надо взять
1& = 3.550 0066,

видно, г, 0, 0, то общее выражение для компонента возмущающего уско 
рения по любой оси, а именно (§ 3):

если п выражено в секундах дуги, и 
lg 9.993 7041,

дает в рассматриваемом случае
М
ri)

если п выражено в долях градуса.
Вычисление прямоугольных экваториальных координат (нужных в том 

случае, когда возмущенное положение светила сравнивается с наблюде­
ниями) выполняется по формулам:

х = г sin a sin (А' 4- f) 
у = г sin b sin {В' 4~ п) 
Z = г sin с sin (С 4“ V),

причем постоянные Гаусса а, Ь, с и
А' = А4-Ш, В' = В-\-ч>, с' = с4-ш

определяются равенствами
sin a sin А = cos 2
sin a cos А = — cos i sin 2
sin b sin В — sin 2 eos e
sin b eos В = cos i cos 2 cos e — sin i sin e
sin c sin C = sin 2 sin e
sin c cos C— eos i eos 2 sin e 4~ sin z cos s,

(Ю)

(H)

в которых через е обозначена наклонность эклиптики к экватору.
Итак, вычисление возмущенных значений элементов приводится, если 

не считать весьма просто выполняемого интегрирования, к вычислению 
функций (2), зависящих, с одной стороны, от компонентов возмутяинтю™ 
ускорения 8, Т, W, с дпугой — ■—-—-
Т?'------
<э: 
со 
му

ВИ1
ОС1
РО1 
к 
кос

п0 . ------ }чи»усилены

Раз . — —употреоительным является следующий.
Обозначим через тх и 4Ь массу и координаты одной из возму­

щающих планет. Так как координаты возмущаемой планеты равны, оче-

где

а через г1 обозначен радиус-вектор возмущающей планеты. 
Таким образом, учитывая равенства (3) и полагая

 7 _1___ 1 \
Гр

получим

Г Д1

Если рассматриваются возмущения, 
тами с массами тг, . . . и координатами 
по формулам, аналогичным (12) и (13), 
соответствующие компоненты (52, 7 г, 
Ж), ... и полагаем в уравнениях (2):

5 = 514" 524" • • •
Т — 71 4-724- . . .
в/= ^4- ж 4-. . .

Остается показать, каким образом 
могут быть найдены координаты (^, тр, 
С1), . . . возмущающих планет. Астро­
номические ежегодники дают для каж­
дой из больших планет эклиптические 
гелиоцентрические координаты, а имен­
но: радиус-вектор г1г долготу /1 и ши­
роту йр Эти же величины даются со 
всей нужной в обычно встречающихся 
Комри.

Обозначим через ¿1 и В1 долготу и

(12)

(13)

производимые другими плане- 
(^2> 42, С2), • • . , то вычисляем

случаях точностью таблицами

широту рассматриваемой воз-
мущающей планеты относительно плоскости орбиты возмущаемой пла­
неты, причем долготу 7] будем считать от восходящего узла л, этой 
орбиты (рис. 10).

В сферическом треугольнике, образованном положением планеты 7], 
полюсом эклиптики Е и полюсом орбиты О, углы при вершинах О и Е 
равны соответственно 90° — Ц и 90°4-Д— 2-© ГП
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Поэтому для вычисления ¿i и Вг могут служить формулы:
cos Вх cos Lr = cos (Zj — 2) cos bi
cos Bi sin ¿j = sin i sin ói-f-cos i eos bi sin (L— 2) 

sin Bi = eos i sin bi — sin / eos b¡ sin (Zj — 2).
(14)

Обозначим, как и раньше, через и аргумент широты возмущаемой 
планеты, тогда ¿1 — и и В{ будут сферические координаты рассматривае­
мой возмущающей планеты, соответствующие координатной системе 5, т], 
С; поэтому

— р cos Bi cos (Li—и) 
Тц—Ti COS Bi sin (¿1—и) 
Cl sin Bi.

(15)

Формулы (14) и (15) полностью решают вопрос о вычислении ¡й, тщ 
Ci по данным гь В, bi.

В прежнее время, когда арифмометры были мало распространены, 
для вычисления взаимного расстояния планет Ai рекомендовалось упо­
треблять, вместо формулы

Д2 = (^_Г)2_Т2 + ^ = Г2 + Г2_ 2^, 

равенства
Ai eos eos Qi=^— r
Ai eos qi sin Q1 = t]1

Ai sin 9i = Ci,
где 9i и Ci — некоторые вспомогательные величины, ненужные для даль­
нейшего.

§ 68. Другой способ вычисления компонентов возмущающего 
ускорения.

Если вычисляются возмущения для нескольких оборотов светила и
можно вычисление координат возму-если эти возмущения невелики, то

Рис. 11.

ледующие формулы, легко 
угольника:

щающей планеты (которую для 
краткости можно назвать Юпите­
ром) провести иначе.

Будем считать движение Юпи­
тера и движение возмущаемого 
светила происходящими в неизмен­
ных плоскостях, определяемых со­
ответственно элементам /1, 21и/, 2.

Обратимся к сферическому 
треугольнику ЛЛ|7У (рис. 11), 
образованному восходящими узла­
ми Л и Л] рассматриваемых орбит 
относительно эклиптики и восхо­
дящим узлом /V орбиты Юпитера 
относительно орбиты возмущае­
мого тела. Для вычисления угла 4 
между плоскостями орбит и дуг 
ЛУУ, Л^, которые мы обозначим 
через ТУ и 7У1, могут служить 

получаемые из рассматриваемого тре-

sin J sin 1 (TVЦ- NJ = sin ± (21 — 2) sin -| (Zj i)

sin 4 eos -i- (ТУД- TVi) = eos 4- (2i — 2) sin 4 (íj — i)
Z Z Z Z

cos J sin (N — 2У1) = sin 2- (Si — 2) eos y (Д — i)

cos eos -i (TV—TVj) = eos ~ (2j — 2) eos -i (/'i — i),
z z z z

Рассмотрим теперь, наряду с прежней координатной системой 
новую систему отличающуюся тем, что ось направлена в точку 
орбиты В, отстоящую от узла на угол ЛВ = р, а ось т/— в точку, рас­
стояние которой от узла равно р-ф-90°.

Координаты Юпитера в новой системе мы можем вычислить по 
обычным формулам (формулы (8) в § 10), принимая в них долготу узла 
равной

ВХ=Д — р, 
а аргумент широты равным

ТУ/^Х! — ТУ1 — 2Ъ
где через kj обозначена долгота Юпитера в орбите. 

Получим
^ = Г1 { cos^ — Nr — 2j) cos (TV— p) — sin(Xj —Nt — 2i) sin (N — p) cos 7} 

v)’ ~Г1{ cos 0ч — M ~ 2i) sin (^— fO — sin 0ч — — si)cos — P)cos
= sin (kj — ZVj — 2j) sin J.
Следовательно, вводя величины, 

при помощи равенств
A sin Аи— eos (N—Р)
A cos А" —— sin (7V — р) cos J

А' = А"-Ni — 21

аналогичные постоянным Гаусса,

В sin В" — sin (N— р)
В cos В" — cos (N—P)cosJ (17)

В' = В" — Ni - 2.
С = sin 7, С'=— Ni — 2Ь 

окончательно будем иметь:
В’ = ri A sin (А' кл ’ 

т]' = туВ sin (В' -ф- kj)

= ^1 С sin (С7 —j- к])
(18)

Чтобы получить нужные нам координаты В и tj, остается сделать 
поворот вокруг оси С на угол и— р, что дает:

$i = e;cos(y —p)+r1;sin(w—р| i
' sin (и — Р) -ф 7]' cos (и — р) j

Вычисление по формулам (18) и (19) можно упростить надлежащим 
выбором произвольного угла р. Наиболее простые формулы 1 получаются 

1 Эти формулы для случая р = и даны Мертоном: Q. Merton, The periodic comet 
Grigg (1902 II)=Skjellerup (1922 I) (1902 to 1927), Memoirs of the R. Astr. Society; 64, Part III, 1927.

Формулы, соответствующие случаю p = ф, применены в работе Н. Й. И дельсона: 
La comète d’Encke en 1924—1934, Известия Главной астрономической обсерватории в Пул­
кове, т. XV, I, 1935.© ГП
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186 X. Вычисление возмущений в элементах

в следующих случаях:
1) $ = Х или р = ^+90°
2) р = «
3) ₽ =

Так как во втором случае угол $ = и зависит от положения возму­
щаемого светила, то и постоянные А, А', . . . будут зависеть от коор­
динат возмущаемого светила. Таким образом, формулы, соответствующие 
этому случаю, целесообразно применять лишь тогда, когда функции (2), 
подлежащие интегрированию, вычисляются лишь для немногих, всегда 
одних и тех же точек орбиты (см. § 69).

Применение формул (18) и (19) только тогда может иметь преиму­
щество перед обычными формулами (14) и (15), когда элементы /, 2, 
2Ь служащие для вычисления постоянных по формулам (16) и (17), могут 
считаться неизменными в течение значительного промежутка времени и, 
кроме того, долготы в орбите Х2, . . . возмущающих планет имеются 
в готовом виде.

Влияние небольших изменений сП, ¿2, ... на постоянные А, А', . . . 
можно, конечно, учитывать дифференциально, но на выводе соответствую­
щих формул мы останавливаться не будем.

§ 69. Табулирование коэффициентов.

Вычисление выражений (2) приводится, с одной стороны, к вычисле­
нию величин 5, Т, В/, которое было подробно рассмотрено в двух пре­
дыдущих параграфах, с другой — к вычислению коэффициентов, на кото­
рые умножаются эти величины.

Если выделить множители, зависящие от а, г и си, вычисление кото­
рых выполняется весьма просто, то нахождение этих коэффициентов 
сведется к вычислению величин:

г— sin щ а
г

В = — cos V а

С = cos ср sin у; D — cos ср (cos v 4- cos E)

(r \
— 4-COS2 cp jsin v

Г <PG = sin cp sinti /7=2—cos<p— cos2©tg -|cos и

(20)

являющихся функциями ТОЛЬКО ср и М.
Таким образом, вычислительная работа может быть существенно 

облегчена построением соответствующих таблиц. Чтобы сократить объем 
этих таблиц, выгодно преобразовать уравнения (1), введя вместо / неза­
висимую переменную М при помощи равенства

d
dM Л

В этом случае можно ограничиться вычислением величин (20) для 
немногих круглых значений М, так что вместо таблиц с двумя аргумен­
тами ср и 44 будем иметь ряд таблиц с одним аргументом ср.

Подобные таблицы построены Кроммелином 1 для значений аргумента 
е — эш ср, меняющихся от 0.37 до 0.84 через 0.01, т. е. соответствующих 
орбитам короткопериодических комет. Первая таблица дает значения 
коэффициентов (несколько отличающихся по форме от указанных выше 
А, В, . . . ) для М = 0°, 7?5, 15°, 22?5, ... с пятью знаками; вторая та­
блица дает логарифмы тех же коэффициентов с четырьмя знаками для 
47 = 0°, 1°, 2°, . . . , 25°, 26°.

1 A. C. D. C r o m m e 1 i n, Tables for facilitating the computation of the perturbations of 
periodic comets by the planets. Memoirs of the R. Astr. Society-, 64, Part V, 1929.

Первая таблица предназначается для вычисления возмущений от 
Юпитера и Сатурна, вторая—для вычисления возмущений от четырех 
внутренних планет, которые производят заметное действие лишь во время 
нахождения кометы вблизи перигелия.

В некоторых случаях может быть выгодно принять за независимую 
переменную не среднюю аномалию, а эксцентрическую, для чего урав­
нения (1) надо преобразовать при помощи соотношения

й   г\/ а d 
йЕ к dt

Точки, соответствующие равноотстоящим значениям Е, расположены 
по орбите более равномерно, чем точки, соответствующие равноотстоящим 
значениям 44, что особенно чувствительно при больших значениях эксцен­
триситета. Действительно, разложения в ряды, которые мы будем изу­
чать в главе XII, показывают, что

v = 44 2г sin 44 —J— .
у = Z:f sin 7?. • .,

если ограничиться первыми степенями эксцентриситета. Таким образом, 
равноотстоящие значения Е дают более равноотстоящие, если можно так 
выразиться, значения и, чем те, которые получаются при равноотстоящих 
значениях 44.

Еще более убедительно доказывает этот факт (поскольку только-что 
указанные ряды расходятся для е > 0.66 . . . ) следующая табличка, 
дающая соответствующие значения трех аномалий в случае г —0.85, 
т. е. для круглой величины эксцентриситета кометы Энке:

у = 0° 20° 40° 60° 80° 100° 120° 140° 160° 180°
Е = Фу 5°7 11°8 18°7 26°9 37°5 52°5 76°1 116°5 180°0

44 = 0°0 0°.9 1?8 3°1 4°9 7°9 13°9 28°8 72°9 180°0.

Наиболее- равномерное распределение положений возмущаемого 
светила по орбите получим, взяв за независимую переменную, по кото­
рой производится интегрирование, истинную аномалию. Это легко сде­
лать, воспользовавшись соотношением:

d  sec ср / г у d 
dv п \ Т / dt

Нужно однако заметить, что употребление эксцентрической или 
истинной аномалии в качестве независимой переменной значительно 
усложняет вычисление координат возмущающих планет.
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§ 70. Сопоставление формул.
Как общее правило, возмущения элементов вычисляются с точ­

ностью до 0/0001 для среднего суточного движения и до 0/001 для всех 
остальных элементов. Для достижения такой точности в случае малой 
планеты берется интервал к/ = 40</ и вычисление ведется с пятью знаками. 
В случае кометы величину интервала целесообразно изменять в зависи­
мости от близости кометы к возмущающей планете и от близости к пери­
гелию.

Следует позаботиться о том, чтобы элементы возмущаемого светила, 
а следовательно и получаемые по ним координаты, были отнесены 
к тому же экватору и равноденствию, как и координаты возмущающих 
планет.

Чтобы избежать ненужного интерполирования, следует моменты 
/04-#и> выбрать так, чтобы иметь для них координаты возмущающих 
планет в готовом виде.

Пусть имеем оскулирующую систему элементов а, е, ¿, . . . для: 
эпохи т0. Выбрав интервал ш, определяем из равенства

Н) 
Д----- К” — 'о

начальный момент /0. Затем, для моментов /0— 2ш, /0— w, t0, Íq-^-w при 
помощи данных (т. е. невозмущенных) элементов вычисляем г, v, и, р 
по формулам:

Е — е sin Е = Л4 
г sin V = a cos ср sin Е 

г cós V = a (cos Е — sin ср) 
и —n-фш, p = acos2<f.

(О

После этого берем из ежегодника (или таблиц Комри) координаты 
(П, А, (г2, 1г, . . . возмущающих планет и вычисляем соответ­
ствующие орбитальные координаты, для чего служат формулы:

cos Вх cos Lx = cos (/j — Q) cos bx
cos Bx sin ¿J = sin i sin bi -|- cos i cos b{ sin (A — 2) 

sin Bx = cos i sin bi — sin icos bi sin (lr — 2)
íj = Tj cos Bx cos (¿i — u) 
тд = r\ cos Bi sin (Li — zz) 
Ci = ri sin Bi.

(Ill)

Определив расстояние между возмущаемым телом и рассматриваемой 
планетой:

= —2Д1, (IV)
переходим к вычислению компонентов возмущающего ускорения:

wk"mi í 1 1
1

ДЗ ^.3
1 '1

= Ti = K^, Wi=K^

Значения wk"mi могут быть взяты из таблицы IV (стр. 400).

(V)

Затем суммируем компоненты ускорения, вызываемого действием раз­
личных возмущающих планет:

S = Si -f- . . .
. . (vi)

w= ^4- u/24- . . .
Переходим к вычислению функций, подлежащих интегрированию, 

для чего служат формулы:
8z = г cos и W

82 = г sin и cosec i W 
8cpI== a cos ср sin v S

8срц = acoscp(cosa4“cos^)
8^ = — p cosec cp eos v S 

cosecep sin v T
8 к = 8^4- 8тси 4-^ш (VII)

4n = tg yrsina М/

8^ = — ^2 cos ср г—ptg cos и J 5

5еп = tg J(r4-p)siny T 

^m=tg-^rsinuW

5? = 8?i4-3?n

8г = Sej 4~ 8en 4- Se ni

w8nl =---- =- sin cp sin v S 
Va

МПп = -^Р.Т 
11 у/a r

Для w = 20d, Ig 3^ = 0.013 733.
„ w = 40d, Ig 3^ = 0.314 763.

1

. w^n = 4- w8nir

o

Интегрирование для первых пяти элементов производится по фор­
мулам

х~1 1 / I I х* 1 Л |
247—1-+з39/- г-УбЗТ^т ^ ' ’ ’

11/1 \ з 1 5
Хл—А ~ 12 ^л у65~у^л ~ ЗТ7^п '

Для win составляется также столбец вторых сумм, для чего берется 
начальный член

zo = + 24 1— 339 1 4~ 4 4" (5А—14'2/0) — ...

и, кроме первого интегрирования, дающего wn, производится по формуле

+12 ^л 24бА + 1951 А (IX)

еще второе интегрирование, дающее Д'Х.© ГП
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При всех этих интегрированиях недостающие разности находятся 
экстраполированием.

Закончив интегрирование, получим возмущения элементов Д/, Д2, 
Дер, Дя, Де, w^n, для четырех указанных выше моментов; придав их 
к исходным оскулирующим элементам, получим возмущенные элементы 
для этих моментов. Возмущение большой полуоси можно найти при по­
мощи дифференциального соотношения

. , 2 АЛ ДЛA 1g д = —— Mod------- ь 3 wn
2 2Mod = 0.289 5297, 1g Mod = 9.461 6932. О о

С возмущенными значениями элементов надо повторить все указан­
ные вычисления, чтобы получить более точные величины 8/, 82, . . . 
и снова выполнить интегрирование. Для этого служат те же самые фор­
мулы, с тем только отличием, что средняя аномалия находится при по­
мощи равенств

х — ео Ч~ ло (z — то) 4-Де 4“ д/х 
М = \ — л,

где через е0 и л0 обозначены исходные значения элементов е и п, соот­
ветствующие эпохе т0.

Такое повторное вычисление возмущенных элементов производится 
до тех пор, пока процесс не установится. При надлежащем выборе интер­
вала w уже второе приближение можно считать окончательным и пере­
ходить к вычислению возмущений для следующих моментов Г04-2го, 
/04~3w» . . . (или'?0— Zw, — 4w, . . . —смотря по тому, в какую сто­
рону от начальной эпохи надо итти).

Если возмущения велики и окончательные значения разностей функ­
ций 8/, . . . чувствительно отличаются от первоначально принятых, то 
можно повторить еще раз вычисление возмущений для моментов /0 —2w, 
to — W, to, t0-]-w. «

Продолжение вычисления не представляет никаких трудностей, так 
как, вследствие медленности изменения оскулирующих элементов, экстра­
полирование дает настолько точные значения возмущений, что повторять 
вычисление 8/, 82, . . . никогда не приходится, если интервал w выбран 
надлежащим образом.

Вычисление ведется на нескольких отдельных листах. На первом 
листе находятся г, v, . . . 8/, . . won; на втором, вспомогательном по 
отношению к первому, вычисляются координату возмущающих планет 
тщ Ci, . . ., соответствующие компоненты . ., и, наконец, 5, Т, В/.
На этих двух листах вычисления, соответствующие определенному мо­
менту, располагаются вертикальными столбцами. Наконец, интегрирование 
каждой из функций 8/, 62, . . . выполняется на отдельном листе по схе­
мам, указанным в главе VIII.

§ 71. Особые случаи вычисления возмущений элементов малых планет.
При применении метода, изученного в предыдущих параграфах, 

к малым планетам могут встретиться затруднения двух родов.
1. Если наклонность орбиты очень мала, то вычисление величины 

сопровождается большой потерей точности, что влечет неточность 
в определении долготы узла.

2. Если эксцентриситет орбиты мал, то аналогичное затруднение 
возникает при нахождении долготы перигелия, требующем вычисления

. peosí, „ , (г4-Р) sinv I + i ■ ivz8ir = — . ¿4—-—-------- 7^4 tg — rsin и W.sin® sin® 1 2

В первом случае проще всего изменить основную плоскость: эле­
менты /, 2, к, е, отнесенные к плоскости эклиптики, преобразовать в эле­
менты 7, 2', к', г (вместо двух последних можно взять а/ и отнесен­
ные к плоскости экватора.

В тех случаях, когда имеется в виду лишь приближенное вычисление 
возмущений, с точностью до первых степеней масс, вместо / и 2 вводят 
вспомогательные переменные р и q, определяемые равенствами

dp = sin ш sin i dQ 4- cos u> di 
dq = cos co sin i dQ — sin co di.

Для вычисления возмущений Дц, Av этих переменных служат фор-
мулы:

6p = rcosz/lV, 8q = rsinz> W,

легко получаемые из формул (2).
Возмущения i и 2 с точностью до величин 1-го порядка найдем из

соотношений
Az = cos со • Др — sin ад • Aq 

sin i A2 = sin со • Ap 4- cos со • Aq.

Обратимся 
близок к нулю.

теперь к тому случаю, когда эксцентриситет орбиты

Введем вместо е и к новые элементы

Так как
Z! = esinir, Z = c?cosk. (21)

dh de . , .dn dv . , dn— simr 4-Z-— = -Acóseosme + Z37 dt dt ' dt dt 1 dt
di de , dv dv , dn— cosw— h -4. eos ® eos ir — A — ,dt dt dt dt ' dt ’

то при помощи формул (2) легко найдем:

oh = — р eos XS4- (р 4- г) sin hT 4- rhT-\-1 tg ~ r sin и JF,

o/ = 4—P sin XS4~ 04“ Ó cos ^7"4- rlT — h tg ~ r sin и W, 

где
A = 7t 4- V.

После того как интегрирование этих равенств даст возмущенные 
значения h и I, соотношения (21) позволят вычислить соответствующие 
значения е и л-.© ГП

НТ
Б С
О РА

Н



192 X. Вычисление возмущений в элементах ,ÿ. 72. Вычисления возмущений элементов кометных орбит 193

§ 72. Некоторые особенности вычисления возмущений элементов 
кометных орбит.

Для короткопериодических комет, у которых эксцентриситет не на­
столько велик, чтобы нельзя было пользоваться эксцентрической анома­
лией, вычисление возмущений в элементах выполняется по формулам, 
указанным в § 70.

Для комет, эксцентриситет которых близок к единице или равен 
единице, эти формулы должны быть частично преобразованы таким об­
разом, чтобы вместо возмущений элементов ср, п и s можно было нахо­
дить возмущения элементов е, q и t (время прохождения через пери­
гелий).

Мы не будем останавливаться на этом преобразовании, так как 
в настоящее время, после работы Коуэлла и Кроммелина о комете Галлея, 
возмущения для комет этого типа всегда вычисляются не в элементах, 
а в прямоугольных координатах способами, которые будут рассмотрены 
в следующей главе.

Комета может подойти настолько близко к одно^ из больших планет, 
что притяжение планеты станет более сильным, чем притяжение Солнца. 
В таком случае целесообразно, как отметил еще Лаплас (Mécanique 
Céleste, t. 4, Livre IX, Chap. II), принять планету за центральное тело, 
а Солнце за возмущающее.

Обозначим через х, у, z гелиоцентрические координаты кометы, 
через Zi — гелиоцентрические координаты планеты, а через т^ — ее 
массу. Напишем дифференциальные уравнения движения кометы под 
влиянием притяжения Солнца и планеты:

d2x -Xk2 x ' Xi — X Xi ■

dt2 + * гз — 1 \ Д3

(Ру i ¿2 У ' Ух — У Ух >
dt2 + * r3 — K 1 Д3

d2z ,0 z ' Zx — z
dt2 в

= k2mi /
Дз

)

(22)

где

Следовательно, на основании (22) и (23):
d4
di2 
d2fi
dp
dK 
dt2

У1 У

¿1 
г?

В том случае, когда за центральное

г3
z 
г3

(24)

тело принимается Солнце,
им комете, а через F воз-через R обозначим ускорение, сообщаемое им комете, а через Р воз­

мущающее ускорение, обусловленное притяжением планеты. Уравнения (22)
показывают, что

k2
R = ~, Р=Ртг

Xi—х " хД2
Д3 4 /

2

С другой стороны, если, приняв за центральное тело планету, мы 
обозначим ускорение, сообщаемое ею комете, через а возмущающее 
ускорение, вызываемое Солнцем, через Р^ то будем иметь, как показы­
вают уравнения (24):

R -
Г3

2 2

Область пространства, в которой выгоднее за центральное тело 
принять Солнце, отделена от области, в которой выгоднее считать пла­
нету центральным телом, точками, удовлетворяющими равенству

R R1 ‘
Таким образом поверхность, разграничивающая указанные области, 

определяется уравнением

и уравнения невозмущенного движения планеты:

, + = о
-^- + ^(1 + ^)^ =° } 

_^+^(1+СТ1)^_ = о.

(23)

Если принять центр планеты за начало координатной системы, оси 
которой параллельны осям рассматриваемой гелиоцентрической системы, 
и соответствующие координаты кометы обозначить через 5, т], С, то 
будем иметь соотношения

ту2 Г1 . 1
Д* ф

Положим

тогда

1

t △= cos и, — = и ,

= 4(1 ф-wcosS)
Р = (*i ф- + Ой + 4)2 + 01 + С)2 = г2 (1 ф- 2м cos 0 ф- ы2).

Подставив эти выражения в предыдущее уравнение, получим-
1

( 1 ф- 2u2 cos 0 ф- и4) 2 _
(I ф- cos 9 ф- и2)2

1 2

— 2(1-|-исоз6)(1ф-2исоз9ф-и2)^ .

Куро Небе се ой механика 13© ГП
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Правую часть разложим в ряд по степеням малой величины и. 
Это даст

г_________ Г 1-{-6 соз* 2 * 9 1

■М. Kamiénski, Recherhes sur le mouvement de la comète périodique de Wolf 
(IX Partie), Publications of the Astr. Obs. of tbe Warsaw University, 2, 1926.

2 G. Deutschland. Der Einfluss der Abplattung auf die Attraction der Himmelskörper
nach der Theorie der speziellen Störungen, mit Anwendung auf den Kometen 1889 V (Brooks)
bei seiner Jupiternähe im Jahre 1886 (Diss.) Berlin 1909.

Результаты частично приведены в Astr. Nachr., 181, 1909, 1—8.

т* = и& /1 4-3соз26^1 —2исоз0 ! _|_3с0826 4- . . . .

С достаточной для наших целей точностью мы можем ограничиться 
первым членом этого разложения, что дает

/ т2 \ б 
А = G ( — )

\/1 4-3cos20/ (25)

Таково приближенное уравнение рассматриваемой поверхности 
в полярной системе координат. Поверхность (25) является, очевидно, 
поверхностью вращения вокруг полярной оси, т. е. вокруг радиуса-век­
тора планеты. Эта поверхность очень мало отличается от сферы, ибо 
отношение наибольшего и наименьшего значений величины А равно

2V=1.15.
Сферу, описанную из центра планеты радиусом, равным 

2
Ао = п ,

назовем сферой действия этой планеты (sphère d’activité). Радиусы 
сфер действия различных планет даны в следующей табличке:

Меркурий.............................0.001
Венера.................................... 0.004
Земля.................................... 0.006
Марс........................................ 0.004

Юпитер.................................0.322
Сатурн.................................... 0.363
Уран........................................ 0.339
Нептун . ..............................0.576

Вне сферы действия Л: А? > /4 : У?ь внутри этой сферы F: А? < Л, : 
и потому выгоднее считать планету за центральное тело.

Интересно оценить величину отношения В: В возмущающей силы 
к силе притяжения Солнца для точек, расположенных на поверхности 
сферы действия. Легко видеть, что для таких точек

г2 /, . 2Л2 о , А4 * /14-3cos^N^
А1 = да у 1 + cos 9 -----.

Таким образом для Юпитера это отношение меняется в пределах 
от \/т1 = 0.25 до 16 т1 = 0.43.

Особенно часто приходится иметь дело с прохождением комет через 
сферу действия Юпитера, что объясняется прежде всего тем, что афелии 
большинства “'короткопериодических комет группируются вблизи орбиты 
Юпитера. Для того чтобы в этом случае перейти от гелиоцентрического 
движения кометы киовицентрическому, в котором за центральное 
тело принимается Юпитер, надо для некоторого момента /0, Для которого 
расстояние А уменьшилось приблизительно до 0.3, найти иовицентри- 
ческие координаты

^=х — 10 = У —Уь Со = 2 —
и их производные

Е0=Х — ^0 = у —¿0 = 2 — 2!, 

после чего известные формулы (т. I, глава IV) позволят найти иовицен- 
трические элементы кометы. Возмущения этих элементов вычисляются 
по обычным формулам, причем почти всегда можно считать Солнце 
единственным возмущающим телом. Некоторую особенность представляет 
только то обстоятельство, что иовицентрическая орбита кометы является, 
как правило, гиперболой с большим эксцентриситетом. Поэтому в фор­
мулах § 70 эксцентрическая аномалия становится мнимой (т. I, § 15), 
вследствие чего их следует преобразовать, полагая

в=н V —л .

Мы не будем, однако, останавливаться на этих несложных пре­
образованиях, так как в рассматриваемом случае, когда комета нахо­
дится внутри сферы действия планеты (или даже близко от этой сферы), 
представляется более удобным заменить вычисление возмущений в эле­
ментах вычислением возмущений в координатах по способу Коуэлла, кото­
рый будет рассмотрен в следующей главе. Чтобы перейти на способ 
Коуэлла, достаточно при помощи оскулирующих элементов найти для 
момента /0 координаты кометы х0, у0, z0 и их производные х0, Уо, 20 
(см. § 74).

Примером вычисления возмущений иовицентрических координат 
может служить исследование движения кометы Вольфа при ее приближе­
нии к Юпитеру в 1922 г., выполненное М. Каменским. 1 В этом случае 
эксцентриситет иовицентрической орбиты кометы менялся от е = 6.457 
до е = 6.480, а большая полуось от а = — 0.022 800 до а —— 0.022 912.

В тех случаях, когда комета особенно близко подходит к Юпитеру, 
приходится также принимать во внимание возмущения, вызываемые сжа­
тием Юпитера. Такое приближение имело, например, место в 1886 г. для 
кометы Брукса (Brooks, 1889 V), когда наименьшее расстояние между 
поверхностью Юпитера и кометой было равно 1.14 радиуса Юпитера 
(около 80 000 км). В этом случае интервал w, через который ведется 
интегрирование, пришлось уменьшить, около времени прохождения через 
перииовий, до 0.25 часа.

Не останавливаясь здесь на методах учета влияния сжатия Юпитера 
на движение кометы, ограничимся указанием литературы.2

§ 73. Приближенное вычисление возмущений малых планет.
Точное вычисление возмущенных координат малой планеты методами 

численного интегрирования требует значительной работы независимо 
от того, в какой форме применяются эти методы: вычисляются ли воз­
мущения в элементах или же вычисляются непосредственно возмущенные 
координаты (§§ 74—75). Поэтому такого рода вычисления производятся 
лишь для немногих планет, особо интересных в каком-либо отношении. 
Еще меньше число тех малых планет, для которых построены аналити­
ческие теории движения, аналогичные тем, которые Леверрье и Ньюком 
построили для больших планет.

С другой стороны, совсем не вычислять возмущения малой планеты 
нельзя, так как иначе, по прошествии немногих лет, ее действительное 
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движение настолько разойдется с невозмущенным, что ее нельзя будет 
найти; планета будет потеряна.

Весьма важно поэтому иметь по возможности простой способ для 
вычисления возмущений с такой точностью, которая позволяла бы уве­
ренно находить и отождествлять малую планету. Среди способов, пред­
ложенных для достижения этой цели, широкое распространение получили 
две нижеследующие упрощенные формы точного метода, изложенного 
в §§ 66—71, данные Штраке. 1

Прежде всего отметим, что в случае приближенного вычисления 
возмущений, имеющего целью лишь обеспечить продолжение наблюдений 
планеты, достаточно принимать во внимание возмущения от одного 
Юпитера.

Ограничиваясь точностью до 0°.0001 в возмущениях л и до 0°.0001 
в возмущениях всех остальных элементов, мы можем вести все вычи­
сления с тремя десятичными знаками. Далее, интервал w можно всегда 
взять равным 80d; в тех же случаях, когда планета находится далеко 
от Юпитера (например гелиоцентрическое угловое расстояние между 
ними не менее 60°), берется интервал tu — 160d. Впрочем выгодно все 
постоянные множители брать всегда для интервала 80d и недостающие, 
при щ = 160* числа восполнять интерполированием в середину.

При этих условиях в формулах § 70 можно сделать следующие 
упрощения. Вычисление по формулам (I) целесообразно заменить нахожде­
нием г и и по специальным таблицам (т. I, глава III).

В формулах (II) всегда можно положить cos 6i = l. Если наклон­
ность i мала (/ < 8°), то можно положить

соз5!==1, sin Вг — cos i sin bi — sin/sin(4— 2), 4i = /i— 2.

В формулах (V) постоянный коэффициент wk"m\ надо заменить, через 
80 k°mlt где k° — гауссова постоянная, выраженная в градусах. Для Юпитера

1g (80 ^0 = 1.877.
Далее, при вычислении по формулам (VII) мы должны принять 

1g (3 = 1.616
— это даст нам 8л в единицах, равных 0?0001, тогда как приращения всех 
остальных элементов будут выражены в тысячных долях градуса.

При употреблении формул (VIII) и (IX) разностями можно, вообще 
говоря, пренебречь, так что интегрирование сводится к простому сум­
мированию. Заметим, наконец, что возмущенное значение п нам не нужно, 
так как средняя долгота вычисляется по формуле

X = е л0 (/ — /о) 4“
где через л0 обозначено невозмущенное значение л. Но величина w 6п = 80 Дп 
нужна для вычисления возмущения большой полуоси. Для этой цели 
может служить формула

. . 13.03 оп . у
△ 1g а —----------- 80 Дл,л0

где л0 выражено в секундах дуги.

В 1930 г. Штраке дал другой вариант этого способа, правда, тре­
бующий вспомогательных таблиц, но зато при наличии таких таблиц 
значительно сокращающий работу. 1 Здесь за независимую переменную 
принимается средняя аномалия М. Коэффициенты формул (VII), § 70, 
являющиеся функциями <р и М, даются в готовом виде по аргу­
менту <р Для значений Ж = 0°, 12°, 24° .... 348°. Кроме того, вычисле­
ние компонентов возмущающего ускорения облегчается особыми та­
блицами. На подробностях устройства этих таблиц здесь нет надоб­
ности останавливаться.

В заключение упомянем еще способ приближенного вычисления 
возмущений в элементах, предложенный Б. Стрёмгреном. 2 Этот способ, 
так же как только-что указанный второй способ Штраке, рассчитан 
на применение арифмометра. Б. Стрёмгрен преобразует формулы так, 
чтобы иметь возможность быстро и удобно находить возмущенные зна­
чения направляющих косинусов Рх, Р^ Рг, Ох, Оу, О..

1 G. Stracke, Genäherte Störungsrechnung und Bahnverbesserung, Veröff. des Astr. 
Recheninstituts, Nr. 44. 1924 Berlin.

Tafeln zur genäherten speziellen Störungsrechnung, Veröff. des Astr. Rechenlnstututs, 
Nr. 48, 1930. Berlin.

3 Эти таблицы указаны в сноске на предыдущей странице.
3 В. Strömgren, Formeln zur genäherten Srörungsrechnung in Bahnelementen, Publlka- 

tioner og mindre Meddelelser fra Kobenhavns Observatorium, Nr. 65, 1929.© ГП
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ГЛАВА XI.

ВЫЧИСЛЕНИЕ ВОЗМУЩЕНИЙ В КООРДИНАТАХ.
§ 74. Прямое вычисление возмущенных координат (метод Коуэлла).

Обозначим через т и х, у, г массу и гелиоцентрические координаты 
светила, движение которого изучается. Через тр хр г. будем обозна­
чать массы и координаты возмущающих планет.

Уравнения относительно движения, выведенные в § 3, дают

^ = -^0 + ^)^ + ^

где

причем суммирование распространяется на все возмущающие тела, 
а г, г., \ определяются равенствами:

г2 = х2у2z2, г2 = х2 -ф- у2 Ц- z],
△? = — х)2 + (Уi — УУ + (zi — ZY-

В том случае, когда нужны численные значения координат х, у, z 
для сравнительно небольшого интервала времени (порядка нескольких 
десятков лет), проще всего их получить при помощи численного интегри­
рования уравнений (1).

Применение любого из указанных в главе VIII методов численного 
интегрирования уравнений дает возможность получить х, у, z с любою 
точностью. Вычисления, которые для этого требуются, носят вполне 
элементарный характер, что особенно важно при массовой работе, так 
как позволяет широко пользоваться помощью вычислителей.

Другим достоинством этого способа получения возмущенных значе­
ний координат является его универсальность. Аналитические методы 
определения возмущений применимы лишь в том случае, когда возмущения 
малы. Численное вычисление возмущений в элементах, изученное в пре­
дыдущей главе, хотя и применимое при любой величине возмущений, 
целесообразно употреблять лишь в тех случаях, когда возмущения 
не слишком велики.

Напротив, при численном интегрировании уравнений (1) совершенно 
не возникает вопрос о величине возмущений. Поэтому рассматриваемый 
метод одинаково удобно применяется как для малых планет, испытываю­

щих небольшие возмущения, так и для таких, которые близко подходят 
к Юпитеру и возмущения которых особенно велики. Точно так же для 
этого метода нет никакой разницы между движением кометы вдали 
от планет или прохождением ее через сферу действия планеты. Нако­
нец, метод численного интегрирования позволяет без малейших труд­
ностей вычислять положение таких тел, как VIII спутник Юпитера, для 
которых возмущения становятся сравнимыми с действием центральной силы.

Более того, мы видели в § 41, что численное интегрирование уравне­
ний движения позволяет изучать наиболее сложные случаи движения 
и.было широко использовано для этой цели Дарвином, Тиле, Буррау, 
Стрёмгреном задолго до того, как оно было применено Коуэллом для 
решения чисто астрономических задач.

Но если прямое численное интегрирование уравнений движения 
применялось до Коуэлла, если первоначально введенный им способ инте­
грирования уступает способу квадратур Гаусса, употреблявшемуся Тиле 
и другими только-что указанными авторами, вследствие чего мы снова 
вернулись к этому последнему, тем не менее Коуэллу принадлежит ини­
циатива введения этого метода — прямого численного интегрирования 
уравнений (1) — в астрономическую практику, как средства для сравни­
тельно быстрого и удобного получения возмущенной эфемериды.

Учитывая это обстоятельство, а также ради удобства, целесообразно 
метод получения возмущенных координат светила при помощи числен­
ного интегрирования уравнений (1) назвать методом Коуэлла.

Мы уже указали достоинства метода Коуэлла, делающие его во мно­
гих случаях наиболее удобным средством для получения эфемериды 
светила с учетом возмущений. Можно еще отметить, что в этом методе 
совершенно устраняются тригонометрические вычисления, и единственная 
вспомогательная таблица, употребляемая при этих вычислениях, это 
таблица, дающая г-8 по аргументу г2.

К недостаткам метода Коуэлла надо прежде всего отнести то, что 
в этом методе все вычисление должно производиться с тем числом знаков, 
какое требуется в окончательном результате (не считая запасных, гаран­
тирующих от накопления ошибок). Если, например, надо связать два 
появления кометы, разделенные большим интервалом времени, то возму­
щенные координаты кометы должны быть вычислены для всего этого 
интервала, если мы употребляем метод Коуэлла, с семью знаками. Если же 
употребляется метод, изученный в предыдущей главе, то достаточно 
найти возмущения элементов за рассматриваемый интервал, что требует 
вычислений с тремя—пятью знаками.

Если светило близко подходит к Солнцу, как это имеет место для 
большинства комет вблизи перигелия, то применять метод Коуэлла неце­
лесообразно, так как интервал интегрирования приходится брать очень 
малым и вычислительная работа становится более значительной, нежели, 
например, в методе Энке (§ 76).

Следует еще отметить, что метод Коуэлла удобно применяется, 
по крайней мере при точных вычислениях, только в том случае, если 
вычисления ведутся при помощи арифмометра. 1

1 Интегрирование уравнений (1) может, конечно, производиться любым методом числен­
ного интегрирования дифференциальных уравнений. В частности, если вместо обычно при­
меняемого метода квадратур взять ме,од Коуэлла (§ 52) в соединении со способом Нуме- 
рова для уменьшения числа последовательных приближений (§ 58), то получим .метод 
Нумерова“ или „метод экстраполирования*. Подробное изложение этого метода и пример 
его применения можно найти в Бюллетене Астрономического института № 12, 1926.

Наилучшим методом интегрирования уравнений (1) как с точки зрения точности 
результатов, так и с точки зрения простоты вычислений является метод квадратур 
(§§ 52-54, 58).© ГП
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§ 75. Сопоставление формул для применения метода Коуэлла.
Обозначим через ш интервал, выбранный для интегрирования урав­

нений (1). Как уже было отмечено (§ 58), отнюдь не следует стремиться 
брать слишком большие интервалы, так как в этом случае уменьшается 
возможность контроля при помощи разностей и, кроме того, вычисление 
становится менее удобным.

В особенности начинать вычисление следует с малым 
значением ш. Если обнаружится, что четвертые разности не влияют 
на вычисляемые значения координат, то интервал следует удвоить.

Для малых планет обычная величина интервала 20—40—80 дней, 
в зависимости от того, какая нужна точность. Для комет вблизи Солнца 
приходится брать меньшие интервалы: в 5—10 дней. Если нужно даль­
нейшее уменьшение интервала, то целесообразно метод Коуэлла на неко­
торое время заменить методом Энке (§ 76).

Пусть для момента 20 нам известны оскулирующие элементы све­
тила а, е, 2, <о, Мо.

Чтобы найти решение уравнений (1), представляющее движение 
этого светила, надо вычислить значение координат хй, у^, г0 и их произ­
водных х'о, Уд, для момента

Для этого служат формулы (т. I):
х — а Рх (cos^ — £) + £<?* sin 2? 
у = а Ру (cos Е — е) 4~ bQy sin Е 
z — aPz(cosЕ — е) + bQz sin Е

х' = —(— а Р sin Е-|- bQ cos Е) 
гу а

Для контроля пользуемся соотношениями
аРх -bQx^aPv- bQy + aPz ■ bQz = O 

(аР^ + ^Р^^-^аР^^а2 
{bQx)2 + (bQy)2 + (bQx)2 = b^

После того как исходные величины х0, у0, . . . , г' вычислены, пе­
реходим к интегрированию уравнений (1). Для этого нужно, прежде 
всего, иметь возможность вычислять для каждого из рассматриваемых 
моментов 1п = 10-\-пю функции:

ё = ^^ = -ю2Ь2^-[-У

и о d2z ... z , „h — w- —— = — w2h2 С Z at2---- г3 1

i \ i '

2/ x —X \
uP^m. ------ У

i \ ' д3 /

Z= У (w2Pm. — — Z‘] , 

где особо выделены величины

(HI)

(IV)

у' = (— а Р sin Е 4- bQ cos Е)ГЛ/ п у у

-{ — aPzsvaE~\-bQz cos Е} 
а

в которых ___ ____ __
¿> = acos<p, г— ]/х2у2-р z2 = а(1 — ecosf), 

причем Е определяется равенством
Е — sin Е — М.

Для контроля может служить соотношение
ke a sin Е = xxJ 4- у у' 4~ zz'.

Что

формул

(П)

же касается до направляющих косинусов осей орбиты, Р,х 
Qz, то они могут быть вычислены (т. I, § 25) при помощи

= cos 2;
Bv = sin 2 cose;
Cl == sin 2 sin e;

A2 — — eos i sin 2
B2 = eos i eos 2 eos e — sin i sin e
C2 = eos i eos 2 sin e -|- sin i eos e.

х. . у. ■ z.
Xl = — w2k2m.^, у‘= — и>2рт.-Д Z‘= — w2h2m.~, ' Г? ‘ г? 1 г?

зависящие исключительно от координат и массы возмущающей планеты. 
Незаменимым пособием при этих вычислениях являются уже неодно­

кратно упоминавшиеся таблицы Комри, Planetary Co-ordinates for the years 
1800—1040, продолжение которых, охватывающее период 1940 —1960, 
должно скоро появиться.

Эти таблицы дают, помимо прямоугольных координат х., у{, z. всех 
больших планет (кроме Меркурия и Плутона), также соответствующие 
величины Х‘, Yl,Zl. Тут же находятся различные вспомогательные та­
блицы, среди которых особо можно отметить таблицу, дающую г-3 по 
аргументу г2.

При отсутствии таблиц Комри прямоугольные координаты возму­
щающих планет могут быть вычислены по их эклиптическим координа­
там, даваемым ежегодниками. Для этого служат формулы:

Px = Ai cos co 4- A2 sin <o;
Py = Bi eos u) 4~ B2 sin
Pz = Ci eos ш —C2 sin 00;

Qx = A2 eos ш — 4i sin ш 
Qy — Bz eos <i>— Bi sin o» 
Qz = C2 cos co — Ci sin u),

X. = г. COS b. cos
y^r^os b. (sin l. eos s — tg b. sin e)| 
z{ = r. cos b. (sin f sin e 4- tg bi eos e),

(3)

где через г^ I., Ь{ обозначены радиус-вектор, долгота и широта планеты.

где через e обозначена наклонность эклиптики к экватору.
Постоянные коэффициенты, встречающиеся в /, g и h, указаны 

в таблице IV (стр. 400).© ГП
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Для интегрирования служит формула

+12^— 240 4 “ 12557 4 + ' ' '

и две аналогичные для значений у и г, соответствующих моменту tй^nw.
Начальные члены столбцов сумм определяем по формулам (§ 54): 

вую часть этих возмущений, что может быть сделано весьма просто 
путем соответствующего увеличения массы Солнца.

Множитель 1 + т, стоящий в уравнениях (1), мы заменили в фор­
мулах (III) единицей, так как массу т малой планеты или кометы всегда 
можно считать равной нулю. Если мы будем к массе Солнца, равной 
единице, придавать массы возмущающих планет, то формулы (III) при­
дется заменить такими:

шхй 2/о+12 4 720 + 317 4 ' ’

2 = v__ L f I _J_ /2___ 1 । 1 _
7 о о 12 у° г 240 о 1951 'оТ 12557 'о

(VI)

/= — т^МхГ3 Д- X 
g = — w2№ Myr~s Д- Y 
h = — w2k2 Mzr^ Д- Z,

(ПГ)

Для того чтобы избежать нескольких последовательных приближе­
ний в самом начале вычислений (ср. § 55), проще всего определить по 
формулам (I) значения невозмущенных координат для нескольких момен­
тов /_2, /_р ф,/2> ^> • • • ’ близких к начальному моменту /0. Тогда до­
статочно будет одного приближения для получения окончательных (воз­
мущенных) значений координат для этих моментов.

Можно также воспользоваться для указанной цели разложениями 
в ряд Тэйлора вида

О2+ • • •
После того как несколько начальных значений координат будут 

окончательно уточнены и получатся окончательные значения величин (VI), 
дальнейшее интегрирование будет выполняться, при помощи формул (V), 
крайне просто.

Примечание I. В том случае, когда известны постоянные Гаусса 
а, А, Ь, В, . . . , соответствующие исходным оскулирующим элементам, 
формулы (I) и (II) целесообразно заменить такими:

х = г sin a sin (A Д- zz) 1
у = г sin b sin (ВД- и) (
z = г sin с sin (С Д- и) ]

х' = r~1 [xr' + ^i//?sina cos(4 + «)] 
У— г-1 [yr Д-^1//?81пйсоз(5Д-ц)] 
z' — г~г [zB Д--( р sin с cos (С Д- и)],

(О

(«Э

где р — a cos3 ср; величины г, г' и и вычисляются при помощи соотношений

г = а(1—г cos/?), rr1 = ke a sin Е,

и = v Д- <в,

причем для контроля можно воспользоваться равенством 
гг' = хх' Д- у у' Д- гг'.

Примечание II. Если светило, движение которого изучается, на­
ходится достаточно далеко от Солнца, то возмущения, производимые 
в его движении Меркурием, Венерой, . . либо совсем нечувствительны, 
либо крайне малы. В подобных случаях достаточно учесть лишь веко- 

где множитель M имеет одно из следующих значений:
М 1.000 00014 

= 1.000 002 60 
= 1.000 00564 
= 1.000 005 96

(сумма масс Солнца и Меркурия)
( , , Солнца, Меркурия и Венеры)
( , . Солнца, Меркурия, Венеры и Земли)
( „ , Солнца, Меркурия, Венеры, Земли и Марса).

§ 76. Метод Энке.
Вместо того чтобы находить при помощи интегрирования уравне­

ний (1) возмущенные координаты светила, можно вычислять разности

Е = х — х, г[ = у — у, С = г—г 
между возмущенными координатами (х, у, г) и невозмущенными (х, у, г). 

Так как невозмущенные координаты удовлетворяют уравнениям 

---
¿р = — (1 + X г-3

//¿^ ----  
г= — *2(1 Д-m)z г-3,

то, вычитая эти уравнения почленно из уравнений (1), получим:

^—'’. + *41+«)

(4)

Таким образом вычисление разностей £, С, представляющих не что 
иное, как возмущения прямоугольных координат, приводится к интегри­
рованию уравнений (4).

Единственная особенность, которую представляет численное инте­
грирование уравнений (4), заключается в вычислении вторых членов 
в правых частях этих уравнений.

Непосредственное вычисление стоящих в скобках разностей сопря­
жено со значительной потерей точности. Чтобы привести эти разности © ГП
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204 XI. Вычисление возмущений в координатах

к более выгодному, с точки зрения вычислительной техники, виду, напи­
шем их так:

х х х — г х_ 1 Г „Л г3 \ /
73 г3 ~ 7з >з у 6 '

Отсюда ясно, что для всех трех координат задача приводится 
г3к нахождению разности 1—— .

Так как
Г2 (У + 71)2 4- (2 + С)2 =_

== г3 + (2х + Н) 5 + (2у + 7] + (2 г 4-С) С,
то можно положить

г2
- = 1 + 2?,
г2

где
? = |^* + ^ +(^ + у ^ ++ у^ £ • (5)

Поэтому

^ = (1+2?Н=1-3? + ^?2-^?3+. . .

Следуя Энке, положим
/=3('-++к’!-^’1+- • •)■ Ю

это даст

§ 76. Метод Энке 205

Входящая сюда величина f, определяемая равенством (6), может 
быть взята из таблицы III (стр. 399). Значения этой величины с шестью 
десятичными знаками имеются в вышеупомянутых таблицах Комри.

Перечислим теперь операции, которые нужно выполнить при упо­
треблении метода Энке.

1. При помощи заданных оскулирующих элементов вычисляются по 
формулам (I) или (Г) невозмущенные экваториальные координаты х, у, z 
для ряда моментов th — tQ-\-hw, где h — — 2, — 1,0,1,2,. . .При этом 
выгодно выбрать так, чтобы эпоха оскуляции пришлась на момент 

t0—2 ’ чт0 мы и $Удем предполагать в дальнейшем.
2. Берем из таблиц Комри прямоугольные координаты возмущенных 

планет хр ур z{ и соответствующие величины X1, У1, Z1 для всех момен­
тов, для которых предполагается вычислить возмущения.

3. Чтобы начать интегрирование, находим по формулам (IV) и (VII) 
F2, F_t, Fo, Fv F2, причем для первого приближения полагаем

$=7i = C = 0, х — х, у = у, z = z, ?=0.

Определив начальные члены столбцов сумм формулами (см. § 54; 
в настоящем случае для эпохи оскуляции tg— мы имеем £ = т| = С = О, 
S'^ti'^C^O)

вычисляем возмущения по формулам вида

и потому
X X 1 . , ..—-------г = —- {qfx — Í).гз F гз 4 J '

Будучи представлены в такой форме, рассматриваемые разности 
вычисляются без всякой потери точности.

Итак, нужное для численного интегрирования уравнений (4) вычи­
сление функций

Л=»2^ о = Н=иР
40 № ’ 40

выполняется по формулам:
W2h2 F=X+^{qfx_^ 
г3

G= У+-=—(?/y — 7¡) 
г3

H = Z-\—=—(<7/2 —С),
Г6

(VII)

где X, Y, Z определяются формулами (IV) предыдущего параграфа.

+Red> Red— 12 Л, 240 + 1951^ (IX)

После этого повторяем вычисление величин F_2, F_v Fo, Ft, F2, . . . 
с полученными значениями É, t¡, С и так продолжаем до тех пор, покуда 
эти величины не перестанут изменяться.

4. Когда только что указанные вычисления дадут окончательные 
значения величин (VIII), переходим к обычному интегрированию по фор­
муле (IX), пользуясь экстраполированными значениями разностей или 
поправки Red (§ 55).

Полученные таким образом возмущения координат прибавляем 
к найденным ранее (п. 1) невозмущенным координатам, что даст искомые 
возмущенные координаты

х = х+$, у = у+т), z=z-\-^.
В заключение заметим, что вычисление по методу Энке только 

в том случае выгоднее вычисления по методу Коуэлла, когда возмуще­
ния 5, т], С действительно малы. Правда, их можно всегда сделать неболь­
шими, если время от времени менять эпоху оскуляции тех элементов, по 
которым вычисляются невозмущенные координаты. Но вычисление новых 
оскулирующих элементов при помощи полученных возмущенных коор­
динат (т. I, глава IV) представляет дополнительную работу, которая зна­
чительно уменьшает преимущества метода Энке.© ГП
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206 XI, Вычисление возмущений в координатах § 76. Метод Энке 207

Таким образом к этому методу прибегают только тогда, когда воз­
мущения малы и их надо вычислить для небольшого промежутка вре­
мени. Но при этих условиях (например для комет, наблюдавшихся только 
в одном появлении) метод Энке часто является наилучшим.

Особо следует остановиться на комбинировании методов Энке 
и Коуэлла при изучении движения комет. Когда комета находится 
далеко от Солнца и испытывает значительные возмущения со стороны 
планет, лучше всего применять метод Коуэлла, как наиболее универсаль­
ный и совершенно независящий от величины возмущений. Напротив, 
когда комета находится вблизи перигелия, то возмущения, как общее 
правило, малы (вследствие быстроты движения и удаленности от планет 
с большими массами), тогда как невозмущенные координаты меняются 
очень быстро; поэтому метод Коуэлла становится неудобным (интервал и 
вследствие быстрого изменения невозмущенных координат приходится 
брать очень малым) и его выгодно заменить методом Энке.

Примечание I. При интегрировании уравнений (4) с пользой 
может быть применен прием Титьена для уменьшения числа последова­
тельных приближений (§ 58).

В самом деле, замечая, что, на основании (VII), 

где для краткости положено 

т
мы можем формулу (IX), по которой производится вычисление Вл, напи­
сать так:

где
__ * у | р—2  1 е2 । I р^ _

12 " ' л 240 " Г 1951 л • ' *

Точно так же

(9)

Благодаря малым коэффициентам • • • для величин 5*, 5Л, 5Л 
мы получим сразу окончательные значения. С другой стороны, для вы­
числения q имеем формулу (4)

причем стоящие в скобках-х-£л, Сл можно, не делая чувстви-¿1 ¿1 £
тельной ошибки, заменить экстраполированными значениями, так как эти 
величины имеют малые множители £л -цп, Ся. Что же касается до 5 , . . ., 

стоящих вне скобок, то их заменим значениями, даваемыми формулами (8) 
и (9). Это даст: 

где

+0^ +7^ + ^Л/<7 (^л + ^л + тгл),

Таким образом окончательно для вычисления д мы будем иметь 
такую формулу:

=--------- 1---------------------------- —------- • (11)

Итак, вычислив по формулам (7) и (10) с помощью экстраполиро­
ванных значений f]n, Сл коэффициенты а, р, -у, находим q из (II), после 
чего формулы (8) и (9) дадут новые, более точные значения 5Л, т]л, Ся.

При вычислении q по формуле (II) вместо того, чтобы находить 
знаменатель при помощи экстраполированных значений $л, ?)л, Ся, обычно 
предпочитают экстраполировать знаменатель как одно целое.

Указанное применение способа Титьена к интегрированию уравне­
ний (4) было сделано Оппольцером и носит название приема 
Оппольцера.

Примечание II. При отсутствии таблиц Комри1 прямоугольные 
экваториальные координаты возмущающих планет могут быть вычислены 
по формулам (3). Однако в этом случае выгоднее вести вычисление воз­
мущений в эклиптических координатах, которые для возмущающих 
планет вычисляются по более простым формулам:

1 Укажем еще следующие очень удобные таблицы:
H. Q. R a s m u s е n, Hilfstafeln für die numerische Integration der rechtwinkligen Koordi­

naten eines Himmelskörpers, Astr. Nachr., 260, 1936, 325—376.
Таблица, облегчающая применение приема Титьена при вычислении координат по 

методу Коуэлла, дана в статье:
М. Th. Subbotin, Sur le calcul des coordonnées héliocentriques des planètes et des 

comètes au moyen des quadratures, Poulkovo Observatory Circular, № 9, 1933, 15—25.

х. = л cos lx cos I.

У¡ = r¡ cos b. sin b
z. — r. sin b..

После того как будут определены возмущения ч{, С эклиптиче­
ских координат, возмущения экваториальных координат получим при 
помощи очевидных соотношений:

В = 6\ 7)—vf COSe—С sine, С = 7]' sill е -|~С COS s.
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ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ

АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ИЗУЧЕНИЯ
ВОЗМУЩЕННОГО ДВИЖЕНИЯ

ГЛАВА ХП.

РАЗЛОЖЕНИЕ КООРДИНАТ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ДВИЖЕНИЯ В РЯДЫ.

§ 77. Введение.

Аналитическое интегрирование уравнений возмущенного движения 
возможно, вследствие сложности этих уравнений, лишь в том случае, 
когда входящие в них возмущающие ускорения представлены в виде 
явных функций независимой переменной.

За независимую переменную в теории возмущенного движения при­
нимается либо время (или, что то же, средняя аномалия возмущаемого 
светила), либо эксцентрическая аномалия возмущаемого светила, либо, 
наконец, его истинная аномалия. Истинная аномалия нередко заменяется 
истинной долготой.

Так как возмущающие ускорения очень просто выражаются через 
пертурбационную функцию, то проблема аналитического интегрирования 
уравнений движения приводится к задаче представления пертурбацион­
ной функции в виде явной функции одной из только-что указанных пе­
ременных. В виду сложности пертурбационной функции такое предста­
вление может быть осуществлено лишь в форме бесконечного ряда.

Встающая, таким образом, перед нами проблема разложения пертур­
бационной функции в ряд делится на несколько частей. Прежде всего, 
необходимо координаты эллиптического движения дать в виде явных 
функций времени или, что сводится к тому же, средней аномалии. Этому 
вопросу и посвящена настоящая глава.

Координаты эллиптического движения г и v, так же как и любая 
функция этих координат P{r, v), являются периодическими функциями /(/И) 
средней аномалии /И с периодом 2тг.

Таким образом каждая такая функция F(r, может быть раз­
ложена в ряд Фурье

/(^) = ^о + 01 cos /И 4- . . -J- ak cos kM 4~ . . .

4~^i sin M4- . . 4~bk sin £M-4 ■ • ., (O

сходящийся для всех значений М, поскольку мы рассматриваем лишь 
функции ДМ), непрерывные и имрющие непрерывные производные. 
Известно, что в этом случае коэффициенты ak, Ьк убывают очень быстро, 
так что произведения аДг, ЬДг стремятся к нулю при любом постоян­
ном показателе а.

_________________________ § 77. Введение 209

Коэффициенты ряда (1) выражаются формулами: 
2л 2л

ДМ) eos MIdM, — j ДМ) sin Ml dM. (2)

о о
iОчень часто ряд (1) заменяют соответствующим рядом Лорана.

Пусть
z _ еш = ехр iM, 

где i = j/— 1, тогда
2 cos Ml = exp 4- exp (— ikM)
2 i sin MI = exp ikM — exp (— ikM) 

и потому
ОО ОО

ДМ} = «О 4- J 2 — ib^ ехр ibM + 2 S +ibk) ехр • 
1 1

Введем коэффициенты ak и bk с отрицательными индексами, полагая 

a-k = ak’ Ь_к = —Ьк,

ряд (1) примет окончательно такой вид:
4“ ОО

ДМ^^РДР (3)
-- ОО

где
Pb = -1 (а. — ib.). 

к 2 л я7

Коэффициенты ряда Лорана (3) даются известной формулой

_ 1 pf^dz 
k 2w J ’

с
где интегрирование совершается по контуру С, заключающему на пло­
скости комплексного переменного z точку 2 = 0.

Принимая за контур С окружность радиуса, равного единице, с цент­
ром в точке 2 = 0, получим:

2г.
Pk = ¿ (М) ехр (—ikM) dM. (4)

О

Эта формула эквивалентна соотношениям (2).
Для тех функций F{r, в)—ДМ), которые мы будем рассматривать, 

интегралы (2) или (4), как общее правило, не могут быть выражены 
через элементарные функции, но зато очень удобно выражаются через 
функции Бесселя. Поэтому начнем с изучения нужных нам свойств этих 
последних.
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§ 78. Функции Бесселя.
Рассмотрим выражение

/г / х / х х -ДФ(г)=ехр( -^z— ^z }■

Так как

ехр
о

ехр(-х1 \ " -3
Z .

о

то, перемножая эти (абсолютно сходящиеся) ряды, получим

о о \ /

Расположим этот ряд по степеням z. 

и — ? — п •

(-1)^ 
«1 р!

Пусть

Мы получим все члены, и притом только по одному разу, если
будем менять п от —оо до + оо, а ₽ от 0 (если лэ^О), или от — л 
л < 0) до —со. Следовательно

ф(2)= ^Jn{x)zn,

(5)

(если

(6)

где

ДМ =

УЧ (— 1)р
Zj ?! (₽ + «)!

п +28
(7)

л + 2₽

если п < 0.
Коэффициент Д(х) разложения (6) называется функцией Бесселя ин­

декса п. Ряд (7), сходящийся, очевидно, для всех значений х, может быть 
также принят за определение этих функций.

Полагая в последнем равенстве п— —т, где т > 0, получим соот­
ношение

ДиМ = (-1)иД(х), (8)
показывающее, что можно ограничиться изучением функций Бесселя 
с положительными индексами.

Из формулы (7) непосредственно видно, что

á(-*)=H)4W- (9)
Другие нужные нам свойства этих функций проще всего получить 

при помощи соотношения (6). Дифференцирование этого равенства по г 
дает

+ z^plXz^^nJ^z^

Заменяя здесь Ф(Д выражением (6) и приравнивая коэффициенты 
при z"-1 в обеих частях равенства, получим:

" Jn W = у [J^ (х) Д Jn+1 (X)] . (10)

С другой стороны, дифференцируя равенство (6) по х, будем иметь
4-со +°°

у (z—х S(х) zn=2w zn>
— ОО —ОО

откуда, приравнивая коэффициенты при zn:

W=!(+->« --МЧ). (И)

Это равенство позволяет представить любую производную функции 
Бесселя в виде линейной комбинации этих функций. Например 

или
w=4 U2)

Покажем теперь, что функция Д(х) удовлетворяет линейному диф­
ференциальному уравнению второго порядка. В самом деле, равенство (10) 
дает:

(« -1 Xi W=у [Д_2 W + Д W]

(« + 1) Д+1 (*) = у Уп W + Д+2 (*)Ь

откуда, опуская для краткости аргумент х:

п [Д-i Д' Д+1] [Д-i Д+1] — у [Д-2 $Д Д’ Д+2] Д- 2х Jn .

Заменив квадратные скобки выражениями, даваемыми равенствами 
(10), (11) и (12), получим:

Д' W + у Л W + (1 - у) Д И) = о- (13)

Это дифференциальное уравнение, дающее возможность удобно изу­
чать функции Д(х) для всех как действительных, так и комплексных 
значений индекса л, кладется обычно в основу общей теории функций 
Бесселя.

В формуле (6) положим
z = exp iy, (14),

что дает
Д- оо

exp (ix sin <р) = Д (х) ехр (гл ср).© ГП
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Пусть х и ср будут действительные числа. Приравнивая действи­
тельные и мнимые части и учитывая соотношение (8), получим:

cos (х sin ф) = Jo W + 2J2(x) cos 2ср-|-2Л W cos 4ср-{-. . . 1
sin (х sin ср) = 2 (х) sin ф Д-2J3 (х) sin 3<р|

о I кЗамена ср через ср-{-—дает:

cos (х cos ср) = J0(x) — 2J2(x) cos 2cp-|-2/t(x) cos4cp—. . . 1
sin (x cos ср) = 2 Jj (x) cos ср — 2J3 (x) cos Зф. j

В заключение покажем некоторые простейшие выражения функций 
Бесселя при помощи определенных интегралов.

Применение формулы (4) к коэффициентам ряда (6) дает, учитывая 
равенство (14):

2к
Л W = ¿ Рф (г) ехр (— /лер) ¿ср, 

о'
или

2тс
= ¿ J*exp(/xsin ср —/лср)с?ср. (17)

О

Следовательно, приравняв действительные части, будем иметь
2тс

= ¿ Jcos ~х sin d'‘~
о

(18)

Эта формула совершенно непригодна для вычисления 2п(х) при 
больших значениях индекса п, так как в этом случае подинтегральная 
функция имеет большое число максимумов и минимумов. Кроме того, 
формула маскирует тот важный для астрономических приложений факт, 
что при малых значениях х функция 9п{х) имеет величину порядка хп.

Напишем формулу (7) таким образом:

, (х)-х"У ______________________________ =’ Л Zj 2.4 . . . (2р).2.4 . . . (2л+2Р)

х" 1.3.5 . . . (2л—1).1.3.5 . . . (2Р— 1) (— 1)?х2»
1.3.5. . .(2л — 1) 2-4. . . (2л + 2₽) (2₽)!- '

Но, как известно, при любых целых значениях лир имеет место 
формула

или, окончательно, тс
1 хп Р

t з 5 . ■ . (2д —1) / sin2«ср cos (X COS ср) í/cp.
о

(19)

Эта формула свободна от всех указанных выше недостатков фор­
мулы (18).

§ 79. Вычисление функций Бесселя.
В тех проблемах, с которыми мы встретимся дальше, приходится 

для данного значения х вычислять все функции Л(х), Б (х), . . . , отличные 
от нуля в пределах принятого числа знаков. Укажем простейшие и удоб­
нейшие способы для решения этой задачи.

Прежде всего заметим, что формула (19) дает
п

ЛМ 1.3.5 . . . (2л—1) '

Это неравенство позволяет легко найти наибольшее значение л, при 
котором 9п(х) может отличаться от нуля в пределах принятой точности.

Первый способ. Формула (7), будучи написана в развернутом виде,

Если числа хил невелики, то эти ряды позволяют достаточно 
быстро и удобно вычислить нужные функции.

Достаточно вычислить только две функции, например Л (■*) и Л (х), 
так как все остальные могут быть определены при помощи последова­
тельного применения формулы (10). Например

2 4Л(х) = ^Л(х)-Л(х), ЛМ=-|Л(х)-У1(х), . . .

Нужно однако заметить, что, вследствие наличия множителей 
2 4 6—, — , — , . . . , мы будем иметь прогрессивную потерю точности, тем 

более значительную, чем меньше х.
Второй способ. Введем в рассмотрение отношения рк двух смежных 

функций Бесселя, полагая

J^x^p^J^x}, У2(х)==р2Л(х), . . ., Jn(x) = pn 4_i(x).

sin2n ср COS2? ср í/cp = 1.3.5 . . . (2л — 1),1,3.5 . . . (2?—1)
2.4. . . (2л 4-2р)

Поэтому

1-3-5 . . . (2л —1) я j4 ' р=о о
sin2" ср (—1)₽ х2? cos2^ <р

(2₽)!
í/cp ,

Опуская для краткости аргумент х, получим:

Л — -10р{

■А= Л Pi Pi

• -Рп-

(22)

п. ‘
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Таким образом, задача приводится, с одной стороны, к вычислению 
Л(Ч)> с другой — к нахождению рГ ■ . , рп. Что касается до Л(х), то эту
величину всегда можно вычислить либо при помощи ряда (20), либо — 
если х велико — при помощи формулы (19).

Обратимся теперь к вычислению рг, р2, . . . , рп. Формула (10) дает

или
2*_ 1 . 
х (23)

Откуда, делая k = n— 1, п — 2, . . ., 1,
1 2л — 2

1 2л —4
(24)

Эти соотношения дают возможность удобно и без потери точности 
найти рп_2, . . . , р±, как только будет известно рп.

Но из того же равенства (23) имеем:

1 1

1 F. W. Bessel, Untersuchung des Teils der planetarischen Störungen, welcher aus der 
Bewegung der Sonne entsteht, Abhandlungen der Berliner Akademie, 1824.

2 P. A. Hansen, Ermittelung der absoluten Störungen in Ellipsen von beliebiger Exzentri­
zität und Neigung, Schriften der Sternwarte Seeberg (Gotha), 1843.

Р^2п ’ Рп + ' 2л + 2 ’ ' ' ' ’
х х Рп+2

так что рп может быть представлено следующей непрерывной дробью:

1
Р" ~ 2л 1

х 2л Ч~ 2 1

которая сходится тем быстрее, чем больше п.
Третий способ. Сложим почленно равенства (16); получим:

/7(<р) = С0Ч~с1 COS —р ^2 COS 2срЧ"сз COS 3<Р —|— . . ., 
где

Л (ср) = cos (х cos ср) sin {х cos ср)
Со = Jo (х), С1 = 2Л (х), с2 = — 2J2 (х), С3 = — 2У3 (х),

с4 = 2У4(х), c5 = 2J6(x), с6 = — 2Jc (х), . . .

Таким образом, вычислив функцию Л(ср) для ряда равноотстоящих 
значений <р и применив обычные формулы гармонического анализа, найдем 
J^x), Jl(x), . . .

§ 80. Разложение эксцентрической аномалии 215

Предположим, например, что У7(х), У8(х), ■ • ■ можно считать равным 
нулю. Введем такие обозначения:

уо = Л(О°), у1 = Л(30°), у2=Л(60°), ■ . ., ^ = ^(180°),
4 = Уо Ч-1Уб, ^ = У1Ч_3'5, С = у2Ч“У4, Р = 2у3, 

тогда
4с0 —|— 4с4 = А —ф О' 4с2 Ч- 4с6 = А — О
4с0 — 2с — Вф-С; 2с2 — 4с6 — В— С,

откуда получим с, с^, и с6 
Точно так же, делая

А'=у0-уе, В'—У^ — Уъ, С' = у2—у4,
получим

Зс4 Ч~ Зс5 = А1 “В С ; 2c¡ Ч~ 2с3 Ч- 2с$ = А'
3cj — Зс5 = уТ В'; 6с3 = А' — 2С'

откуда найдем сь с3 и с6.
Для контроля целесообразно использовать какой-либо частный случай 

формул (15) и (16); например, одно из равенств
1 = /о(х)Ч-2Л(х)Ч-2У4(х)+. . .
1 — Jo (х) — 2J2 (х) Ч- 2Л (х) — . . .

sin х = 2Л (х) — 2 У3 (х) Ч- 2 J5 (х) — . , .
Десятизначные таблицы функций Л(х) и УДх) даны Бесселем1 для 

значений х, изменяющихся через 0.01 от 0.00 до 3.20. Ганзен2 * дал шести­
значные таблицы этих функций для значений х, меняющихся от 0.0 до 
20.0 через 0.1.

§ 80. Разложение эксцентрической аномалии и ее функций по кратным 
средней аномалии.

Уравнение Кеплера
Е— esin£' = J4 (26)

показывает, что, при всех значениях эксцентриситета, удовлетворяющих 
условию

0<е <1,
эксцентрическая аномалия Е является конечной, непрерывной (так же, как 
и все ее производные) функцией средней аномалии М. При возрастании 
М на. 2к эксцентрическая аномалия увеличивается тоже на 2к. Вследствие 
этого всякая периодическая функция Е, имеющая период 2и, будет также 
периодической функцией М с тем же периодом.

Рассмотрим выражение cos тЁ, где т — целое число. Это выраже­
ние является, очевидно, четной периодической функцией М, и мы можем 
положить

cos a™-[-a™ cos Ч~ cos 2ЖЧ~ . • • (27) 
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где, на основании формул (2),

па™ — [ cos тЕ cos b М dM. 
О

В частности, для ^ = 0 получим, исключив М при помощи равен­
ства (26):

2«
= у cos тЕ (1—е cos Е) dE = 

о
2тс 2тс

= у*cos тЕ dE — е f cos тЕ cos Е dE. 
0 0

Если т > 1, то каждый из этих интегралов равен нулю и потому
^ — 0.

Если т = 1, то, как нетрудно видеть,

flo=—
В случае > 0 интегрирование по частям дает 

2тс

/sin ЬМ dcosmE ... -
—г--------vis— dM —b dM

o 
2tc

1 C ■ dcosmE= —k J dE iE~
o

2k 
m E .= y í sin bM sin mE dE.

0

Таким образом, заменив M его значением (26), получим:
2®

а™ = 2^ sin тЕ sin (^ — be sin E) dE = 

0
2k

= feos [(£— m)E—be sin f] dE — 
0

2tc

— y*eos [(# -j~ m) E—be sin f] dE. 
o

Воспользовавшись формулой (18), окончательно будем иметь для £ > 0:

Таким же путем легко показать, что коэффициенты ряда
sin mE = b™ sin А?sin2/W-|- . . . (28)

даются формулой

Заметим, что коэффициенты рядов (27) и (28) могут быть получены 
одновременно, если рассматривать разложение функции exp (imE).

При т > I ряды (27) и (28) можно представить, как нетрудно про­
верить, в следующей форме:

—оо

cos тЕ = т V Jk_m (be)

+Z (29>
sin mE = m 2¿Jk-m ---- |

— co J

В том случае, когда m = \, ряду (27) может быть придан, при помощи 
соотношения (И), такой вид:

ОО
1 I V 2 / cos£ = — т г + У, у Л (^^) cos ЬМ.

Точно так же, воспользовавшись соотношением (10), получим:

Подставляя 
и в формулу.

sin Е = - -)Jk (be) sin ЬМ . (30)
Л

только-что указанные разложения в равенство (26)

г— а (1 —е eosE),
найдем

2
Е = М-j- > , т Jk sin (31)

i
GO

L = i у 1 _ e 2 (be) cos bM. (32}
1

Выведем еще разложение квадрата радиуса-вектора. Так как
г V 1] = 1 + — е2 — 2е cos Е 4- у е2 cos 2Е а 1 2 2

и, кроме того,

COS 2С - 2 4 К-2 W — 4+2 №01cos =

= 2 Т ” 2 тЁ ’ cos w -

= 2 i! ¿ ] “s ’
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то окончательно получим
2 з 41 = 1 + т^~2 ^АЧЧсоэш.а (33)

\ / 1

Эту формулу можно найти еще проще, если обратить внимание на 
соотношение 

= 2г эш Е

и воспользоваться разложением (30).
Точно так же, замечая, что

;.. = (1— гсоз£) =—йМ ' 1 г
из формулы (31) получим

~ = 1+227а^ соэШ (34)

Это равенство, в свою 
разложения

г
очередь, позволяет найти коэффициенты

а' 2
ёк соэ ЬМ. (35)

Вычисляя этот коэффициент при помощи непосредственного возве­
дения в квадрат равенства (34) и сравнивая результаты, получим:

1 00
(1-^2Г2 =1 + 22^(^)-

1

Примечание. В разложениях, выведенных в этом параграфе, так 
же как и в большинстве астрономических приложений, функции Бесселя 
встречаются чаще всего в двух следующих формах:

А/ (м = _ 1 । __________
е («—1)!^2/ ( 2.(2« + 2)' 2.4.(2«+2) (2«+4)

2+ («г) =

1 Мгу-и *+2 । «+4 )
“(«—1)'\2 у ( « 2.(2« + 2)+ к 2.4.(2« + 2) (2«+4) ’ ’ ‘I

Отметим следующие частные случаи, которые особенно полезно 
иметь в готовом виде:

2 , г2 , г4 г« (
е ЛЮ—1 8 +192 9216 Ь • • •

Сложные выражения коэффициентов ёъ ё2, . . . через функции Бес­
селя мы приводить не будем, так как для .применений достаточно иметь 
разложение каждого из этих коэффициентов по степеням е. Такие раз­
ложения будут приведены ниже (§ 82). Сейчас ограничимся лишь опре­
делением

Из равенства (35) следует

2-Л (2г) =е г6

^0 =
* йМ.

о

Обратимся к интегралу площадей 

г2 ~ = к ]/1 + 7

IЛ (3^) 

|-Л(4г) 

| Л(5г)

Л (6г)

т(!
4г3 /

625 г4
384

81 г5 /
40 (

I 360
81г4

16 1 640 ’ ■
4г2 , 4г4 

■ •
25 г2 , 625 г4

24 1 1344
,г . 81г4
+ 1Г2"~

который можно представить в таком виде: 2+(г)=1- д , 5г4 7г6 ।
1 192 — 9216

ибо

¿в / а |2/1 — &, (36)
/ 9^2 ^4 ^6 \2^(2г) = ^1- 3 + + -+о+* • •)

______  _2_
/И=^1-]-та 3 (? — /0) .

Следовательно

’ £о = (1

и потому 
£ 
2

1.3
2.4

1.3. . . (2Л—1)
2.4 . . . (2Л)

2У3(Зг)=

2Л(4г);

2+(5г)

2+(6г)

9г2/ 15г2 , 189г4
8 + 16 + 640

4г3 / 6г2 8г4 ~ ’
625 г4 / 35г2 , 375 г4

384 24 "1 448
81г5 / 12г2 135 г4
40 + ~ 7 + 112

2к

ди = 2 (1 — г2)~ 2
и

1

2
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§ 81. Преобразование ряда, расположенного по кратным эксцентри­
ческой аномалии, в ряд, расположенный по кратным средней аномалии.

Обозначим через 5 периодическую функцию Е, период которой 
равен 2к. Эту функцию мы будем предполагать непрерывной, так же как 
и ее производные, а потому разложимой в ряд Фурье

S — уу "ф- cos Е —а^ cos 2Е — . 4-^1 sin £-|- . (37)

Как уже было отмечено, величина 5 будет периодическая функция М, 
имеющая тот же период 2к и разложимая в ряд

$=_1до_|-д1 созЛ74-Л2 соэ 2/И+ . . . + этМ + . . . (38)

Стоящая перед нами задача заключается в получении разложения (38) 
при условии, что коэффициенты разложения (37) известны.

Подставим вместо соз тЕ и зт тЕ их выражения, даваемые форму­
лами (27) и (28). Это даст:

Ао = ао + а1ао

+ .
или, заменяя и Ь™ их значениями, найденными в предыдущем параграфе:

А0 = а0 — арг
оо

= 2 та™ К-« - 4+« (^)]
т—Х ( С’-}'1')
оо

т=1 )

Таким образом, преобразование ряда (37) в ряд (38) приводится 
к вычислению величин

Л (4, Л (г), Л (г), • • •
Л (2г), Л(2г), Л (2г),. . .

что может быть выполнено как алгебраически (до определенной сте­
пени е\ так и численно по формулам, указанным в §§ 78 и 79.

Другой способ для решения рассматриваемой задачи был предложен 
Коши. Он основывается на следующих соображениях.

Положим
у = ехр 1Е, г = ехр ¡М

и заменим разложения (37) и (38) соответствующими рядами Лорана:
—}-со 

5=2 РьУ^
— оо

и
4-00

5= 2 Р/. (40)

Для вычисления коэффициентов Pk обратимся к формуле (4), ко­
торая дает 

2я
2^ = у Sz^dM. (41)

Ó

Но на основании соотношения (26)
z~k = ехр (— ikM) — ехр (—ikEЦ- it>esin Е) =

2^ = / Sy-ftexp ^(y-y-1)

Следовательно:
2тс

О
2тс ,

= f Ty~kdE. 
О

Последнее равенство является не чем иным, как применением общей 
формулы (4) к определению коэффициентов разложения функции

7 = S [1 -1 (у + у"1)] ехр (у - У“1)]

по степеням у. Таким образом, получаем первое правило Коши:
Для получения коэффициента Pk ряда (40) надо функцию Т, в кото­

рой S заменено рядом (37), разложить по степеням у; коэффициент при ук 
будет равен Pk.

С другой стороны, так как
dz
dM

то равенство (41) дает 
2л 2тс _

— — i Г Sz~k-X--dM =ИГХ Г S^-dM = 
k J dM J dM

0 0
2л 2rc

0 0

Ho
dS _ dS dy . dS
dE dy dE dy ’

поэтому, выражая опять z~k через y~k, получаем:

2vPk = J' Uy-k+1dE,
0© ГП
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где
,, 1 Г^х -к]

Это выражение для Рк доказывает второе правило Коши:
Для получения коэффициента Рк ряда {40} надо разложить функцию и 

по степеням у и взять коэффициент при ук~\
Так как функции, которые приходится разлагать, почти всегда просто 

выражаются через у-\-У~1 и у — у~\ то применение указанных правил 
естественно приводит к употреблению чисел Коши: так называются коэф­
фициенты И_р . 9 в разложении

1 См. F. Tisserand, Traité de Mécanique Céleste, 1, Paris 1889, 234—237, где ука­
зана дальнейшая литература.

4- со

р =----ОО 

где у и </ —целые, не отрицательные числа.
В настоящее время все обычно встречающиеся в Небесной меха­

нике разложения уже имеются в готовом виде (§ 82). Поэтому мы не 
будем останавливаться на свойствах чисел Коши. 1

I

§ 82. Разложение некоторых функций координат эллиптического 
движения.

Нами уже найдено разложение радиуса-вектора в ряд (32), располо­
женный по кратным средней аномалии. Посмотрим теперь, каким обра­
зом может быть получено такое разложение для истинной аномалии.

Выразим прежде всего истинную аномалию через эксцентрическую, 
для чего воспользуемся формулой

(42)
Полагая

получим

или

ехр {2iw) —

tgw = utg и,

ехр (2zw) — 1   exp (2Z»)—1
exp (2w) -|-1 — ехр (2ш) + 1

Откуда, o Ia —1 полагая Р = ~д-т

1 — р. 4- ( 1 4~ Iх) ехр (2ш) _ 1 — р ехр (— 2ш)
—н)ехр(2ш)— 1—рехр(2ш)

ехр(2ш).

Логарифмирование обеих частей дает

w = u-\- In(1 — р ехр (— 2ш)) — 1п (1 — р ехр (2ш)), 

или
w = и 4- р sin 2и -|- 4 р2 sin 4« 4- Y р3 sin Qu 4- - . • (43)

2 о

Гр sin £-44” P sin 2£4~ Y Р3 sin 3£ 4~ • ■ • > 
2 о

Применение этой формулы к соотношению (42) дает разложение 

и = ^4-2 

где 

р+1 14-^1 —

Переписав соотношение (42) в форме 
Е 1 , о

и применяя опять формулу (43), получим:

E — v — 2 Р sin и —Y рг sin 2« 4- Y рз sin Зи — . 
2 о

(44)

(45)

Заменив в равенстве (44) Е, sin^, sin 2Е, ... их выражениями (31) 
и (28), получим весьма важное разложение, дающее уравнение центра, 
а именно

у —Ж = 77! sin Ж4-sin 2/W 4- . . ., (46)
где

26 /±Y _ £ V । ( е Y 
3^2^ 2 4 2 ) + 4 Ç2 )

и 103 / е у 902 ( е\ х
15 \2 у + • • •

_ 1097 / е у 5957 / е Y .
5 30 2 ) 36 2 ) + ‘ '

1223 / е Y 47 273 / е Y
e~ 15\2j ' ' ' 7 252 42 )

Приведем еще значения Н^ Н2, ... в секундах дуги, причем вместо 
числовых коэффициентов дадим их логарифмы:

Нг = [5.615 455 129] е—[4.712 3651] е3 -[-[4.031 124] +
4- [3.6803] г7 4- [3.541] 4- . . .

Н2 = [5.411 335 146] г2 — [4.975 6066] е444[4.261 57] ес4~ [3.1875] г8-[- . . .
Я3 =[5.349 187 24] ¿3 —[5.1417136] +[4.582 88] е7 —[3.514] е3-[-. . .

=[5.3449911]^ —[5.287 36] +[4.8682] í8 —[4.14] е10 4-. . .
Н5 = [5.372 3605] — [5.425 94] г7 Y [5.120] е^ — [4.554] е" Y • • • 
/7В = [5.419 58] — [5.5615] е8 Y [5-348] е10 — . . .© ГП
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Н7 =[5.480 43] е1 — [5.695 57] б9 + [5.56] еч — . . .
Н& = [5.5512] е* — [5.829] в™ +[5.76] г?12— .
Н. = [5.629 53] —[5.9518] еч + [5.952] 613 — . . .
Я10 = [5.7138]^°—[6.094] ei2+. . .
Нп = [5.8028] еч — [6.227] г*3 + . . .
Hí2 = [5.896] . . , +3 = [5.992] бп — . . .
Для удобства дадим в развернутом виде и формулу (22), предста­

вляющую радиус-вектор. Напишем ее так:

Д= 1+^-б2 —^Ц+оэШ (47)
1

тогда

Или, заменяя числовые коэффициенты их логарифмами:
Gi = 6 — [9.5740313] б3 + [8.415 6688] б5 — [6.880] б7 + . . .
G2 = [9.698 9700] ^2 — [9.522 8787] Р + [8.795 88] е* — [7.7447] ^ + . . .
G3 = [9.574 0313] б3 —[9.546 0025] б5-]-[9.044 313] б7 —[8.25] б9+. . .
G4 = [9.522 8787] — [9.602 0600] е6 + [9.249 88] б8 — [8.627] бы + . . .
Gs = [9.512 5788] е3 — [9.676 436] Р + [9.435 33] — [8.938] еч + . . .
G6 = [9.528 2738] 6« — [9.762 357] 6® + [9.6094] е™ — [9.211] .
С7 =[9.56198] б7 —[9.856 17] б9 +[9.7762] би + . , .
G8 = [9.6089] б3 — [9.9557] е™ + [9.938] е™ + . . .
С9 =[9.6659] 6» —[10.0595] би +[10.096] 613—. . .
G10= [9.731] 61° —[10.167] 612
Gn = [9.8025] би __ [Ю.277] е™
G12 = [9.879] б»2 _ . . ; G13 = [9.961] 613 — , . .

Из характеристик всех логарифмов надо вычесть 10.
Полезно отметить, что разложение (46) можно получить еще иначе. 

Действительно, подставив ряд (35) в формулу (36) и проинтегрировав 
будем иметь: г

________ g
V — M=\¡\ — g2 ^j-^-sin^.

При разложении пертурбационной функции в ряд употребляются 
также разложения функций

/ г \р / г \п .

(у-1) (+) (48)
где р, п и т— целые числа, причем р и т принимают только положитель­
ные и равные нулю значения.

Вычисление коэффициентов разложений таких функций до опре­
деленной степени 6 не представляет никаких трудностей. Имеем, на­
пример:

I г \р / г \пI —— 11 1 —1 з1п/п(а — Л4) =

т (v — М) —т3 (и — /И)3 +

Заменяя здесь ~ и и— М рядами (47) и (46), получим требуемый ре­
зультат.

Коэффициенты разложений функций (48), вычисленные до б7, дает 
Леверрье. 1

„ Кэли 2 дал с той же точностью коэффициенты разложений функций

для д = 0, 1, . . . , 7, /л = 0, 1, . . . , 7 и функций

для п ——5, —4, . . - , —1, 1, . . . , 4, т = 0, 1, . . . , 5.
Некоторые, наиболее часто встречающиеся разложения приведены 

на стр. 391—398 в форме таблиц I и II. Эти таблицы дают коэффициенты 
при различных степенях г в С"’ т и т, фигурирующих в разложениях:

cos mu = С"’ т + С"’ mcos Л7+ <+ m cos 2Л + .

sin mu = S"’ m sin M + S"’ m sin 4M + .
(49)

Так, например, таблица II показывает, что

1 U. J. J. Le verri er, Recherches astronomiques, Annales de l’Observatoire de Paris, 
1, 1855, 343—355.

3 A. Cayley, Tables of the Developments of Functions in the Theory of Elliptic Motion, 
Memoirs of the R. Astron. Society 29, 1859, 191—306.
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В дополнение приведем еще следующее разложение, легко выво­
димое из (47):

4-(—^+|-^3-

4- (__  3- ¿2 I Ц ¿4____ L ¿6
Ц 4 24 64е

. / 17 , . 77 Б 743 
24 128 5120

1 5i 127 
64е + 9216

. . 1 cos 2/174*

e^ — . cos 2>М

899
960

ЛЯЛ . f 523 _ . 10039 74Л7 |-Ç—g40 ^’4- g216 e •

_ .. 355 081 , П .COS6/W — ooo rHn cos7/W+ • 
oZiZí obv

Примечание. Коэффициенты ряда (46) или (46') имеют весьма 
сложную структуру. Несравненно проще выражаются коэффициенты раз­
ложения уравнения центра по кратным истинной аномалии. Чтобы вывести 
такое разложение, обратимся к формулам

/-------- sin V
М = Е — е sin Е, sin Е = \/1 — е- , , ---,’ * I ~р me 7S

которые дают:

Так как

^(1H44(1 + P^Ï
где

х = exp (iv), р = в
1 + ^4 ¿

то
е

28
Р2 cos 2^4- 1 pscos3n— . 

Z о

и потому

Заменив здесь Е выражением (45), окончательно получим:

М = и 4- 2 V У ’ Р* (1 + * 4 — ¿2) sin kv. (50)

§ 83. Коэффициенты Ганзена.
(49).,Вместо того чтобы рассматривать отдельно два разложения 

можно изучать один ряд Лорана:

Коэффициенты Х^ т этого ряда называются иногда коэффициен­
тами Ганзена, так -как Ганзен первый дал общие выражения этих 
величин, представив их в виде рядов, расположенных по степеням р. 
Другой, 'более простой вывод формул Ганзена был предложен Тиссе- 
раном. 1

Проще всего эти коэффициенты могут быть получены при помощи 
первого правила Коши.

Выразим прежде всего функцию

через у. Так как
-L = 1 —cos£=l —у (>4-у 1),

то, согласно этому правилу, X"’ т будет равняться коэффициенту при у* 
в разложении выражения

1 — ^(у + у ^exp^iy —у *) = (^ + Х^ехр ~(у — у

Легко видеть, что

‘ -^(¡-^-^-^-ру-*), 

где, как и раньше:
□ * г_ 1 — 41^
'Р 14-\/1 —е2 е

С другой стороны, соотношение

V /14-е Е
18 2 ~ \—е^ 2

может быть написано следующим 'образом:
х—1 _ 14- р у —1
X + 1 ~ 1 — р у 4~ 1 ’

откуда
х = у(1 — py-^l —РЗ'Г1-

Таким образом

7= (1 4- p2)-"-1ym (1 - py)”-m+1 (1 - ру-1)^1 exp (у - у"1)

Пользуясь формулой бинома, легко вычислить коэффициенты раз 
ложенйя:

(1 — py)^m+1 0 _py-íy'+m-r1 _ т yk-p-m

р=--ОО

1 F. Tisserand, Traité de Mécanique Céleste, 1, 1889, Ch. XV.
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I / —1\ехр (у — у )

228 XII. Разложение координат эллиптического движения в ряды

и получить их в такой форме:
Еп̂  = (—$к~р~т —т—п—\, Ь-Р-т^Х, ₽2),

где через Е(а, Ь, с, х) обозначена гипергеометрическая функция. 
Так как

-ф- ОО

— ОО

то искомый коэффициент при ук в разложении функции Т равен
—|—ОО 

^и=(1+р2гл-1 2 
р —-- ОО

Эта формула позволяет сравнительно очень легко получить разло­
жения коэффициентов Сл’ т и 8^’ т по степеням эксцентриситета.

§ 84. О сходимости рядов, представляющих координаты эллиптического 
движения.

В предыдущих параграфах нами получены разложения различных 
функций эксцентрической аномалии Е в ряды Фурье, расположенные по 
кратным средней аномалии М. Эти ряды сходятся, на основании теоремы 
Дирихле, для всех значений М и е, если только в < 1, ибо при этих 
условиях разлагаемые функции непрерывны, так же, как и их производные.

Однако, в виду сложности коэффициентов рассматриваемых рядов, 
эти коэффициенты приходится разлагать по степеням е и отбрасывать 
члены, начиная с некоторой определенной степени. Таким образом фак­
тически мы имеем дело со степенными рядами, расположенными по целым 
положительным степеням е, причем коэффициенты этих рядов являются 
периодическими (с периодом 2тс) функциями М. Радиус сходимости 
каждого такого ряда будет некоторой функцией средней аномалии. 
Наша задача заключается в определении минимального значения этой 
функции при изменении М от 0 до 2я.

Возьмем какую-нибудь функцию Е(Е) эксцентрической аномалии и 
будем рассматривать ее как функцию е и М на основании уравнения 
Кеплера

Е— ез\пЕ = М. (51)

Эта функция голоморфна для всех значений е (при данном для 
которых ее производная

де у '1—есозЕ

остается конечной. Поэтому общие особые точки всех функций Е(Е) 
определяются уравнением

1 — есозЕ — О, (52)
которое должно быть решено совместно с (51). Исключение могут пред­
ставлять только те функции, для которых произведение Р^зтЕ либо 
обращается в нуль для значений переменных, удовлетворяющих усло­
вию (52), либо обращается в бесконечность. Такие функци ймы оставим 
в стороне. 1

Итак, радиус сходимости ®(Л7) равняется, для всех рассматриваемых 
функций, наименьшему из модулей корней е уравнений (51) и (52).

Переходя к изучению функции <р(/И), заметим, прежде всего, что
ср (я ± Л7) = ср (Л/).

Действительно, замена Е, М и е в уравнениях (51) и (52) через 
■п±Е, тс ± М и — е не изменяет этих уравнений, а потому при такой замене 
каждая особая точка е0 обращается в особую точку —е0, имеющую 
тот же модуль. Таким образом радиус круга сходимости измениться 
не может.

Несколько труднее доказать другое свойство функции <р (7И), 
заключающееся в том, что минимальное значение этой функции 
равно <р^.

Следуя Пуанкаре, возьмем функцию
Е(Е) = ехр (УлтЕ), 

где т — целое число, производная которой удовлетворяет только что 
указанным условиям.

Разложение этой функции в степенной ряд легко получить, поль­
зуясь формулами (29) и (7), которые дают:

+°° +°° / , чВ , , ч Й—2Я1+2В
р(Е\=У^] ____ _________

у *-2™^р!ф4-^ —2т)! \ 2 )

Положим, далее,
Р(Е) = Ф (/И, е) 

и рассмотрим сумму
’ е) = Ф(М, <Н-ф(к + М, е). (53)

Очевидно
+ °° „ / ,ч₽

>Г(Я£)=2т (М)
--ОО

так как все члены с нечетными степенями г сокращаются.
Пусть М = МГ— какое-нибудь определенное значение средней ано­

малии, не равное Обозначим через ех действительное число, удовле­
творяющее условию

ср^) < ^< 1. (55)
В таком случае ряд Ф(Л/Ь очевидно расходится. Покажем, что 

сумма (53) будет также расходиться для этих значений переменных. 
Действительно, особым точкам е0 функции Ф(Л^, е) отвечают особые 
точки —ей функции Ф^ф-Л^, е), но —е0 не может быть особой точкой 
для Ф (Л/ъ е), так как при замене е через — е в уравнениях (51) и (52) М 
обращается в ъ±М. Таким образом, каждая особая точка одного из 
слагаемых выражения (53) обязательно является особой точкой суммы, 
ибо Мхдрп±Ми раз Мх ф -у.

Итак, ряд Ф(Л/Ъ расходится, если выполнено условие (55). Срав­
ним члены этого ряда с соответствующими членами ряда

~ /?Л = Ф ¿Л + Ф ¡е\ (56)© ГП
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Очевидно, модули сравниваемых членов будут одинаковы, но в то 
время как аргументы членов могут между собой разниться,
аргументы всех членов ряда Ф (—¿еД одинаковы. Действительно, 

аргумент каждого члена равен, как это видно из (54):

следовательно

или

, (Pa d^' ,

— 2 2й4-п₽ + ^(2Л — 2/п-|- 2р) = — пк.

Таким образом, раз ряд ^) расходится, то разложение
функции (56) тем более будет расходиться. Отсюда следует, что по 
крайней мере для одной из функций Ф^±^-, z?^ разложение по степе­

ням эксцентриситета расходится, если оно расходится для Ф^,^): иначе 
говоря,

что и требовалось доказать.
Итак, для нахождения минимального значения функции нужно найти 

корень е0 уравнений
1 — е0 cos Ео = О

х Ео — <?osin£'o = y, 

имеющий наименьший модуль; тогда получим: 

min <р (М) = | ей |. 
Эти уравнения дают

Ео — tgfi0 = y

или, полагая EQ = $---- е>

s-|- ctge = 0. (56)
Мы можеКг ограничиться рассмотрением комплексных корней урав­

нения (56), так как действительные корни этого уравнения дают

ы= 1
cos Е$

и потому не представляют для нас интереса.
. Каждому комплексному корню е уравнения (56) будет соответство­

вать сопряженный корень z', так цто это уравнение должно иметь по 
меньшей мере два корня.

Возьмем какие-нибудь два корня е и е' уравнения (56) и составим 
следующие вспомогательные функции:

ср = COS eZZ, =COSSzZZ.

Эти функции удовлетворяют уравнениям
d^a , „ _ d^a' ,
——j- г2<р =0, - - -4- е 2Ф = 0,du1 ' ~ ’ du2 1 1 ’ \

d 
du

, da dar
du du = (е'2 — е2) охр'.

Это равенство проинтегрируем в пределах от 0 до 1. Так как 
при и —0

А=о, у. = 0,
du du

а при zz = 1
da 
du

da
s Sin s = COS э —— = cose , du

на основании уравнения (56), то получим:
1

(s'2 —г2) J уу'du = {). 
о

Отсюда следует, что для каждой пары комплексных сопряженных
корней э, s' должно быть

е'2 __ es — о,

ибо в этом случае ср и <р' будут также сопряженные числа и потому 
срср' = [ <р | 2 > 0.

Но последнее равенство может иметь место только для действи­
тельных или чисто мнимых значений е и е'.

Итак, уравнение (56) имеет только действительные и чисто мнимые 
корни. Так как первые нас не интересуют, то остается найти наименьшие 
по модулю чисто мнимые корни.

Полагая

получим

откуда

Так как

то искомый 
тета равен

в уравнении (56):

ch р — р sh р = 0,

9 = 1.199678 640257 734 . .

min <р (Л/) = | е01 = 1 ___  
sin е

1
sh р ’

радиус сходимости разложений по степеням эксцентриси-

0.662 743419349 2 . .
Таков теоретический предел сходимости полученных рядов. Свою 

практическую пригодность они теряют, конечно, гораздо раньше.
Примечание. Нами доказано, что разложения функций координат 

эллиптического движения в тригонометрические ряды по кратным сред­
ней аномалии сходятся для всех значений М и для всех значений г, удо­
влетворяющих условию

0^г<1.© ГП
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С другой стороны, мы только-что видели, что эти разложения, 
будучи расположены по степеням е, сходятся лишь в интервале

Такое изменение области сходимости связано с тем обстоятельством, 
что функции Бесселя, разложенные по степеням эксцентриситета:

, . 1 /Ье\Ч. .£! ( 2 ) ( 2(2«4-2) + ' ’ '

представляются своими первыми членами тем менее точно, чем больше 
число #.

Например, отношение второго члена этого разложения к первому, 
равное по абсолютной величине

¡ре2
2(2^ +2)’

возрастает до бесконечности при возрастании #.

§ 85. Вычисление долготы и широты планеты.
Обозначим через w долготу планеты в орбите; эта долгота выра­

жается следующим образом через употреблявшиеся ранее величины:
w = тс —и—— 2 —ш —|— V = 2 —и. (57)

Обозначим далее через / = и b = PQ (рис. 12) гелиоцентрическую 
долготу и широту планеты Р.

Прямоугольный сферический треугольник Л PQ дает
tg (/ — 2) = cos i tg и (58) 

sin b = sin i sin u. (59)
Чтобы определить I из уравне­

ния (58), воспользуемся формулой (43). 
Так как в настоящем случае 

Рис. 12. то эта формула дает
/_В_,_^т1в.’Л2, + й±г .

Следовательно, учитывая равенство (57), мы можем написать:
I = и) Р, 

где

я=- гы® 5 *п »+*8' г“• * - - • •
Разность между гелиоцентрической долготой и долготой в орбите, 

равная Р, называется приведением к эклиптике.
При постоянной наклонности орбиты г эта величина может быть 

удобно табулирована по аргументу и.
Точно так же может быть построена таблица, дающая по аргументу и 

гелиоцентрическую широту Ь.

ГЛАВА XIII.

РАЗЛОЖЕНИЕ ПЕРТУРБАЦИОННОЙ ФУНКЦИИ В РЯД.

§ 86. Введение. Разложение по степеням взаимной наклонности.

Для того чтобы дифференциальные уравнения, определяющие воз- 
мущения (§ 15), могли быть проинтегрированы в общем виде, а не только 
численно, необходимо иметь аналитические выражения пертурбационных 
функций

Р = ¡рт' Ро 2, р' = т Р10,
где

1 хх’ -|-уу' -\-zz’
~ д /з

1 xx' + yy’^zt
Ч,о д гз ДЧ

через элементы орбит а, е, . . . , а’, е, . , . В этой главе мы рас­
смотрим главнейшие способы для получения таких выражений, имеющих 
неизбежно форму бесконечных рядов.

Прежде всего, займемся разложением в ряд величины

д-1 = (^ + /2 — 2^ cos//) 2, (2)

где через Н обозначен угол между радиусами-векторами г и /. Разложе­
ние этой величины, носящей название главной части пертурбацион­
ной функции, представляет наибольшие затруднения, тогда как разло­
жение вторых частей выражений (1) выполняется сравнительно весьма 
просто.

Выражение радиуса-вектора через время и элементы орбиты было 
изучено в предыдущей главе. Посмотрим теперь, каким образом можно 
найти угол Н.

Обратимся к рис. 11. Из треугольника ftAt N мы можем найти 
стороны N, Ni и угол J (сохраняем обозначения § 68) либо при помощи 
формул (16) на стр. 185, либо при помощи следующих, являющихся след­
ствиями основных теорем сферической тригонометрии:

sin J sin N = sin i' sin (2' — 2)
sin J cos N = eos i' sin i — sin i' eos i eos (2' — 2)

cos J = eos i' eos i -j- sin i' sin i eos (2' — 2)
sin J sin Nr — sin i sin (2' — 2)
sin У eos Nt = — eos i' sin i Д- sin i1 eos i eos (2' — 2), J
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значать через w и w', можно будет

полагая

считаемые от точки пересечения

или
(4)cos Н = cos ( W — W) — 2 а2 sin U7 sin W,

где

i

(5)

i 1 сле-

представить так: 
а/= ¿4- W,

т = Ö 4- N, 
и обозначая через W и W долготы,

a = sm2.

Подставим это выражение cos Н в равенство (2) и напишем Д 
дующим образом:

орбит. Следовательно, обращаясь к треугольнику NPP', получим 
cos И = cos W cos W' 4- sin W sin W cos J

1

4a2 rr' sin й/sin W' [ 2
-/2 —2rr' cos(W"— Ú/)J

после чего долготы планет Р и Р' в их орбитах, которые мы будем обо-

Ограничимся тем случаем, когда второй член в фигурных скобках 
остается всегда меньше некоторой правильной дроби. Так как этот член 
по абсолютной величине меньше, чем

4 а2 гг'

то это условие будет выполняться, как нетрудно проверить, для всех 
больших планет солнечной системы. Действительно, наибольшая вели­
чина угла J между плоскостями орбит (имеющая место для Марса и Мер­
курия) равна всего 12° 30', что дает а2 = 0.0118. С другой стороны, для 
каждой пары больших планет абсолютная величина разности г — г’ 
остается больше некоторой величины, тем более значительной, чем больше 
произведение гг'. Случаем, когда указанное условие не выполняется, 
мы заниматься не будем.1

1 Более общий метод разложения пертурбационной функции, одинаково применимый 
при любых наклонностях, но зато более сложный, был дан Тиссераном. См.:

F. Tisserand, Traité de Mécanique Céleste, 1, Ch. XXVIII.
H. C. Plummer, An Introductory Treatise on Dynamical Astronomy, 1918, Cambridge.
O. Backlund, Zur Entwickelung der Störungsfunction, Мемуары Академии наук, Vll-e 

série, t. 32, 1884.
Подробные библиографические указания содержит статья:

H. V. Z е i р е 1, Entwicklung der Störungsfunktion, Encyklopädie det Mathern. Wissenschaften,

Итак, мы можем разложить второй множитель в ряд.
Применяя формулу бинома и полагая

До = [г24-г'2 — 7гб cos (W — IF)]2,
окончательно получим

Д"1 = б-1 — гг' Д/.2 a2 sin W sin W 4- 
4-г2 № Д~6 • 6 а4 sin2 W sin2 W— 
__ гз рз д—7.20 а® sin3 W sin3 W' 4~

Написанные члены достаточны для всех больших планет.
Обозначим через П и 1Г расстояния перигелиев планет Р и Р от точки N, 

в которой пересекаются их орбиты. В таком случае
W = n4-ü, W' = n'-^v', *

если через v и v1 обозначить истинные аномалии.
Формула (5) дает разложение главной части пертурбационной функ­

ции по степеням взаимной наклонности орбит.
Обратимся теперь к рассмотрению вторых частей функции (1). 

Так как
хх' 4- у у’ 4- zz' = г г' cos Н, 

то вычисление этих вторых частей приводится к вычислению выражений 
rcosH , r'cos Н

— '/а ” ’ 1 = —Р------ '
Пользуясь равенством (4), получим:

г'Р1 = р [cos (W — W) - a2 cos (W — W) 4- О2 cos (W + U/J] 

//\2
РР\ = ) [cos ( W — W) - а2 cos ( W — W) 4- а2 cos ( W 4- U/)].

(6)

Чтобы от разложений пертурбационной функции, даваемых равен" 
ствами (5) и (6), перейти к нужному нам окончательному виду, надо еще 
выразить координаты планет г, и и Р, и' через элементы орбит. Для 
достижения этой цели рассмотрим сначала тот частный случай, когда 
эксцентриситеты орбит равны нулю, т. е. когда движение планет Р и Р' 
происходит по круговым орбитам.

§ 87. Случай круговых орбит.
Если эксцентриситеты рассматриваемых планет равны нулю, то 

r = a, w = 1, Р — а', w' = ~P,
где через X и X' обозначены средние долготы в орбите.

Полагая
L = 1— т, L' = P ■—. V,

вйесто (5) будем иметь
á-1 = z—//4-///-/V4-. . ., 

где
/_д-1 = [а24-а'2 — 2аа’ eos (¿' — ¿)] 2

И— аа' . 2 a2 sin L sin L'
III=a2 а'2 Д^6.6 о4 sin2 L sin2 L!
IV = a3 a'3 Д~7.20 a6 sin3 L sin3 L'

(7)

(8)

Таким образом- проблема дальнейшего разложения приводится к раз­
ложению в тригонометрический ряд выражений вида

(аа')~ (1 — 2 a cos S+ a2)“2 ,© ГП
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где п = 1, 3, 5,7, . . . и для краткости положено S—L'— L. Кроме того, 
а 

а= —.;а

причем, условившись выбирать обозначения таким образом, чтобы было 
а < а', в дальнейшем будем всегда считать, что а < 1.

Мы можем положить

(1—2а COS 5+ а2) 2=^2j^Cos/S, (9)
--  ОО

так как стоящая слева функция очевидно разлагается в сходящийся ряд 
Фурье. Коэффициенты носят название коэффициентов Лапласа.

Делая, далее,

(10) 
получим:

п_ | 4-00

cos/(Г-Д). (11)
— со 

Отметим, что

При подстановке рядов (11) в формулу (7) нам придется каждый 
такой ряд умножать (для л = 3, 5, 7, . . . ) на одно из выражений

2 sin L sin L! — cos (Д' — Д) — cos (Д' -ф Д).
8 sin2 Д sin2 Д' = 2 — 2 cos 2 Д — 2 cos 2 Д' -ф cos (2 Д' + 2 Д) 4“

4-cos(2 Д' —2 Д).
32 sin3 Д sin3 Д' = 9 cos (Д' — Д) — 9 cos (Д' -ф Д) -ф

4- 3 cos (ЗД -ф Д') — 3 cos (ЗД — Д') -J- 
4-3 cos (3 Д'-фД) — 3 cos (3 Д' — Д)4-
-ф cos (3 Д' — ЗД) — cos (3 Д'4-3 Д).

Иначе говоря, придется находить произведения вида

cos V 2 cos ¿ (L' = C0S — +

+cos —¿) - ч ■

Но стоящие справа суммы равны, так как они переходят одна в ДРУ' 
гую при замене i через — i. Поэтому

cos V 2 cos i (Д' — Д) = 2 cos [ / (Д' — Д) + v].

Пользуясь этим правилом, легко найдем, что

«7/ = |о32 cos (/4-I) (L'-L)-cos 104-1) Д'-(Z-D4 

или, заменяя в первой сумме /-ф1 через /,

аЧ1^ та32
Таким же точно способом вычисляем 111, IV, ... После поленовки получение --------- 1 пиле

ЗАМЕЧЕННЫЕ ОПЕЧАТКИ

Стра­
ница Строка Напечатано Должно быть По чьей вине

237 14 сверху | + 2с5
1

+ 2c(6° типографии

‘Wipa/пснии;

а'Л, = с«-«»41->+ р (с^ + 2с*(- 
х а । 5 /

’• +9 <“)+g С (См+

ф?—Ф

ос

УО,= 5с?_3^о! + . _ _

44 “128 е?“ ■ ■ ■

Формула (12) дает разложение главной части каждой из пертурба­
ционных функций (1) в случае круговых орбит. Для фактического выпол­
нения этого разложения надо только иметь возможность вычи­
слить для рассматриваемого значения а. = а/а' коэффициенты или, что 
то же, коэффициенты Лапласа. Как производится такое вычисление, будет 
показано в одном из следующих параграфов.

Обратимся теперь ко вторым частям /?1 и R\ пертурбационных 
функций

R = №т' (Д~х — ^), R' = Рт' (Д-1 — RW
Формулы (6) дают:

а'^! = а(1—о2) cos (Д' — Д)-ф ас2 cos (Д'-ф Д) 1
a'Ri — а”2 (1 — о2) cos (Д' — Д) фа а2 cos (Д'4"4 I © ГП
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где л = 1, 3, 5,7, . . . и для краткости положено S — P— L. Кроме того,
а а=—т: а

„л плпиигпись выбипать обозначения таким образом, чтобы было

— ОО

Отметим, что
п п ’ п п

При подстановке рядов (11) в формулу (7) нам придется каждый 
такой ряд умножать (для л = 3, 5, 7, . . . ) на одно из выражений

2 sin L sin Р — cos (P— P)—cos (P LT).
8 sin3 L sin2 P = 2 — 2 cos 2 L — 2 cos 2 L + cos (2¿' + 2£) + 

+ cos(2£' — 2 £).
32 sin3 L sin3 P = 9 eos (P — L) — 9 cos (P -f- 7-) 4~

-|~ 3 eos (3¿ + £') — 3 eos (3¿ — ¿')+ 
4-3 eos (3 £' + £)—3 eos (3 £' — £) +
4- cos(3£' —3£) —cos(3£'4-3£).

Иначе говоря, придется находить произведения вида

cos v V cos i (Р — Р) = yS c„ cos lz ~ A) + 4 +

+iScos [z ~ Л) ~ 4 •

Но стоящие справа суммы равны, так как они переходят одна в дру­
гую при замене / через — i. Поэтому

cos v с® cos i (£' — £) = ^ cos [ i № — Q + Ч •

Пользуясь этим правилом, легко найдем, что

a7/=lo22cos ('+1) c3)cos [('Ш'чмч 

или, заменяя в первой сумме /4~1 через i,

a'/,=z PS cos z4-£)-|o2 2СГС08 K'+1) £'-(/-1)£].

Таким же точно способом вычисляем ///, /V, . . . После подста­
новки полученных выражений в равенство (7) и приведения подобных 
членов будем иметь окончательно:

а' Л"1 = a'A. eos (iP — iP)

+ a2 a’ Bt cos [(/ 1) £' — (i — 1) £]

+ a12a'C. cos [(/+ 2) P-(/-2) £] (12)

+ a« a' D. cos [(/ + 3) P — (/ - 3) £]

4- a8 a' E¡cos [(/ 4~ 4) P — (i — 4) Pj

причем коэффициенты этих рядов имеют следующие выражения: 
а'А,= <?-* + |,« (4M> + 2С,5-

4-16^-2) + 18с«)— . . .

-^°Чс(‘~ЯЧб + & .
04

a'D,= ^-f^ ^-« + c¡+»)+ . . .

35 (й

aEi = 128 c9 — • • •

Формула (12) дает разложение главной части каждой из пертурба­
ционных функций (1) в случае круговых орбит. Для фактического выпол­
нения этого разложения надо только иметь возможность вычи­
слить для рассматриваемого значения a — а/а' коэффициенты <$ или, что 
то же, коэффициенты Лапласа. Как производится такое вычисление, будет 
показано в одном из следующих параграфов.

Обратимся теперь ко вторым частям и R\ пертурбационных 
•функций

R = k^m' (Д’1 — R^ R' = ^т' (Д”1 — RW
Формулы (6) дают:

e'A\ = a(l—о2) cos (£' — £) 4~a°2 cos (£'4~£) 1
a'R/ — a"2 (1 — o2) cos (Р — Р) 4-a-2 a2 cos (£'4~£). J© ГП
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Сопоставляя эти выражения с только-что приведенными выражениями 
коэффициентов ряда (12), мы видим, что влияние второго члена для 
функции R будет полностью учтено, если в разложении (12) мы заменим

а'А! через а'А1—а (1—а2) 
а'А^ „ а'А^ — а (1—а2)
а'В0 „ а'В0 — а.

Точно так же, для получения R' достаточно в разложении (12) за­
менить

а'Ах через а'А1 — а 2 (1 — а3)
a'A-i л а'А^ — а-2 (1 — о2)
а'В0 л

Таким образом, проблема разложения пертурбационной функции для 
случая круговых орбит нами полностью разрешена.

Примечание. Важно отметить, что вторая часть пертурбацион­
ной функции состоит, как показывают выражения (13), исключительно 
из периодических членов. Таким образом, других вековых членов, 
кроме тех, которые даются первой из сумм разложения (12) при /—О, 
пертурбационная функция не содержит.

§ 88. Разложение пертурбационной функции по степеням эксцентри­
ситетов. Метод Ньюкома.

В § 86 мы видели, что пертурбационная функция R является функ­
цией г, г', И7=1Г-]-г/, так что можно положить

Л, ж, Жф.
В предыдущем параграфе мы сделали ^ = 0, е' — 0, вследствие чего 

г, г', й/, W' обратились соответственно в а, а' и
Ь^И-фМ, Г = П, + /И/, 

где М и М'— средние аномалии рассматриваемых планет. Для соответ­
ствующей этому случаю функции /(а, а', Ь, В’) нами было дано, при по­
мощи формул (12) и (13), развернутое выражение.

Так как эксцентриситеты е и е' мы считаем малыми величинами, то 
выражение /(г, /, №) целесообразно разложить в ряд по степеням
е и в'.

Чтобы облегчить применение формулы Тэйлора, лучше рассматри­
вать R как функцию не г и г', а и ибо переход от 1§а к осу­
ществляется путем прибавления некоторого приращения, тогда как пере­
ход от а к г осуществляется при помощи умножения а на некоторый 
поправочный множитель.

Итак, положим, с одной стороны:
К = ж, ж'),

с другой —
1&г = 1да + р, +

где через
/=у— М-р I'— и'— М' 

обозначены уравнения центра для рассматриваемых цланет.

В § 82 было показано, что ри/ разлагаются по степеням е в ряды 
следующего вида:

(13 \ / 3 17 \-г-—у- cos 2 М ) -I- е* ( -о- cos М—cos3 4714-. •4 4 у 1 у 8 24 у 1
6 / 1 13 \2sinyW-j-e24 sin24f-|-^3(—sin Мф- sin 3 М1 -ф- . . .

(14)

Стоящая перед нами задача заключается в разложении выражения
^ = F(lga + р, lga'4-p', Г+Г)

по степеням е и е'. Воспользуемся для этого формулой Тэйлора, кото­
рую, как известно, для функции любого числа независимых переменных 
и, V, . . . можно представить в следующей символической форме:

<р (и + Дц, у-j-Ду, . . . )= ехр ( Дц^-ф-Ду р ■ • • р(и>и> • • • )•

Поэтому, вводя для сокращения письма символы

д дГ) - -____ гу -___________
¿(Iga)’

будем иметь такое символическое равенство:
R = exp фВ -ф- фВ' -\-/В1 a, 1g a', L, L'}.

Так как ехр(р£»4-р7Уесть произведение двух мно­
жителей:

exp (рД)+/£>i) и &хх>(у'В' ф-f'D'^, (15)

то рассмотрим символическое умножение функции
F (lg a, lg a', L, L') (16)

на каждый из этих множителей отдельно.
Полагая

Х=ехр(]4—1 £), X' = exp(J/—1L'),

мы можем функцию (16), представляемую формуламй (12) и (13), напи­
сать так:

~ 8^5'
Общий член этого ряда

£о = Я(з, У)
умножим символически на первый из множителей (15). Так как

А=Х=/-1аА, вф^У^вр0, иь. ив
ТО

ехр (рО^/^)/^ ехр(рД + 5//4И’)У?о. (17),© ГП
НТ
Б С
О РА

Н



.240 ХШ. Разложение пертурбационной функции в ряд

Обращаясь теперь к равенствам (14), мы видим, что можно поло- 

ехр —1) = ко к^е Д- к^1 ■ • • , (18)

1 Методы, предложенные для вычисления операторов, подробно рассмотрены в моно­
графии: Б. А. Орлов, Разложение пертурбационной функции по методу Ньюкома. Труды 
Астрономической обсерватории Ленинградского университета, 6, 1936, 82—125.

где ко, кг • • • —функции О, з и М.
Положим, далее,

Р- = ехр (У — 1 М)

и напишем формулы (14) так:

/ 1 1 _ 1\ , а/1 За 3 _ а \ ,
Р = ^-уР —2^ ~ ;+• • •

/V— 1 = ^(и —У1) + >”2) +

. 1 з ( । —1| 13 з_  13 — з \ !
+ [х+и +т,х У1* ’

Подставив эти выражения в равенство (18), получим: 

ко — 1

(19) 

^=п>" + 1Г_х-2+- • .+П1йи-Л,

где через П":= 11^(0, з) обозначен полином л-ой степени относительно 
з и О. Эти символические полиномы мы будем называть операторами.

Отметим, что, как нетрудно усмотреть,

5)-

Итак, член разложения (17), содержащий множитель е", будет иметь 
вид:

= У (2°)
т—+п

где т = п, л — 2, п — 4, . . . , —п, причем для краткости положено

3'} = ^Н(8, в').

Умножим теперь выражение (20) на второй из символических мно­
жителей (15). Обозначая соответствующий символический полином через 
По:«', получим член разложения функции (20), имеющий множитель е'п', 
в таком виде:

т'==.—п' т=~~п
V пх 2 (21)

т' —— я* т и

$ 88. Разложение перпъурб. ф-ии по степеням эксцентриситетов 241 ■

Результат действия на исходный коэффициент Н(з, 8') сначала опе­
раторов , затем 11°’^, может быть представлен как результат дей­
ствия сложных операторов

Ф.", О« п" (о, О-
Полагая для краткости

5') = Ртт'^, 
т.т х ’ / т.т х /

и выделяя в выражении (21) действительную часть, окончательно полу­
чим разложение пертурбационной функции в следующем виде:

R = з; еп е'п' Р™^, з') соэ (зА Д- зР у тМ^т'М'), (22)

где индексы л, п' меняются от 0 до -Доо, а индексы з, з', т, т'—от —оэ 
до Д-оо. Коэффициенты Р зависят от больших полуосей а, а' и от взаим­
ной наклонности орбит 2.

Равенства (12) и (13) показывают, что сумма зДз' всегда равна чет­
ному числу. Кроме того, учитывая формулы (14), легко видеть, что каж­
дая из разностей п — \т\, п' — \т'\ также равна не отрицательному чет­
ному числу.

Итак, разложение пертурбационной функции по степеням эксцентри­
ситетов приводится, в конечном счете, к вычислению операторов. Для 
начальных значений индексов п, т, п', т' вычисление операторов выпол­
няется просто, но при возрастании этих индексов сложность выкладок 
увеличивается крайне быстро. В этом случае для нахождения операторов 
используются многочисленные рекуррентные соотношения, существующие 
между ними.1

В случае, когда е — е' = §, вековые члены в разложении пертурба­
ционной функции получаются, как мы видели в конце предыдущего пара­
графа, исключительно от разложения главной части А“1. Рассматривая 
только-что изложенный способ для получения разложения по степеням 
эксцентриситетов, не трудно видеть, что применение операторов к чле­
нам (13) может дать только периодические члены. Это позволяет форму­
лировать следующую теорему:

Теорема. Вековые члены в разложении пертурбационной функции в три- 
юнометрический ряд получаются лишь при разложении главной части.

В заключение отметим, что выполнение разложения (22) требует 
знания не только коэффициентов (10), но и их производных по 1д а. Дей­
ствительно, так как а = а/а', то

д _ д__ да £ _ £ = д
°) а да а да да ~ Я да д (1§ а) ‘

Поэтому мы можем считать О символом дифференцирования по Д' а 
и положить

Курс Небееной механики 16© ГП
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Примечание. Для всякой однородной функции Ф (а, а'}, порядок 
которой равен — 1, теорема Эйлера дает 

или
£)ф 4~А)'Ф = — ф.

Поэтому для таких функций мы имеем символическое равенство
+ = —1,

из которого следует
п""’, = п";(—1,5'). 

О.ш’ тп х 7 /

Таким образом вычисление всех операторов
8, 5') = П" (О, 8) (- Р - 1, 5')

приводится к вычислению простых операторов И„.

§ 89. Окончательная форма разложения пертурбационной функции.
В предыдущих параграфах мы познакомились с методами, дающими 

возможность получить любое число членов разложения пертурбационной 
функции по степеням эксцентриситетов и взаимной наклонности орбит.

/ Это разложение, как было показано, имеет следующую форму:
Р = 2 Ке1^'^ соэ («Л + з'С -ф тМ Д- т'М'\ (23

где Л, А' и / принимают значения 0, 1, 2, . . . , тогда как индексы з, з', 
т и т' принимают значения 0, ± 1, ±2, . . ., причем сумма $4-з'должна 
всегда равняться четному числу; наконец, разности А — \т\, й' — | т' |, 
2/—| з —[-«' | могут равняться лишь четным числам 0, 2, 4, . . .

Коэффициенты К, зависящие от индексов А, Л',/, з, з', т, т', являются 
функциями больших полуосей орбит а и а'.

Отметим, что степень каждого члена разложения (23), т. е. сумма 
+ 2/, равна или превосходит на четное число величину

|з + з'| + !/тг| + |т'|.

Разложение (23), представляющее пертурбационную функцию в виде 
тригонометрического ряда с четырьмя аргументами, является простей­
шим из возможных представлений этой функции, как явной функции вре­
мени.

Для более удобного интегрирования уравнений Лагранжа, опреде­
ляющих оскулирующие элементы (§ 13), разложение (23) целесообразно 
написать несколько иначе. А именно, замечая, что

М = й — П, — П',
этому разложению можно придать такой вид:

Р = 2 соэ (рЬ + р'Р 4- ?П + /П'). (24)
Индексы р, р', ц, ц' принимают все целые значения от —оодо -¡-со, 

причем разности
И. А'—|^'|, -2/—|д4-р'4-94-9'|

суть четные, не отрицательные числа.

§ 89. Окончательная форма разложения пертурб. функции 243

Таким образом, мы можем написать
А4-А'4-2/^|д4-д'4-^4-^|4-|? 14-19'1.

Откуда следует, что
А 4~ А' 4* 2/^ I р 4~р' I, 

причем разность между левой и правой частями этого неравенства всегда 
равняется, как нетрудно видеть, четному числу.

Итак, степень каждою члена разложения (24) либо равна | р -|-р' |, либо 
превосходит эту величину на четное число.

Разложения (23) или (24) не могут быть непосредственно использо­
ваны при интегрировании уравнений Лагранжа, так как эти разложения 
вместо элементов i, 2, л, i', . . . , фигурирующих в дифференциальных 
уравнениях, содержат величины П, П', J, определяющие взаимное распо­
ложение орбит.

Чтобы получить Р в виде явной функции элементов орбит, заметим, 
что

П = л — 2 — N, П'= л'— 2'— М
L = H-\-M = nt-\-s — 2 — N, L' = n't-]~&'— 2' — N'.

Поэтому аргумент разложения (24) может быть представлен в таком 
виде:

р (nt 4- е) 4-р' (n't 4- е') 4- 9л 9'л' — (р Д- 9) 2 —
- (р' 4- q'} 2 - (р 4- 9) N - (р' 4- 9') N',

или

ö + + + (25)

где
D = р (nt —|— г) pf (n't ех) “I” (р Н™ О) (Р' Ч"

ß = — р — q—р' — q\ 1 = — р — д^р^^9

Таким образом, при развертывании косинусов аргументов вида (25) 
мы получим при выражениях, не зависящих от П, IT, J, множители сле­
дующих типов:

(26)

где а = sin Чтобы эти величины выразить через элементы, обратимся 

к формулам (16) на стр. 185, из которых следует, если воспользоваться 
формулами Эйлера:

sin J • exp i-(N-[- V) 4— 1 = sin cos 4 • exp 4 (2' — 2) 4— 1 —

— siseos | exp-(2-2') 4—1

1 . ___ . ___ (27)
cos-9 У • exp --(^— 7/') 4— 1 — cos 4 cos • exp 7г (2' — 2) 4— 1 4- 
¿2 2 2 2

4" sin I sin ~ . exp у (2 - 2') 4~1 .
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После возведения этих равенств в степень ß и обратного перехода 
от показательных функций к тригонометрическим, будем иметь выраже­
ния величин:

(28)

через элементы орбит.
С другой стороны, те же самые формулы (16) на стр. 185, после воз­

ведения в квадрат и попарного сложения, дают:

02= sin2 ~ cos2 ™ 4- sin2 eos2 — i- sin i sin i' eos (Sz — 2) 
z z z z z

1 — о2 = cos2 ~ cos2 4, + sin2 ~ sin2 4- ~ sin i sin i' cos (Q' — 2). 
Z Z Z Z Z

Возводя эти равенства соответственно в степени /—| р и ---- ^4 и

перемножая их почленно с выражениями, полученными для величин (28), 
будем иметь окончательные выражения для величин (26).

Таким образом, пертурбационная функция R получит следующую 
форму:

R = Ае'1 e'h ^sin ^sincos Do, (29)

где
Do=р (nt 4- г) —J— р (р 14- е<) 4” 4" 4 4" 8® 4* S/Qz.

Коэффициент А зависит только от а и а'. Легко видеть, что индексы 
р, р', . . . , э' в аргументе должны всегда удовлетворять соотноше­
нию

Р 4*Р' 4“ 4 4" Ф “I" s 4" s/ ~ о.

В самом деле, пертурбационная функция R не зависит, очевидно, от 
начала счета долгот. Но если начало счета долгот сместить на угол А, 
то аргумент изменится на А (д-|-4 4'9 поскольку R не
зависит от А, эта величина должна равняться нулю.

Отсюда следует, что тригонометрический ряд (29) расположен не 
по шести, а только по пяти индексам.

Так как фактическое выполнение разложения (29) представляет боль­
шие трудности, то на практике оно никогда не применяется. Созданные 
Лаверрье теории движения больших планет, представляющие наиболее 
обширное применение способа вариации элементов при аналитическом 
определении возмущений, базируются на разложении, занимающем как бы 
промежуточное положение между формулами (24) и (29).

Лаверрье вводит, вместо долгот А и И, считаемых от точки пере­
сечения орбит, долготы в орбитах (удерживаем его обозначения):

о

и полагает

что дает
(30)

(31)

1 + tg ~ tg у

Точно так же, замечая, что долготы перигелиев равны
7t — и 4- п, н — р 4- п' 

и полагая
ю = it 4- т' — т = П 4- R, (32)

получим
П = <и— R, II' = к' — V. (33)

Подставляя выражения (31) и (33) в разложение (24), окончательно 
будем иметь следующую форму, являющуюся основой всех работ 
Леверрье:

^ = EN4y*42/cos(A+./V4-¿a>4^^ (34)

Легко видеть, что индексы j, j', k, ft, 2g связаны соотношением
J+j' + k + ^ — 2g = 0, 

являющимся следствием независимости R от начала счета долгот.
Величины X и ш, определяемые равенствами (30) и (32), отличаются 

от / и ~ на весьма малую величину т'— т.
Можно показать (мы не будем на этом останавливаться), что 

, tgtg (- sin (2'— 2)
т — т z Z

cos (2' — 2)

откуда
14'-4=tg-|-tgy sin(2'-2)-|tg2^ . . . (35)

Для того чтобы пользоваться разложением (34), Леверрье был вы­
нужден соответствующим образом преобразовать уравнения Лагранжа 
(§ 97).

§ 90. Начальные члены разложения пертурбационной функции.
Фактическое выполнение разложения (24) заключается прежде всего 

в выражении коэффициентов К. через функции соотношения а. = фа', 
введенные в § 87, а затем в вычислении этих функций для данного зна­
чения а. Эту последнюю задачу мы рассмотрим в следующей главе, 
а сейчас остановимся на получении коэффициентов К в явном виде.

Если ограничиться членами 2-го порядка относительно е, е' и а, 
то операции, указанные в предыдущем параграфе, выполняются очень 
просто и дают, как не трудно проверить, следующее разложение главной 
части пертурбационной функции:

п'Д-1 = У Г А- с« -1 °2 4- * t/ 4- г2) (- 4f2 + D 4- О2) с? cos V +
I Z Z * о

+4¿ 2(2/+1+cos <v+
4-^2 5/4-(4г — 3) £>4~£2] GWcos (У + 2Ж)4- (36)© ГП
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4“ Т +2¿—D — сТ cos (V — ;W 4~ 'Ю 4“

+ j ее' 2 [ — 4/1 2 — 2z +(— 4z — 1) D — А>2] cos (+

1 Annales de l’Observatoire de Paris, t. 1, 1855. 1
2 F. В о q u e t, Développement de la fonction perturbatrice, Annales de l’Observatoire de 

Paris, t. 19, 1885.
3 S. Newcomb, A Development of the perturbative function etc., Astronomical Papers 

vol. V, 1895.

+ | /2 214/2 + 9/ + 4 + (4/4-5) D4- ¿)2] c-cos (V + 2M')4-

+ 4°2 >^coS(^ . .

Здесь для краткости положено
V = i(L' — L), А) = -^;

д (lg а)

суммирование ведется по значениям 1 = 0, ±1, ±2, . . .
Второй член пертурбационной функции можно учесть при помощи 

правила, указанного в конце § 87. Впрочем, разложение этого члена 
в ряд может быть легко написано сразу, пользуясь формулой (36).

В самом деле, если считать эксцентриситеты е и е' равными нулю, 
то вторая часть пертурбационной функции

_ reos//

будет определяться, в силу первой из формул (13), равенством
a'Rr = а (1 — о2) cos (А' — L) 4- cos (L! 4- А).

Сравнивая это выражение с (12), мы видим, что его можно получить 
как частный случай выражения (12), если в этом последнем взять

cW = 4-1> = a, ^=2a;

а все остальные величины заменить нулями.
Таким образом, применяя к этому частному случаю формулу (36), 

найдем, с точностью до членов второй степени относительно е, е', о:

Г ‘7^^Л 1 _ 1 /2 _ <4 cosцу — D —

— ^е cos (L! — П) 4- е cos (L' — 2А 4- П) 4-

4- 2е' cos (2А' — L — IT) 4-
1 34~ -g- е2 cos (L! -\-L — 2П) 4- у е2 cos (А' — ЗА 4~ 211) 4-

4- ее' cos (2А' — 2А — II' 4- П) — Зее' cos (2А' — П' — П) 4~ 
4“ "g- е"- cos (А14~ А — 21Г) 4- —' г2 cos (ЗА' — А — 211') 4~ 

+ a2 cos (А'4-А) 4-. . .
Точно так же вторая из формул (13), дающая

a'R^ = а'^~^— = а-2Ц — a2) cos (А' —А) 4-2 a2 cos(A'4~ A), 

показывает, что вторая часть пертурбационной функции R' получается 
из выражения (12) при

ç^2a~i ÿ = 0.,

Поэтому, пользуясь опять формулой (24), будем иметь:
= ^1 — у г2 — ~ е'2 — a2 cos (А' — А) 4~

4- 2е cos(A' —2А + П) —
— г cos (А - П') 4- А-г cos (2А'- А — П') 4-

Z

1 274-4-е2 cos(A'4-A — 2П)+ 4 г2 cos (А'- ЗА 4-2П)4- 
8 о

4- ее' cos (2А' — 2А - II’ 4- П) — Зее! cos (2А — П' — П) 4-
1 3+ 4- е'2 cos (А' 4- А — 2П') + 4 е'2 cos (ЗА' — А — 2IT) + 
8 о

4-a2COS(A'4-A)4-. . .

Таково разложение пертурбационной функции в том случае, когда 
■отбрасываются члены -3-й степени относительно эксцентриситетов и на­
клонностей. С такою точностью это разложение было получено еще 
Лагранжем и Лапласом.

Но для того, чтобы получить возмущенные координаты больших 
планет с точностью, соответствующей точности современных наблюдений, 
надо выполнить разложение пертурбационной функции до членов 7-й сте­
пени включительно. Практическую выполнимость подобного разложения 
доказал Буркхард (J. С. Burckhardt). Его вычисления были исправлены 
и дополнены Бинэ (J. Binet) и Понтекуланом (G. de Pontécoulant), в резуль­
тате чего было получено разложение, охватывающее значительную часть 
членов 6-й степени. Полное разложение до 6-й степени включительно 
дал впервые Пирс (В. Peirce) в 1849 г. Наконец, в 1855 г. Леверрье опу­
бликовал 1 разложение до 7-й степени включительно. Данные им явные 
выражения всех членов до это^го предела не потеряли своего значения 
и в настоящее время. Бокэ, 2 сохраняя метод и обозначения Леверрье, 
вычислил все члены 8-й степени.

Для получения разложения пертурбационной функции в форме (23) 
наиболее удобным является способ Ньюкома,3 основанный на употре­
блении операторов (§ 88).

Примечание. Пользуясь указанными в предыдущей главе форму­
лами, легко получить разложение второй части пертурбационной функции 
в общем виде & коэффициентами, выраженными через бесселевы функции.

§ 91. Численные методы разложения пертурбационной функции.
В предыдущих параграфах нами были изучены методы для получе­

ния пертурбационной функции в виде ряда, каждый член которого есть 
явная функция элементов орбит рассматриваемых планет и их средних 
аномалий М и М'.
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Такая форма разложения дает, конечно, наиболее полное решение 
задачи, так как позволяет представить возмущения в виде явных функций 
элементов орбиты. Методы для получения разложений этого вида, в ко­
торых все элементы сохраняют буквенные значения (за исключением 
лишь больших полуосей, придание численных значений которым необхо­
димо для возможности вычисления коэффициентов Лапласа), носят на­
звание аналитических методов разложения пертурба­
ционной функции.

Так как аналитические методы разложения дают пертурбационную 
функцию в виде рядов, расположенных по степеням эксцентриситетов, 
то они практически применимы лишь для очень малых значений эксцен­
триситетов (не больших, примерно, чем 0.15—0.20). Если же это условие 
не соблюдается, то, хотя разложение пертурбационной функции может 
сходиться достаточно быстро, его практически невозможно получить при 
помощи аналитических методов (ср. примечание к § 84). В подобных 
случаях приходится прибегать к численным методам разложе­
ния, в которых элементы с самого начала получают численные значения.

Если элементам орбит рассматриваемых планет дать численные зна­
чения, то пертурбационная функция представится рядом:

i? = S {A cos (Ш -ф i'M') -ф В. ., sin (IM 4- (37)

расположенным по кратным средних аномалий М и М'.
Постоянные коэффициенты Д и В этого ряда выражаются следую­

щими, хорошо известными формулами:
2тс 2л

¿ J’ J" ^созО^-фГ/Г)^^',

О о
2л 2л
у у Rsm(iM^ i'M')dM dM'.

о о

Чтобы найти эти коэффициенты, пользуются приближенными фор­
мулами, получающимися путем замены каждого интеграла суммой значе­
ний подинтегральной функции для равноотстоящих значений аргумента. 
Эти формулы могут быть соединены в одну следующим образом:

т—1 т'—1 /о „А,+¿2 2 W (ф W 4)} .
А=0 /г'—О ' \ / } 

разложения Д 1 и А 3, если вычисляются возмущения только первого 
порядка; если же ищутся и возмущения высших порядков, то нужно 
получить еще и разложения Д~Б, Д~7, . . .

Ганзен, который в своей работе о взаимных возмущениях Юпитера 
и Сатурна (1831) первый опубликовал применение численного метода 
разложения пертурбационной функции, за аргументы принял разность 
средних аномалий М— М' и среднюю аномалию Сатурна М'. Чтобы полу­
чить коэффициенты разложения по формулам гармонического анализа, 
он вычислил Д“1, Д-3, . . . для всех комбинаций следующих значений 
аргументов:

М — М' = и°15' X к, # = 0,1,. . . , 31
М’ = 22°30'Х4, 4 = 0,1,’. . .,15.

Таким образом, ему пришлось найти 32X16 = 512 частных значений: 
указанных функций.

§ 92. Метод Ганзена.
Указанный в предыдущем параграфе численный метод позволяет 

получить разложение пертурбационной функции с какой угодно точ­
ностью при помощи простых, легко механизируемых вычислений, един­
ственное неудобство которых заключается в их обширности.

Применяя численный метод, мы совершенно не пользуемся свой­
ствами разлагаемой в ряд функции. Поэтому естественно возникает 
вопрос, нельзя ли сократить вычислительную работу путем надлежащего 
учета хорошо нам известной аналитической структуры разлагаемой 
функции.

Коши первый употребил (1844) для разложения пертурбационной 
функции полуаналитический метод, в котором разложение по 
одному аргументу выполняется аналитически, а по другому — численно.

Эта идея была со всей подробностью развита Ганзеном (1857), дав­
шим метод разложения, получивший довольно значительное распростра­
нение. В частности, этот метод был применен Хиллом при построении 
теорий движения Юпитера и Сатурна.

Задача заключается в разложении в двойные тригонометрические 
ряды величин Д-1, Д-3, Д~5, . . . , где

Д2 — r2 /2---2г/ cos Н,
cos И — cos (v -ф-П) cos (п'-ф-И') + sin (w + II)sin (4-ф-П') cos J. 

Считая опять а < а’ и полагая а = о/а', напишем это равенство так::

2тс 2 тсгде Rkk, есть величина функции R для М = k — , М' = 4 . ду //у
а а'

г V r r'— ) a2 — 2 -г a cos H. a a a (38)

Таким образом, вычисляя функцию R для достаточно большого 
числа частных значений средних аномалий, можно найти коэффициенты 
разложения (37) с любою точностью.

Конечно, разложение вида (37) с численными коэффициентами не 
может служить для нахождения производных пертурбационной функции 
по элементам. Поэтому таким разложением нельзя пользоваться для вы­
числения возмущений элементов по формулам Лагранжа (§ 15). Но подоб­
ного рода разложения вполне пригодны для непосредственного вычисле­
ния возмущений координат (глава XVI): в этом случае достаточно иметь

С другой стороны, cos И в развернутом виде равняется
Cj cos и cos v' -ф С2 cos v sin 4 -ф С3 sin v cos v' -ф CÁ sin v sin v',

где
Ci = cos II cos П' -ф sin II sin И' cos J 
С2 = — cos П sin II' -ф sin П cos IT cos J 
C3 = — sin П cos П' -ф cos II sin II' cos J 
C± = sin II sin П ’ -ф cos П cos 1Г cos J.© ГП
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Вводя вспомогательные величины К и Xi, при помощи 
равенств

£ sin (IT— X) = a sin Ileos J i
£ cos (П' — К) = a cos П )

ki sin (IT —Xi) = a sin П 
cos (IT — Xi) = « cos П cos J, 

легко найдем, что

a cos Н — ^cos v • cos (р' + ЮН-^ sin v sin (v' +Ki).

Поэтому, подставляя это выражение в равенство (38) и пользуясь 
известными формулами

г — а(1 — е cosf), 
г cos V = a (cos Е — е), 
г sin у = a cos ср sin 2:,

г' = а' (1 —е' cos Е'). 
г' cos v' — a' (cos Е' — Х\ 
г' sin v' = a' cos с/ sin Er,

получим следующее выражение для квадрата взаимного расстояния двух 
планет через их эксцентрические аномалии:

/ д V 1
=D~ fcos^E — f)4-tT2cos2^, (41)

где
у2 = а2 е2
D = Oo + ^icos Е' -l-T^sinf' -ф-г'2 cos2 Е' г42)

f sin Е = Go + Gj cos E' -|- G2 sin E' 
f cos F= Нй-\- Hi cos E' -ф H2 sin E',

причем постоянные коэффициенты имеют следующие значения:

¿)0 = 1 4~ «2 + «2 X — 2-keX cos X,

Di = 2 (г^ cos X—X)
D2 = — 2ek sin X cos X
Go = — 2? sin Xi cos и
Gi = 2^j sin Xi cos © (43)
G2 = 2^ cos Xi cos cp cos cp'
Ho = 2 (га2 — гД cos X)
Hi = 2# cos X
H2 — — 2# sin X cos cp'.

, Отметим, что Р, / и Р известные, легко вычисляемые функции Е', 
а следовательно и М'. При возрастании М' на 2тс угол Р, как легко 
видеть, также увеличивается на 2^.

Внимательное рассмотрение формул (42) показывает, что при малых 
эксцентриситетах в и е' разности Р — Е', а следовательно и разности 
Р—М', остаются в довольно тесных границах при всех изменениях М'.

Во всех встречающихся на практике случаях последний член вы­
ражения (41) крайне мал по сравнению с суммою двух первых. Это обстоя­

тельство позволяет написать, на основании формулы бинома, такое 
весьма быстро сходящееся разложение:

•> (44)

где ч
Д0=[Д—/cos(£ —Л)]Т. .

Каждая из величин Дф1, Дф3, . . . , к разложению которых приво­
дится стоящая перед нами задача, может быть представлена в виде ряда 
Фурье:

Д-^а^ + га^соз (£—Л) + 2а^соз2 (^ —Л)-ф . . . (45)

Коэффициенты этого ряда очень просто выражаются через коэф­
фициенты Лапласа. В самом деле, полагая

£> = ЗЯ (1-Н2), /=2Ш, (46)
получим 

_ А _ п
2 [1 -4-(Р — 26соэсе — Р)] 2 = 

= ^~^^^СО31(Е-Р).

Следовательно \
Ь^. (47)

Аргумент ряда (45) заменим разностью 
Е — Е = Е — № — (Р — М'), 

что позволяет трансформировать этот ряд следующим образом:

ЖЭ+2^2)зт2(£ —ЛГ)+. . ., (48)
где ч

^} = ^СО5 1(Р-М') 

= а^тЦР — М').

Для любого значения М’ мы можем вычислить, как уже было от­
мечено, И, / и Р, а следовательно, пользуясь формулами (46), (47) и (49), 
и коэффициенты р и у.

Вычисляя каждый из этих коэффициентов для ряда равноотстоящих 
значений М' и применяя обычные формулы гармонического анализа, 
мы можем каждый из коэффициентов р и^Г разложить в ряд вида:

ОО со

i i

Подставляя такие ряды вместо каждого коэффициента разложе­
ния (48), внося эти последние в формулу (44) и развертывая получаю­© ГП
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щиеся произведения тригонометрических функций, окончательно получим 
ряды вида:

cos + У sXis’n(z^— г^)> (50)
' ' i, Г I, Г

где л = 1, 3, 5, . . . ; что же касается до индексов i, i', то, очевидно, 
достаточно давать им значения / = 0, ±1, ±2, . . . f = 0, 1, 2, . . .

Разложение (50) не может быть непосредственно использовано для 
интегрирования уравнений, определяющих возмущения, так как это раз­
ложение заключает две переменные Е и М'.

Ганзен выражает М' через эксцентрическую аномалию Е, которую 
он принимает за независимую переменную.

Так как
M=nt-\-M0, М' = rit -|- ,

то
М' = рМ^С,

где р = л'/л, а С — некоторая постоянная величина.
Поэтому, пользуясь уравнением Кеплера, получим: 

М’ = рЕ — pe sin Е -ф С.

Подстановка этого выражения вместо М' в формулу (50) и разверты­
вание функций

sin (¡i,? sin £), cos (pf sin E) 
в тригонометрические ряды при помощи формул (15) § 78 дает разложе­
ние вида

cos^—i'^+ —<51)

Хилл, в уже упоминавшейся теории Юпитера и Сатурна, преобра­
зует разложения (50) в разложения вида:

{/, I1, с}псоз(/Л7 — ¡'ЛГ)-]- {/, Г, з}язт(/Л/— Г/И'), ($2)

что легко выполняется при помощи способов, указанных в § 81.
Примечание. Для вычисления 0 и Ж при помощи формул (46) 

удобно ввести вспомогательный угол ф определяемый равенством

и условием 0 < ф < 90°.
Уравнение

26 . .

имеет два корня:
е2 = с1§^-.

Беря первый из них, будем иметь такие равенства:

° = Ж = £) соз2 .

ГЛАВА XIV.

КОЭФФИЦИЕНТЫ ЛАПЛАСА.

§ 93. Вычисление коэффициентов Лапласа при помощи рядов.
Чтобы покончить с вопросом о разложении пертурбационной функции 

в ряд, нам остается еще рассмотреть способы вычисления величин с®, 
или, что то же самое, в силу равенства (10) § 87, величин б®, опреде­
ляемых соотношением

п 1 ®°°
(1 — 2а cos S -ф- а2) “ Т = b® cos iS (1)

—ОО

и носящих название коэффициентов Лапласа.
Покажем, прежде всего, что коэффициенты Лапласа могут быть 

вычислены при помощи бесконечных рядов.
Положим ____

' г —ехр(5\/—1), 
тогда

1 — 2а cos S -ф а2 = 1 -ф-а2 — а(г-ф z~ ’) = (1 — az) (1 — ах ' *), 
t 

следовательно равенство (1) может быть заменено таким:
ОО

(l-az)-T (l-az'1)-T=2-V b^z. (2)
— ОО

Так как
¿к _ф . п ±1 , л(л-ф-2) „ +2 , л(л-ф-2) (л-ф-4) ±3 .

(1— .ах1) г =1_|_-2-аг± ф---- 2 4 а + 2 4.6 ' z + • ■ ■

то отсюда легко получить, приравнивая справа и слева коэффициенты 
при г', формулу

1 = л(д + 2)\ ■ ■ (п + 2Z- 2) ¡ п п-]-21
2 " 2.4. ..(2Í) ® 2 2/Д-2

л (л + 2) (л ф-2/) (л+ 2/^ 2) _ 1
2.4 (2/-ф 2) (2/-ф4) ’ ' ‘ ’

Для / = 0 имеем:
л
Л12 л

л(л-ф2)\2
2.4 ) (4)© ГП
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Эти ряды сходятся, очевидно, для всех положительных значений а, 
удовлетворяющих условию

а < 1;

но при сколько-нибудь значительных а сходимость их слишком медленна, 
даже для п— 1.

Если воспользоваться обычным обозначением гипергеометрического 
ряда

ЛА В, С; х)= 1 +^-*+ ^0(0 + 1^-^+ • ■ ■ (5)

и, кроме того, ввести символ
(к, 0 = (£ + 2) . . . (^+/-1), (^0)=1,

то формулу (3) можно написать так:
/ п ,\

4*",= (Т?7) Й

Гипергеометрическая функция, определяемая рядом (5), может быть 
представлена, как известно, в следующем виде:

Р(А, В, С; *) = (1 — ху~А В (а, С —В,

Поэтому / 
/ п \

Т X - (1, 0 ■ “ ( \2 ’ 1 2’ +1, 1—«г/

или, в развернутом виде:

X ь®="^+2) • • • ^ХХ-Х)(1 _ап-т 14--XХдХ.р ।
2 я 2.4.6. . .(2Г) 1 ’ ‘2

, ХДХХХХХХ «г ] ¿7)
X 2.4 (2гД-2) (2/+4)Р ' ‘ ‘

где

Этот ряд сходится для \р | <1, т. е. для значений а, удовлетворяющих 
условию

а < -JL- = 0.707 . . .
V/ 2

Чем больше i, тем более выгодным является применение ряда (7) по 
сравнению с (3). В самом деле, отношения соответственных коэффициен­
тов этих рядов равны

1 л — 2 {п — 2) (п— 4)
р27 ’ (/г —j—2z) (п-ф-2/-|-2) ’

и потому быстро стремятся к нулю при сколько-нибудь значительных п

Если а >0.707 . . . , то ряд (7) расходится. Однако и в этом случае 
он может применяться для вычисления , если только / достаточно ве­
лико. Действительно, можно показать, что ряд (7) становится в этом 
случае асимптотическим.

При больших значениях г употребление расходящегося ряда (7) 
оказывается более удобным, чем применение сходящегося ряда (3).

Ряд (7) может быть заменен более удобным и в то же время сходя­
щимся рядом при помощи аналитического продолжения. Действительно, 
рассматриваемая нами ветвь функции (7) не имеет других особых точек, 
кроме а=1 и а = оо. Следовательно, для соответствующей ветви функции

= 'Х1- -р)
особыми точками будут лишь точки р =— 1 и р = оо.

Таким образом, применяя к функции Р^р) формулу Тэйлора

F(p) = Р(р0) + (р - pj В' (р0) + (Р Р" (р0) + .

где рь — действительное положительное число, получим ряд, имеющий 
круг сходимости с радиусом 1 -1~ рй.

Приведем численные коэффициенты рядов, служащих для вычисле­
ния и в случаях, когда р0 — 0, Х; 1.

Первый из указанных коэффициентов Лапласа равен
,(10)_ 1.3.5. . .19 10.. 2А-±Р 46189 9

1 2.4.6. . .20 a а) “ ХоИ 262 144 а Хо(Р)> (8)

причем для функции /’ю(р) имеем следующие разложения:
*

Ро = ° А> =
1
2 Ро = 1

+ 1.00000 000 + 0.98913 047 + 0.97912 120

— 0.02272 727/7 — 0.02082 065 (-4) - 0.01926 520 (р — 1)

+ 0.00213 068р- + 0.00171 01 (-4)’ - — 0.00141 681 (р — 1)2

— 0.00034 15рз — 0.00023 04 (-4)' — 0.00016 594 (р — 1)з

+ 0.00007 47р* + 0.00004 1 (-4)* — 0.00002 515 (р - 1)4

— 0.00002 0 рь — 0.00000 9 Х4)* — 0.00000 451 (р — 1)5

+ 0.00000 6 рв + 0.00000 2 (-4)' — 0.00000 091 (р —1)6

— 0.00000 020 (р-1)7 
-0.00000 005 (р —1)8 
— 0.00000 001 (р — 1)о© ГП
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Для Ь^ формула (7) дает

<8а’
причем для функции Дц (р) может быть взято одно из разложений:

Po = 0 Po =
£ 
2 Po = 1

+ 1.00000 000 + 0.99000 356 + 0.98074 527

— 0.02083 ЗЗЗр — 0.01920 796 (-D - 0.01786 420 (p-1)

4- 0.00180 288p2 + 0.00146 840O)’ + 0.00123 022 (p — I)2

— 0.00026 83p3 — 0.00018 54 — 0.00013 597 (p —l)3

+ 0.00005 48p> + 0.0000311 УЛУ + 0.00001 956 (p - 1)‘

— 0.00001 4ps — 0.00000 7 — 0.00000 335 (P — I)5

+ 0.00000 Ip6 + 0.00000 2 (-Я + 0.00000 065 (p- I)6

— 0.00000 014 (p —I)7 
+ 0.00000 003 (p — I)8 
-0.00000 001 Ip — 1)»

Для того чтобы выбрать наиболее удобный из этих рядов в каждом 
конкретном случае, может служить следующая табличка:

а = 0 0.45 0.61 0.66 0.71 0.78 0.82 0.88
р = 0 0.25 0.50 0.75 1.00 1.50 2 00 3.00

§ 94. Рекуррентные соотношения между коэффициентами Лапласа.
Обратимся к равенству (2), могущему служить для определения 

коэффициентов Лапласа, и напишем его так:

[1+®2—а(^+2-1)г т=?г 2^
Дифференцирование этого равенства по г дает

у л а (1 - г“2) [1 + а2 — а (г + г-1)]“ Т Г1 = ~

1 Е. W. Bro'wn and D. Brouwer, Tables for the development of the disturbing function 
with schedules for harmonic analysis, Cambridge, 1933.

Курс Небесной механики 17

что может быть переписано, на основании (9), в двух следующих 
формах:

~ ла(1 — =[1+«2 —+ 'ЧУ“1 (Ю)

1 (1 _V 2 / = ¡Ь^ г'"1. (И)

Приравнивая коэффициенты при zl 1 в обеих частях равенства (10), 
получим:

• (12)

Это соотношение позволяет, зная два из коэффициентов Ь^, на­
пример Ь^ и Ь^, вычислить все остальные.

Точно так же, приравнивая коэффициенты при zl~r в равенстве (11), 
будем иметь:

С другой стороны, из равенства (9) следует, если заменить п 
через п -¡-2:

[1 + а2 - а (г + г“1)] S 2 = 2 b^Z1,
откуда

Исключение Ь^^ из уравнений (13) и (14) дает: 
« (1 + «5 - % * «ВД = (л + 20 Ь^.

Если из тех же уравнений исключить > т0 получим:

Заменяя здесь i через /Ц-1 и разрешая полученное таким образом 
уравнение совместно с предыдущим, найдем:

^«8)(XV+'O ^2/ + ^ -(2/-n + 2)6^
-°2) ^-b^y = (2i^ +(2i-nJ-2) b^.

Таким образом, зная коэффициенты Ь^, мы можем вычислить все 
затем все Ь^\ и т. д. Сопоставляя этот результат с тем, что было 

только-что сказано относительно формулы (12), мы видим, что доста­
точно непосредственно вычислить два коэффициента Лапласа, напри­
мер Ь^ и Ь^\ чтобы затем, при помощи соотношений (12) и (15), найти 
все остальные коэффициенты.

Вместо Ь^ и b"\ к вычислению которых мы вернемся в следующем 
параграфе, можно за исходные величины взять коэффициенты Ь\ш> и Ь1'" , 
удобно находимые по формулам предыдущего параграфа.

Употребление рекуррентного соотношения (12) становится неудоб­
ным для малых значений а, так как сопровождается потерей точности. 
То же самое можно сказать про формулы (15) в случае больших зна­
чений а.

Нужно, однако, заметить, что в настоящее время с вычислением 
коэффициентов Лапласа приходится встречаться редко, так как имеются 
таблицы, дающие эти коэффициенты. Лучшими из таблиц этого ‘рода 
являются таблицы, опубликованные Брауном и Брувером.1© ГП
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Положив дающего
sin ср — sin X

i2 — 2 а eos х ’
, 1 — acosx

d4 = i I „2 " о „~ dx>

эти авторы дают О^для п = 1,3,5, с восемью, для л = 7 —с семью 
Г

знаками) по аргументу р = а2:(1 — а2), меняющемуся от 0.00 до 2.50.
При этом / = 0,1,2,. . .,11.

из формулы (17) легко получить такую:

л 1.3
.(п+2/ — 2)2 ¡ 

. (2/—1) ти “•

§ 95. Выражение коэффициентов Лапласа определенными интегралами.
- ]/1 — a2 sin2 ср 1" 1 
1—а2

sin2' <р dy

Применяя хорошо известные формулы Эйлера для вычисления коэф­
фициентов ряда Фурье к разложению (1), получим:

7С
~ [ (1 + а2—2 а соэ а)~ соэ/х ¿х. (16)

о

Эта формула неудобна для вычисления коэффициентов Лапласа при 
сколько-нибудь значительных величинах /, так как соэ/х в этом случае 
много раз меняет знак. Кроме того, при малых значениях а коэффи­
циент есть малая величина порядка а!, — существенное обстоятель­
ство, совершенно маскируемое формулой (16). Однако не трудно из 
формулы (16) получить другие, более удобные.

Известная из интегрального исчисления формула

Г Р ■ . Р(Р--  1) • • . (Р--  *+1) Г Р-i ■ 2Í . í eos х eos ix dx = ———+------- +—p----- — I cos^ xsin xdx
J 1.3 • ■ . (^ — 1) j
o o

позволяет для всякой функции/(/), разложимой в интервале — 1 I -1-1 
в равномерно сходящийся ряд со 

+) = 2 а/, 
и

написать

f(zQsx)c.Gsixdx —
о

ras. .(2/— i)./ 

Ó

о

В частности, для п=1 имеем

b^ = ~ а' sin2Z<p dy
TU

о
или, как легко проверить,

1 тт

Таким образом

с игде через г Í а, —

2

1 — a2 sin2 <р

1 — а2 sin2 ср ’

. 2Í , Sin ср Дер
J у Í — a2 sin2cp о

(18)

(19)

¿(0) 
i

4 ¿/ср

о ]/1—a2 sin2 <р
4 Р а + ) 
я ’ 2 В (20)

обозначен полный эллиптический интеграл ‘ первого

рода.
Для /=1 равенство (19) дает:

1 1
о

2
sin2 ср О'ср 

— а2 sin2 ср
4

тиа В (21)

где

Применив эту (указанную Якоби) формулу к интегралу (16), 
получим:

ьп — 13 5---------J (1 + а 2 а eos х) 2 sin xdx. (17)
о,

Применение обычных формул квадратур (§ 56) к интегралу, стоящему 
в равенстве (17), дает едва ли не лучший способ вычисления коэффи­
циентов Лапласа, особенно в тех случаях, когда требуется большая 
точность.

При помощи преобразования Ландена

2

Е — а2 sin2 ср drf
о,

есть полный эллиптический интеграл второго рода.
Существование подробных таблиц эллиптических интегралов делает 

употребление формул (20) и (21) особенно удобным, не говоря уже 
о том, что полные эллиптические интегралы вычисляются весьма просто 
непосредственно.

Например для 
применена формула

вычисления интеграла первого рода может быть 
Гаусса:

1
(22)
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где через М(а,Ь) обозначена арифметически - геометрическая средняя 
между а и Ь, т. е. число, определяемое следующим предельным пере­
ходом:

(.а + ьу

«2 = у(Л1 + ^); Ь2=\/аУьУ

an=j (an-i + ьп=ьп_;

М {a, b) = lim ап = lim bn. 
^—/С>о II—>œ

§ 96. Вычисление производных коэффициентов Лапласа. 
Метод Ньюкома.

Для разложения пертурбационной функции в ряд нужно знать, как 
мы видели в предыдущей главе, не только коэффициенты Лапласа, но 
и их производные по а.

Конечно, эти производные могут быть вычислены при помощи 
рядов, получающихся путем почленного дифференцирования ряда (3). 
Но эти ряды сходятся еще более медленно, чем ряд (3), так что этот 
способ не имеет практического значения.

Дифференцируя равенство (9) по а, получим:
П , 9 , п . 1 4^1 ;- [2 а- (2: + ^ )] [1 +а2 - а 2 -1 = | *

1 S. Newcomb, Development of the Perturbative Function and its Derivatives, in sines 
and cosines of multiples of the eccentric anomalies, and in powers of the „eccentricities, Astro­
nomical Papers, 3, Washington, 1891.

или

Наилучшим способом вычисления величин (23) и (24) с точки зре­
ния как удобства, так и точности результатов является метод Ньюкома, 1 
представляющий развитие и усовершенствование предложенного ранее 
Ганзеном способа для вычисления коэффициентов Лапласа. К изложению 
этого метода мы теперь и перейдем,

Формула (6) дает

Ньюком вводит следующую, более общую функцию

Заметим теперь, что равенство (5) дает: 
7 до

^Д(А,В,С;х) = ~Л(А+1,В + 1,С + 1;х),

откуда следует: 
АВ

ОВ (4, В, С; а2) = 2 а2 ~ Р(А + 1, В + 1, С + 1; а2).

Следовательно

da — 2 ^л+2 ' Й”+2 2 Ьп+2)-

Применяя эту формулу, легко представим производную функцию (25) 
по Iga в таком виде:

D ¿п = | (« + 2 i + 4у - 1) су + с^.

Дифференцируя это соотношение и комбинируя его с форму­
лами (12) и (15), легко найти ряд рекуррентных формул, позволяющих 
последовательно определять производные до любого порядка. Нужно, 
однако, заметить, что эти формулы, которыми пользовался в своих рабо­
тах Леверрье, 1 мало удобны.

С другой стороны, как уже было отмечено (§ 88), в разложение 
пертурбационной функции входят собственно не коэффициенты Лапласа,
а величины

сО)=а 2 К' п п
и их производные по Iga, т. е.

(23)

(24)Dk с^)
dk № 

(dlga^

1 Annales de 1‘Observatoire de Paris, t. 2, 1856.

Применив к обеим частям последнего равенства операцию Dk, полу­
чим соотношение

^+1 ¿п = У (" + 2 i + 4/ - 1) ûk + Dk (26)

(л= 1,3,5, . . . , i,j,k = Q, 1,2, . . . )

позволяющее найти, зная величины (25), сначала Dc1^, затем 
и т. д. Этим самым станут известны и величины (24).

Рассматриваемая проблема приводится, таким образом, к вычисле­
нию величин (25). Эту задачу мы разобьем на три части и решим, поль­
зуясь линейными соотношениями, существующими, как известно, между 
всякими тремя гипергеометрическими функциями F (А, В, С;х), параметры 
которых отличаются на целые числа.
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262 XIV. Коэффициенты Лапласа 

Легко, например, проверить, пользуясь рядом (5), что:
С(С+1)^(45,С;х)—[С + (В-А+1)х] Л(Д,^+1, С+1;х) + 

+ (5 + 1)(С — Д + 1)хЛ(Д,5 + 2,С + 2;х) = 0. (27)

Формула (25) дает:
^-м^^+У, ^+/+/-1,

¡, ,» + 2/+2у — 2 „( п . . п . . . . . . \С- -£+я++~+2+'’2- + '+-'. '+'+' +
уи-.,_1(" + 2>'+27-2)(» + И + 2Л /л -+<+/4-1 < + / + 2-4 

л (2/+ 2/) (2/+2/—2) 2 /’
где

_ /+1 /п \ (у» 4(л+*+^

Ь~2 \2’') (1,/+у-1)

Поэтому, делая в равенстве (27)

А = 5 = у+/+у — 1, С = /+у, х = а\

получим

(2/ + 2у + п - 2) - 2 (/+у + / а2) с1;7 + (2/ - л + 2) а с1^'' = 0. (28)
Полагая

Рп = 77^, (29)
п 

можно это равенство написать так:
Р'п

Рп 1 ср > К+1’' * ($0)
п п. где /

р1’ ]_ ( 2*+ 2/ + л — 2) а ■ __ (21 — л+ 2) а
п ’ 2/(1++)+ 2/ ’ ~ 2/(1 ++)+27 ’

Формула (30) позволяет, зная величину (29) для / = #, найти ее для 
2> • • •> 2, 1- Для вычисления же р*’7можно воспользоваться 

дробью’ непосредственно вытекающей из той 
же формулы (30), именно:

о
ОР1——* *+1 (31)
1 ^+1 ¿+2

где для краткости положено

рк=Рк:\ о^о^.

§ 96. Вычисление производных коэффициентов Лапласа 263

Вычислив таким образом величины (29) для /=1,2, . . и зная 
с”’7, при помощи формулы (29) легко найдем с1^ для всех рассматривае­
мых значений /.

Займемся теперь вычислением с^'. Заметим прежде всего, что 
величина

с^с^'ь™

очень удобно вычисляется при помощи формул (20) и (22). Зная 
легко найти с^, с^, . . . при помощи рекуррентного соотношения, 
которое мы сейчас выведем.

На основании формулы (25) имеем:

< ' = +7’ | +7 + 1 >7 + 2;

7+1 = Ж (л + 2у) «2 Р (~ + 7 + 1, ~ +7 + 2,у + 3;

+ '+1 =Ж(л + 2у)аЛ^+у + 1, |+у + 1+ + 2;^у 

где

Поэтому, полагая

4 = -2'+у, В =-2+7 + 1, С =/ + 2, х = аа 

и замечая, что
СР(А,В, С;х) —СЛ(Л + 1,В,С;%) + Вх/7(А+1,й + 1,С + 1;х) = 0, 

получим:
(2/ + л) а j - С°Р+1 + а /+1 = 0, 

или
со>ж_^+1)а^’/</ (32)

- 1-«^ • (3)

Это и есть искомое соотношение, позволяющее находить с“’1, 
О, 2 0,0 1. /, . . . , когда Сг и уже вычислены.

Остается рассмотреть вычисление . . Для того чтобы вы­
разить эти величины через с°’7, выведем еще одну рекуррентную формулу.

Из формулы (25) имеем:
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где

7V=2y+1í^,j
— (д4-4/—1) 

а

Воспользуемся теперь следующим свойством гипергеометрической 
функции, которое, как и в предыдущих случаях, легко проверяется при. 
помощи равенства (5):

С(А — Сф!)/7^,^, С-х) — С(А — С+1 + £х)/7(А + Ф^+ФС;
+ (Д+1)(Д — С+1 + 5х)/7(Д + 2,^+1, С + 1;х) = 0.

где
р = ZLÍ 2г + 2/ — 2

24 “ +
+ 2/)(2-л) £(2/+2/ + л)(2г + 2-л) •

1 4 (/ + /++./+1) ” °' 4 (г +/+!)(/ +/+2) ’

причем ат+1, Ьт+1 получаются из ат, Ьт путем замены j и п через j-\-2 
ил — 2.

Эта формула является частным случаем найденного Гауссом раз­
ложения

Получим: 

откуда е
— «h + (« + 2/’)a2]<¿ :+2 = 0, n-\-¿ ’

Л^^+фС+ф х) 
Р(А, В, С; х)

= п+2
(л + 2^^ О

п [л + (п + 2/) а2] — 2л (л +/) а р^

Эта формула полностью решает задачу вычисления с0̂ , с^}, 
о „о, ууже найденным с^.

. по

Итак, применяя метод Ньюкома, нужно выполнить следующиё- 
операции:

1. При помощи непрерывной дроби (31) вычисляются р1̂1 для наи­
большего из рассматриваемых значений / = и для всех нужных значе­
ний л и у.

2. При помощи соотношения (30) находятся р1̂1 для всех остальных, 
значений /.

3.
4.
5.
6.
7.

По формулам (20) и (22) находится с^’0 — ^.
Соотношение (32) дает все величины с”’7.
Соотношение (33) дает с°'', с?’7, . . .
По формуле (29) вычисляются все Ф7.
Наконец, по формуле (26) находятся нужные для разложения-, 

пертурбационной функции величины

Примечание. Непрерывная дробь (30) быстро сходится лишь при, 
малых значениях а. Поэтому еще Ганзен предложил заменить ее сле­
дующей:

Pk>i = Р 
п 1 — а.

1 —+
а2

Г—фф
1 -- аз

где
_А С—В
~ С С 4-1 ’
_д + 1 С+1-В

2 С-ф2 С + 3

1 —ахх
1— М

1 —а2х
1 — м______

1—. . .

Я + 1 С + 1 — А
Р1“С+1 С + 2

_В±2 С^ъ-А 
Р2 с+3 С+4
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ГЛАВА XV.

АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВОЗМУЩЕНИИ 
ЭЛЕМЕНТОВ.

§ 97. Преобразование дифференциальных уравнений, определяющих 
элементы орбиты.

Пертурбационные функции, соответствующие случаю, когда рассма­
тривается движение только двух планет, имеющих массы т и т', таковы:

R = k2m'R01, R' = k2mR10,

где R01 и Rt0 определяются формулами (1) в § 86 (стр. 233).
Леверрье замечает, что

Л2Дз = ^2(1.^т)) л'2а'3 = ^2(1 4-т4

и представляет только-что написанные равенства так:

(1)

Как уже было отмечено в § 89, Леверрье пользуется разложением 
пертурбационной функции в следующей форме: 1

a'R0д= Nehe'h' a2f cos D

o'Rj 0= ^А'^^'д^созД, (2)
где

О = /Хо 4~J,k/ 4~ iw 4- Rid — 2gd.
Так как

Хо = X 4- 4 — т, <о = и 4~ х' — х, (3)

причем разность т' —т зависит, как показывает формула (35) на сто 245
лишь от z, Г и 2' —2, то и

dR^dR OR_dR
ds dt0 ’ du du>

Ъигтв? п™ИЛЛЛВе мы будем> "° возможности, придерживаться обозначений Леверрье. 
етим, что величины J, с, X, А и Хо он обозначает соответственно через у, rj, I, V и X.

§ 97. Преобразование дифференциальных уравнений. 267

Таким образбм, уравнения Лагранжа (41), данные в § 13, могут быть 
написаны в следующем виде:

da 
dt

2т dR 
v-—na2 — l-f-m dt^

ds 2т' dR т’ <р dRn, i- dQ
—тг — — . na2 ’ + —-— na eos v tg -5——- -4- tg -5- sin i— dt l-f-m da 14-m ' 6 2 de 1 6 2 dt
d£ m' dR t m' 9 dR0l
dt 14-m r dw 14-/Л 2 dt
dn m' dZ? z
dt 14-m & de 1 6 2 dt
dQ m' dR01
-77 = y-¡— na see ф cosec i —-4—dt 14- m T di
di m' .dRu.i m’ . i-¡7 = — í—— na see ф cosec 1 — 7-7— na seo '? tg — ’-4-dt 14-m ‘ ¿2 14-m T 2 \ ¿X

(4)

где через ® обозначен, как обычно, угол эксцентриситета.
Так как выражения (2) не содержат непосредственно / и 2, то надо 

исключить производные Ro х по этим величинам, заменив их производ­
ными по т', 4— т и о.

Учитывая соотношения (3), имеем:

dR 
di

dR di' 
dx' di '

dR . ^y(¿— t)
dt "4 dw J di

1 dR J dJ-5--.- eos —- -ТГ 2 ds 2 di
dR &R dx' , (dR dR\d(x'~ т) , 1 dR _ J dJ 
dQ~ dx’ dQ'\dt ' d>o j dQ + 2 do COS 2 ¿2 ’

(5)

Чтобы найти стоящие здесь производные х',х'—х, J по / и 2, доста­
точно применить дифференциальные формулы сферической тригонометрии 
к треугольнику (рис. И), образованному тремя узлами. Это даст 
равенства:

dJ = cos (т — Q)di—cos(t' — 2Z) di'—sin i'sin (4— 2') d(2'—2)
sin Jd(x — 2) = — cos J sin (t — 2) di-\- sin (4 — 2') di' — sin i' cos (< — 2') d (2'—2) 
sinViZ^—2') — — sin(T — 2)dz'4-cos Jsin (4— 24 di' — sin fcos(V—24 d (2'—2), 

из которых легко могут быть получены нужные частные производные. 
Например

d(x' — т) sin (ф—2) . cos J sin (х—2) , J . ,
di sin J sin J ь 2 y

Подставив эти значения производных в выражения (5), а эти по­
следние в уравнения (4), получим дифференциальные уравнения, подле­
жащие интегрированию, в окончательном виде.

Леверрье вводит вспомогательные величины Ь, А, Ръ . . . , Т, V
при помощи равенств:© ГП
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окончательным

dL 2т' dRn. d2A —Ът' dRn.
= па2-^- — =----dt 14-/П д\й dt2 14-777 д\й

dPi —2т' dR dP2 т' dR
—2 = _----па2 = —nacos? —dt 14-777 da dt I-)- т т де
dP3 — т' dRax dP^ 1 т’ na ddR01
щ 14-777 Па С^& ‘ дм ’ dt 2 14-777 eos? 2 да

dT 1 т' na J dR0 х
dt 2 1-|- 777 а 2

dV m' J (dR01 dR01 \

(6)

dt 2 \ dX0 ' дш X

уравнениям, определяющимЭто позволяет придать 
элементы, такую форму:

§ 98. Возмущения элементов.
Обозначим через В^, Bja, 8^, . . . возмущения первого порядка сред­

ней долготы к и элементов а, е, ... Из уравнений (7) получаем, считая 
элементы в правых частях постоянными и надлежаще определяя посто­
янные интегрирования:

81д = Л; 8^ = А [

3ie = A+Atg-|-4-tg sin i^Q

Oj X. = 0^ р —|— OjE

\е = Р3 — 1-fg Acos wL

¿OíK = P2 + e tg A sin i^Q. 
£

da dL _ d2X
^t^dt’ dP dP

Интегрирование уравнений (6) после подстановки вместо /?0 х выра­
жения (2) дает:

¿s 
dt

dP, . ? dP2 . , i . dQ= л+‘8у-4+'Ч 8,П,Л
de _ 
dt

dP3 1 x ?

d^ 
e dt

dP2 tí i . .dQ
-Тг+е^2ЗШ,Л

L = V Р Ne^e'^' & eos D

Л = - гД-- V .. , J., NM* & sin D,

(7)

Так как наклонности планетных орбит i, Г, 
дит, вместо i и 2, элементы:

р = tgi sin 2,

sin i — = eos (t — 2) -|- sin (t — 2)

. малы, Леверрье вво-

q = Xgi eos 2.

Дифференциальные уравнения, определяющие эти элементы, могут 
быть написаны в следующей форме:

. dp eos z — dt

.dq eos Z ,7 dt

dP, . . (dT . dV\ ,

. dP4 . /dT . dV\ .■— sin t eos t ( — 4~ ,7 4- q tgdt 1 \ dt 1 dt) 1 6

i di ) 
2~dt |

i di
2 dt' .

(8)

где через у. обозначено отношение средних движений п!\п.
Внося эти разложения в формулы (9), получим возмущения первого 

порядка элементов в следующем виде:

Вщ = A eos D

8^ = Е eos D

ад- "Д’: L s’n & 

eojK = Р sin D (Ю)

где
• В = } Щ 4_уЭ/ 4~ -j- k'X— 2g~'.

Собирая в этих рядах члены, для которых j—j' = O, получим веко­
вые возмущения; остальные члены дадут периодические неравенства.

Обозначая вековую часть какой-либо величины, например Si«, через 
[Вщ], получим:

[В1а] = О, [81Р]=0,

13А1 = М = [А] + [A] tg+ tg -i- sin i [Bt2],

Употребление элементов р и q удобно не только потому, что их 
возмущения малы (тогда .как возмущения 2, благодаря малому делителю 
в последнем из уравнений (7), могут стать очень большими), но еще 
и потому, что через эти величины особенно просто выражаются возму­
щения гелиоцентрической широты (§ 100). ‘

Пусть вековой член в средней долготе равен
[ЗА] =7. Л

Средняя долгота будет вычисляться, с точностью до первых степеней 
масс, по формуле

X = п/4~г04-4~ период, члены. (11)© ГП
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270 XV. Аналитические методы определения возмущений элементов

Таким образом, если среднее движение планеты находить при по­
мощи долгот, полученных из наблюдений в две эпохи, разделенные зна­
чительным промежутком времени, как это делается на практике, то мы 
получим не п, а величину

щ — (12)
Вычислим ах при помощи соотношения

= т),
аналогичного равенству

которое связывает невозмущенное среднее движение и большую полуось..
Так как

_ лз —,

то, с ошибкой порядка т'2, которой можно пренебречь, будем иметь 
такое равенство:

Итак, определив из наблюдений щ, надо найти п и а при помощи 
равенств (12) и (13), и именно эти величины должны быть подставлены 
в формулы (10), дающие возмущения первого порядка.

Но при вычислении возмущений второго и высших порядков для 
средней долготы должна быть взята величина (11), иначе говоря, п должно 
быть заменено через л + х = П1. Поэтому предпочитают ставить во всех 
аргументах D с самаго начала щ вместо п, чем учитывается, уже в пер­
вом приближении, некоторая (и притом довольно существенная) часть 
возмущений второго порядка.

При этом надо иметь в виду, что замена п через nt может быть 
произведена лишь в аргументах D. Что же касается до коэффициентов 
уравнений (4) или (6), то в них всюду а имеет значение (13), а п пред­
ставляет лишь сокращенное обозначение величины 

____
Л1 )/ 1 -}—77Z <2 2=«j-- X.

Полезно отметить, что среднее движение планеты, даваемое в та­
блицах элементов, есть щ, т. е. в него всегда включена постоянная часть 
возмущений. Сообразно с этим значение большой полуоси, даваемое та­
блицами и равное в наших обозначениях ait должно быть заменено, при 
вычислении возмущений, через

а = —|— ,
где

Так как в пределах принятой точности

= = , 44 = 0*43429. . .,
а1

то соответствующая поправка 1д аг равна
л г 2 .. хд «1 = м — •

3 п.
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Производя вычисление первых членов формул (10), легко найти, что 

1 ^0) 1 /141?в1=-^Мт'^ -X = — Мт'а. (14)6 ¿а 6 1
и аналогично для другой планеты 

д 1ё а' = 1 Мт' (4°) 4- (15)

При этом предполагается, конечно, что а = а1/а'1 меньше единицы.
Для каждой планеты должна быть взята’ сумма таких поправок, 

соответствующих всем возмущающим планетам.
Чтобы дать представление о величине и характере периодических 

возмущений, приведем возмущения (10), производимые Венерой в движе­
нии Земли, согласно вычислениям Деверрье.
1

J J' k V -7g А L Е
1

1 Р

1 —1 0 0 0 + 1?59 -3?49 - o'foi — 0"05
2 — 2 0 0 0 — 0.86 — 2.66 — + 0.00
3 -3 0 0 0 — 0.53 — 1.27 — + 0.01
4 —4 0 0 0 — 0.34 -0.69 — + 0.01
5 -5 0 0 0 -0.22 -0.41 — + 0.01
6 -6 0 0 0 — 0.15 — 0.25 — + 0.01
7 —7 0 0 0 — 0.10 — 0.16 — + 0.01
8 -8 0 0 0 — 0.07 - 0.10 — + 0.01
9 . — 9 0 0 0 — 0.05 -0.07 + 0.01

2 —1 0 - 1 0 -0.07 + 0.13 — -- !
» 3 —2 0 - 1 0 + 0.13 + 1.02 — —

4 —3 0 - 1 0 + 0.04 + 0.14 —• —
5 — 4 0 -1 0 + 0.02 + 0.06 — —

0 +1 — 1 0 0 — — + 1.01 + 1.01
1 0 — 1 0 0 + 0.03 + 0.04 + 0.91 + 0.91
2 —1 — 1 0 0 + 0.12 — 0.07 + 1.72 + 1.72
3 — 2 — 1 0 0 -0.42 — 3.13 -4.17 — 4.17
.4 —3 — 1 0 0 -0.14 — 0.42 — 1.02 — 1.01
5 —4 — 1 0 0 — 0.08 -0.18 — 0.48 — 0.48
6 -5 — 1 0 0 — 0.06 — 0.11 — 0.27 -0.27
7 ~6 — 1 0 0 — 0.04 — 0.07 — 0.16 — 0.16
8 -7 — 1 0 0 — 0.03 — 0.05 — 0.10 — 0.10
9 -8 — 1 0 0 — 0.02 — 0.03 — 0.07 — 0.07
5 -3 0 — 2 0 + 0.01 -0.07 — —

5 -3 — 1 — 1 0 — 0.04 + 0.48 — 0.26 — 0.26

ж

6-4 -1 — 1 0 + 0.01 + 0.06 + 0.06 + 0.06© ГП
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J J’ И Ü' -2^ А L Е р

5 — 3 — 2 0 0 + 0Щ7 — 0" 77 + 0''84 + 0''84
6 — 4 — 2 0 0 — 0.02 — 0.09 — 0.20 — ОДО
7 — 5 — 2 0 0 — 0.01 — 0.03 — 0.08 — 0.08

5 — 3 0 0 — 2 + 0.06 — 0.62 — —
6 — 4 0 0 — 2 — 0.01 — 0.07 — —

8 — 5 — 2 — 2 0 — + 0.08 + 0.04 + 0.04

8 -5 — 3 0 0 -0.01 — 0.08 — 0.07 —

8 -5 — 1 0 — 2 — 0.01 — 0.16 — 0.04 — 0.04

13 — 8 — 2 — 3 0 — + 0.14 + О.00 + 0.00
13 — 8 — 3 — 2 0 — — 0.46 — 0.01 — 0.С1
13 — 8 — 4 — 1 0 — + 0.74 + 0.02 + 0.02
13 — 8 -5 0 0 — — 0.48 — 0.02 — 0.02

13 -8 0 — 3 — 2 — + 0.06 — —
13 — 8 — 1 — 2 — 2 — — 0.58 -0.00 — 0.00
13 — 8 — 2 — 1 — 2 —■ + 1.97 + 0.02 + 0.02
13 — 8 -3 0 — 2 — — 2.24 — 0.04 — 0.04

_ 13 — 8 0 — 1 — 4 ■ — + 0.33 — —
13 — 8 — 1 0 — 4 — - 1.18 -0.01 — 0.01

Для этого в пертурбационной функции (1) надо заменить элементы
всех планет величинами

Таким образом, для вычисления возмущений второго порядка урав­
нения (4) дадут уравнения вида

dü2a
dt

2m'—па2 дХ0 да
2т' др
------- а? —
Д-m дХй

дХ^да’ л +

+ тпа~д)^ 'а- (16)

Подставляя сюда выражения (2) и (10) и делая перемножение рядов, 
в результате получим в правой части ряд, расположенный по косинусам 
или синусам аргументов вида:

4“7V^ ~\~j"vr 4- . . . 4-4~ 4~ • ■ •
или

{jn 4-7'п'4-у"п" 4- . ) ?4- const.

Следовательно, интегрирование уравнений вида (16) введет делители 
формы ]п -¡-у'л'4-]"п" • • • Если существуют небольшие по абсолютной
величине целые числа у, /, у", . . . , при которых эта сумма становится 
малым числом, то соответствующее возмущение второго порядка делается 
особенно значительным. Период такого возмущения, равный 360°: (улД- 

. . . ), будет весьма велик.
В результате второго приближения для каждого элемента получится 

выражение вида

а 4~ A't-\- а"р 4- 5 cos № 4~ #) 4~ cos ■

а, е, . . . , а', е', . . . , а", е‘

В этой таблице мы привели лишь те 44 аргумента, для которых 
имеется хотя бы один член, превосходящий 0."05. Леверрье вычислил 
все члены, достигающие 0."001, вследствие чего его таблица содержит 
123 аргумента. 1

1 Коэффициенты, меньшие по абсолютной величие 0,"001, заменены черточками.

Заметим, что для случая, когда одна из рассматриваемых планет — 
Земля, имеем:

V — т = 0, = к, Ф = 7Г,

вследствие чего аргумент Р имеет вид:
D =jX 4- j'V + .

§ 99. Возмущения элементов (второй порядок относительно масс).

После того как по формулам (10) найдены возмущения первого по­
рядка как для планеты Р, так и для всех других рассматриваемых планет 
Р', Р", . . ■ , можно перейти к вычислению возмущений второго порядка.

Вычисление возмущений второго порядка в элементах очень не­
удобно, так как требует вычисления большого количества членов в урав­
нениях вида (16). Эти трудности становятся еще более чувствительными 
при переходе к возмущениям третьего порядка. В следующей главе мы 
увидим, что определение возмущений второго и высших порядков 
в координатах выполняется много проще.

При построении теорий движения Меркурия, Венеры, Земли и Марса 
Леверрье мог ограничиться вычислением лишь очень немногих возмуще­
ний второго порядка. Для других же планет, в особенности для Юпи­
тера и Сатурна, приходится принимать во внимание не только большое 
число возмущений второго порядка, но и некоторые возмущения третьего 
порядка. Работы Леверрье по вычислению этих возмущений для указан­
ных планет были продолжены Гайо (А. Gaillot).

§ 100. Переход от возмущений в элементах к возмущениям 
в координатах. Построение таблиц.

После того как вычислены возмущения ^а, . . ., 8Д элементов 
и средней долготы, можно дать общие выражения координат планеты.

Рассмотрим сначала долготу в орбите ю.

Курс Небесной механики 18© ГП
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В невозмущенном движении она равна

w = (17)

где через / обозначено уравнение центра (§ 82).
f= Hi sin М + Н2 sin 2 М 4- . . . , (18/

причем
1 4 11^ = 2^ —— ^+ . . я2 = т^-|^ + . .

Средняя аномалия равна
М = \ — к; (19)

поэтому, заменяя в равенстве (17) X, к и е значениями
X—В1Х, те+ojT:, е + $1е >

полученными в первом приближении, и ограничиваясь величинами пер­
вого порядка относительно масс, для возмущения долготы будем иметь 
следующее выражение: 

i cos (X — те) + 2Н2 cps 2 (X — те) + • • . рД —-

\ cos (X — те) + 2Я2 cos 2 (Х — те) + . • • | + +

• • -}V- (20)

При помощи этой формулы учитываются обычно только коротко­
периодические возмущения X и периодические возмущения лиг, что же 
касается до остальных возмущений этих элементов, то их влияние учи­
тывается иначе, а именно следующим образом.

Формула (18) позволяет вычислить таблицу, дающую при определен­
ном значениие уравнение центра / по аргументу М. Например, для Земли 
мы имеем согласно вычислениям Ньюкома (для среднего Гриничского 
полдня 0 января 1900 г.)

/=691О".О57 sin М +72".338 sin 247 +
+ l".054sin3^ + 0".018sin4^+ . . .

При пользовании этой таблицей, для составления аргумента (19) 
берут значение X, уже исправленное за долгопериодические возмущения, 
и значение те, уже заключающее вековую часть возмущений. Таким обра­
зом, на долю поправок 8Д и 8:те, стоящих в формуле (20), остаются лишь 
периодические возмущения те и короткопериодические возмущения X.

С другой стороны, влияние вековой части 8^, которую мы можем, 
обозначить через [8^], выражается формулой

[/] = sin 47 + ^^ sin 247 + . . . \ [8, 4 
I de 'de 1 | 1 1 J

и учитывается отдельно при помощи специальной таблицы, дающей эту 
величину по аргументу М.

Для Земли
е = 0.016 751 04 — 0.000 041 80/—0.000 000 126/2 =

= 3455".15О — 8".621 Т— 0".0260/2,

где Т есть время, считаемое от указанного выше начального момента 
и выраженное в юлианских столетиях. Поэтому влияние вековых возму­
щений эксцентриситета на уравнение центра таково:

[/] = (—17".24О/— 0".052/2) sin М — 0".361 Т sin 2М— 
ч — 0".001/sin 347.

В таблицах движения Земли, построенных Ньюкомом (Astronomical 
Papers, Vol. VI), по аргументу М дается частное от деления этой вели­
чины на /+0.0030 /2.

Заметим, что члены с /2 выражают вековые возмущения второго 
порядка.

Итак, под 8^ в формуле (20) можно разуметь совокупность одних 
только периодических членов.

Вычисление суммы периодических членов, стоящих в формуле (20), 
облегчается несколькими специальными таблицами, каждая из которых 
дает сумму членов, зависящих .от определенного аргумента 
Когда при помощи таких таблиц исчерпаны все наиболее значительные 
члены, сумму всех остальных остающихся в выражении (20) членов 
можно найти из таблицы с двумя входами, расположенной по аргумен­
там X и V.

Обратимся теперь к возмущениям логарифма радиуса-вектора. В не­
возмущенном движении он выражается формулой (§ 82)

lgr= lga + Ao + Ai cos 47 + +cos 247+. . ., (21)

где Ao, +, . . . — функции e.
Следовательно

Sjlgr^Sjlga — sin (X — те)+ 2Д2 sin 2 (X — те) + . . . J+X + 
+ {+ sin (X — я) + 2А2 sin 2 (X)—те)+ . . .^те-]-

+ (^ + ^cos47+^cos247+. . .Цг. (22) 
1 (de 1 de 'de J ’

Формула (21) позволяет построить таблицу, которая дает, при опре­
деленном значении е, логарифм радиуса-вектора по аргументу

47 = Х —те.

Для Земли такая таблица построена Ньюкомом на основании фор­
мулы

1g г = 0 ■ 000 030 57 — 0.007 274 12 cos 47
— 0.000 09138 cos 247
— 0.00000145 cos 347
— 0.000 000 02 cos 447.

Условимся включать в 44, при пользовании этой таблицей, долго- 
х периодическую часть 8Д (даваемую специальной таблицей) и вековую 

часть 81«.
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Что касается до вековой части 8^, то влияние ее на 1g г легко мо­
жет быть учтено при помощи особой таблицы. Например для Земли 
сумма членов формулы (22), соответствующих вековой части 8^, такова:

108. [51 ig г] = {_ 15+ (1814-ф-5 7) cos 4^ + 46 cos 244 +cos 344} Т.

Ньюком дает таблицу, позволяющую по аргументу М находить 
частное от деления этой величины на Г+0.0030 74

Сумма периодических членов, остающихся в формуле (22) после 
всех этих упрощений, частично вычисляется для каждой из возмущаю­
щих планет при помощи таблиц с одним входом, а остаток берется из 
таблицы с двумя входами.

Рассмотрим, наконец, определение гелиоцентрической долготы I и 
широты Ъ.

В § 85 мы видели, что

I = w + R, sin b — sin i sin и, (23)
где

=------- tg2 4 sin 2«4----------- tg4~ sin 4«—. . . (24)
arel" b 2 1 are 2" b 2 v ’

есть приведение к эклиптике, а через и обозначен аргумент широты
и — w — 2. (25)

Таким образом, взяв какое-либо определенное значение i. можно 
построить две таблицы, дающие по аргументу и соответственно R и Ъ.

Полагая, как и раньше,

р = tg i sin 2, 9 = tgzcos2,
будем иметь

sin b = cos i (y sin w-— p eos w).

Согласно общепринятому правилу, в аргументе (25) берется значе­
ние w, уже включающее все возмущения. Поэтому, обращаясь к вычи­
слению 8+ мы можем считать, что в последнем равенстве только i, р, 
и получают приращения.

Следовательно

^ib = cosí‘ — cos w ’— tg d tg / • 8t i. (26)

Вековые возмущения 2 учитывают, включая их в аргумент (25); 
влияние вековых возмущений i вычисляется по формуле

[Si £] = — tgdtgz^z], 
которая для всех больших планет может быть приведена к виду

[6л = — A sin и • Т 
и заменена таблицей с аргументом и.

Таким образом при помощи формулы (26) нужно учесть влияние 
только периодических возмущений i, р и q. Это делается так же, как 
и в предыдущих случаях.

Влияние векового возмущения i на приведение к эклиптике (24) учи­
тывается очень просто; периодические возмущения i заметного измене­
ния R не производят.

В качестве примера укажем выражения этих величин для Марса:
[62 Ь] = — 2" .246 sin и • Т

R- — (53".791 — 0".036 Т) sin 2и - 0".007 sin Ьи,

лежащие в основе соответствующих таблиц Ньюкома.
Примечание. Нами рассмотрено получение формул, дающих члены 

первого порядка в возмущениях координат.
Члены второго порядка могут быть найдены совершенно так же, но 

это требует весьма громоздких вычислений.
Таблицы Леверрье дают возмущенные координаты г, I и b для Мер­

курия, Венеры, Земли и Марса; что же касается остальных планет, 
для которых возмущения второго порядка играют существенную роль, 
то Леверрье ограничивается тем, что дает таблицы, позволяющие нахо­
дить оскулирующие элементы этих планет для любого момента времени. 
Координаты, таким образом, приходится вычислять по обычным формулам 
эллиптического движения.

§ 101. Вычисление вековых возмущений по методу Гаусса.

В формулах, дающих возмущения элементов какой-либо планеты- 
коэффициенты вековых членов должны быть вычислены с большею точ­
ностью, чем коэффициенты всех остальных членов, так как влияние веко­
вых членов растет пропорционально времени.

Между тем изложенный в предыдущих параграфах метод вычисле­
ния дает коэффициенты всех возмущений с одинаковою точностью; эта 
точность определяется той степенью эксцентриситетов и взаимной наклон­
ности орбит, до которой доведено разложение пертурбационной функции.

Гаусс предложил (1818) особый метод для вычисления вековых воз­
мущений первого порядка, позволяющий находить их независимо от всех 
остальных возмущений. Этот метод не требует разложения пертурба­
ционной функции в ряд, а потому он одинаково применим при любых 
эксцентриситетах и наклонностях орбит.

В § 12 нами были даны формулы (37), выражающие производные 
элементов через компоненты возмущающего ускорения. Эти формулы 
имеют вид:

& = r cos и W,
dt
А р
-- = р sin V Si +р (cos v + cos Е) Ть

где
5! .= —Л = —Т, = —^W,

ьур кур кур
причем через 8, Т, и W обозначены компоненты возмущающего уско­
рения.

В том случае, когда возмущающее ускорение вызывается притяже­
нием одной планеты Р', компоненты 8, Т, W будут равны производным 
пертурбационной функции по направлению радиуса-вектора и двух пер­
пендикуляров к нему, одного в плоскости орбиты, другого — нормаль­
ного к плоскости орбиты (§ 11).© ГП
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Но уже было отмечено (§ 88), что вторая часть пертурбационной 
функции вековых возмущений не дает; поэтому здесь мы можем эту 
функцию заменить ее главною частью

т'8~\ (28)

где А есть расстояние между планетами Р и Р', а т' — масса планеты Р'. 
Пользуясь уже изученным разложением пертурбационной функции 

в ряд, каждое из уравнений (27) можно представить в форме
^ = [^] +^\Г^(]М+/М' + О), (29)

обозначен постоянный член разложения.

Предполагая, как всегда, что средние движения п и п' несоизме­
римы, так что выражение ]п-\-Уп' равняется нулю только при /=/ = 0, 
после интегрирования получим:

' diгде через dt

[æ] ‘+ Зд+7?sin W-/* + О).
Таким образом, вычисление вековых возмущений первого порядка 

эквивалентно вычислению постоянных членов разложений вида (29).
Из равенства (29) следует, что 

2тс 2тс
¿¡Д 1 С Г di ,....-л I / -г-dMdM'■,dt Д 4 тс2 J J

о о

иначе говоря, искомые постоянные члены получаются путем осред­
нения величин (27) по переменным М и М'.

Так как от М' в выражениях (27) зависят только 7\, U/j, то, 
производя интегрирование сначала по М', а потом по Л и полагая

2тс , 2тс

<30>
о . о

и аналогично для То и Wo, окончательно получим:
2 г. )

-г- = rcosuW0dMUl 1
о

2* * (31)
sin V So dM-}- t (cos y-|-cos ЕДТ^М

о

................ ....................................................... ‘
Займемся прежде всего вычислением интегралов (30).
На основании того, что было сказано выше относительно замены 

пертурбационной функции выражением (28), мы можем рассматривать 
интегралы

2 тс 2тс 2тс
SdM', ~ J" Т dM', ~ J W d'M, (32)

О О о 

как компоненты притяжения, соответствующего потенциалу
2к 

т' О dM' 2.J Л • 
О

Этот потенциал имеет весьма простую механическую интерпрета­
цию. В самом деле, представим себе, что масса планеты Р' распределена 
вдоль орбиты этой планеты таким образом, что на каждый линейный 
элемент орбиты приходится элемент массы dm', пропорциональный тому 
времени dt, в течение которого планета описывает этот линейный элемент, 
так что

dm’ _ dt 
т' Р' ’

если через Р' обозначить время обращения планеты Р'.
Но

dt rí dt_ dM'
— n'P' 2Г ’

следовательно
m' p dM'_  Г dm' 

o ■

а это выражение есть не что иное, как потенциал эллиптического 
кольца, получающегося от распределения массы планеты 
Р' вдоль ее орбиты только что указанным способом.

Итак, задача приводится к вычислению компонентов притяжения 
материального эллиптического кольца, плотность которого определяется 
законом Кеплера. Не останавливаясь на выполнении этого вычисления, 
отметим только, что искомые интегралы (32) легко находятся при помощи 
эллиптических функций.

После того, как дано средство для вычисления значений интегралов 
(32), а следовательно и величин So, 7'0, в любой точке пространства, 
мы можем перейти к вычислению величин (31). Стоящие в формулах (31) 
интегралы находятся численно: каждая из подинтегральных функций, 
например г cos и Wo, вычисляется для равноотстоящих значений М, и затем 
берется среднее из этих значений.

Возьмем например разложение
г cos и VP0 = a0-j- щ cos М-\-а2 cos 2М-Д- . . .

—¡— by sin M —b¡ sin 2 M Ц— ... (33)
и применим обычный метод гармонического анализа.

Обозначим через Фо, . . . , значения функции (33), соответ­
ствующие значениям

<=о. Т’ (34)
в таком случае

[j/j ^^О^^^о + Ф^ • • • +ФА-1)— ak—a2k—azk— • • •

Ряд (33) сходится настолько быстро, что уже при небольших зна­
чениях & вековые возмущения получаются с большой точностью. Можно © ГП
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показать, что делаемая ошибка будет относительно эксцентриситетов 
и взаимной наклонности орбит порядка k—1 для вековых возмущений i, 
S, е, тс и порядка # для вековых возмущений средней долготы эпохи е.

Нередко в интегралах (31) вместо переменного М вводится эксцен­
трическая аномалия при помощи равенства

dM = (\—е cos EjdE,

т. е. осреднение по М заменяется осреднением по Е. При значительных 
величинах эксцентриситета е, точки, соответствующие равноотстоящим 
значениям Е, располагаются по орбите гораздо более равномерно, чем 
точки (34), как мы уже отмечали в § 69.

Следует, однако, заметить, что преимущества употребления Е в ка­
честве независимой переменной не так уже несомненны, ибо, при равно­
мерном распределении выбираемых точек вдоль орбиты, части орбиты, 
проходимые быстро и проходимые медленно, получают одинаковый вес. 
Поэтому нет оснований думать, что замена М переменной Е существенно 
уменьшает число k.

Интересное обобщение ограниченной проблемы трех тел ука­
зал Фату:1 он рассматривает движение материальной точки /3 с бес­
конечно малой массой в поле тяготения центрального тела S и несколь­
ких материальных эллиптических колец с вышеуказанным распределением 
плотностей.

1 Р. F a t о u, Sur le mouvement d’un point matériel dans un champ de gravitation fixe^
Acta astronómica, Sér. a, Vol. 2, 1931, 101—164.

§ 102. Дифференциальные уравнения, данные Лагранжем для опреде­
ления вековых возмущений.

Если движение планеты изучается в течение небольшого промежутка, 
времени, порядка нескольких столетий, то можно, вообще говоря, огра­
ничиться вековыми возмущениями первого порядка. В этом случае их 
лучше всего вычислять при помощи метода Гаусса, дающего эти возму­
щения без особых затруднений с произвольною точностью относительно 
эксцентриситетов и наклонностей.

Если имеются в виду более значительные промежутки времени, то 
приходится обратиться к методам, изложенным в §§ 98 и 99, которые 
позволяют найти вековые возмущения второго, третьего и т. д. поряд­
ков. Однако количество требующейся при этом работы возрастает очень 
быстро при увеличении порядка, так что практически итти дальше 
третьего порядка едва ли возможно.

Наконец в тех случаях, когда нужно охарактеризовать движение 
планеты в течение очень большого интервала времени, решающее зна­
чение имеют члены нулевого ранга, т. е. члены, имеющие множи­
телем возмущающие массы и время в одной и той же степени (§ 15). 
Метод вычисления вековых возмущений, который был предложен Лагран­
жем и к изучению которого мы сейчас переходим, дает, в сущности, как. 
раз именно все члены нулевого ранга, хотя и с очень небольшой точно­
стью относительно эксцентриситетов и взаимной наклонности орбит.

Лагранж поставил вопрос об интегрировании уравнений (41) § 13, 
определяющих элементы орбиты, при условии, что в пертурбационной 
функции, стоящей в правых частях этих уравнений, отброшены все перио­
дические члены. Конечно, без специального исследования нельзя утвер­
ждать, что интегрирование усеченных таким образом уравнений даст 

вполне точные значения всех тех возмущений, которые при интегрирова­
нии полных уравнений способом последовательных приближений полу­
чаются в виде вековых членов. Тем не менее можно думать, что резуль­
тат интегрирования усеченных уравнений достаточно хорошо освещает 
характер движения на чрезвычайно большой промежуток времени и по­
тому является весьма ценным с точки зрения Космогонии.

Заменяя в правых частях уравнений Лагранжа пертурбационную 
функцию ее вековыми членами, мы ограничимся в разложении этой функции 
членами второй степени относительно эксцентриситетов и наклонностей, 
так как только при таком ограничении удалось выполнить точное инте­
грирование рассматриваемых уравнений.

Обращаясь к разложению (36) § 90 и замечая, что вторая часть пер­
турбационной функции вековых членов дать не может, мы получим, в пре­
делах указанной точности, вековую часть пертурбационной функции 
в следующем виде:

СЬ у Zj £j V)
— 4 ее' (D -f- D^c^cos (П7 - П)|.

Так как
П7 — II = (тс7 — т7) — (тс — т) = тс7 — тс — (V — х)

и, как показывает формула (35) § 89, разность V — т есть малая величина 
второго порядка относительно наклонностей, то, в пределах принятой 
точности, мы можем заменить cos (П7 — П) через cos (тс7 — тс).

С другой стороны, с той же точностью, имеем

2 а2 = 2 sin2 ~ — 1 — cos J = 1 — cos i cos i' — sin i sin i' eos (Q7 — Q) =

= 2 sin2 4+2 sin2 4 — sin i sin i' cos (Q7 — Q) =

= 4tg2Z+ltg2/7~tgí tgf C0S(27 —$)•
Поэтому мы можем положить

^0,1 = Ж,1 + +.1 I«2 + г'2 — tg2 i — tg2 i' +
+ 2 tg i tg i' eos (Q7— Q)] — 2Рйд ее' cos (тс7—-тс)}, (35)

где через Ж v N01, Р01 обозначены коэффициенты, зависящие только 
от а и а'. Можно отметить, что эти коэффициенты являются, как это 
следует из формул § 88, симметрическими функциями а и а'.

Вместо обычных элементов е, тс и i, й введем, следуя Лагранжу, 
переменные

A = esinTC, l — ecosr^ (36)
р — tg i sin 2„ 9 = tgicos2, (37)

что дает возможность переписать выражение (35) следующим образом:

+>л = Хт’ + Мод [Л2 + Р + Л72 +Г2 -р2-^-
_ р'г „ фг 2 (рф 4- w7) ] - 2+д (hh’ + Л7), (38)

где h', Г, р', ф определяются формулами, аналогичными (36) и (37).© ГП
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Обратимся теперь к выводу дифференциальных уравнений, опре­
деляющих новые элементы (36) и (37). Так как

dh .de . dn di de . d~— = sin it —-wcosu — -y-= eos к —— f sin Л-, dt dt ' dt dt dt di ’

то, пользуясь уравнениями (41) § 13 и замечая, что
dR . . dR

= — Sin it Ч——COSir dh 1 dide
W = W,dR 
dn dh di ’

легко найдем

dh \J\ — hZ — P ídR
di na2 \ di

• ____________________

” dl_\/\—h2 — PÍ dh
dt na2 \ dh

_______h______
14-/1 — л2-^2 ^7

l______
14-/1 — A2 —/2 ^7

¿^2 dR

na2 71 —h2 — P di 
i (39)

____ h tg У dR
na2 \/l—h2 — l2 di '

Дифференцирование выражения (38) по й, I и г даст члены первой 
степени относительно малых величин, по которым ведется разложение. 
Поэтому, отбрасывая члены третьей степени, получим:

dt па2 dl ’ й1 па2 dh ' (^0)

В том случае, когда изучаются вековые возмущения, происходящие 
от взаимодействия двух планет Р и Р', надо в уравнениях (40) заме­
нить R выражением (38). Но мы рассмотрим сразу более общую проблему, 
когда имеется произвольное число планет и требуется определить вековые 
возмущения их элементов.

Обозначим через тй, т1} т2, . . ■ массы планет Р, Р', Р", . . . ; че­
рез щ, щ, . . . ; е0, е1у . . . обозначим их элементы.

Применяя уравнения (40) к планете Р^, получим:
РЬ 1 дР д1 1 дР__ 1* 1 __ и- _ А =_______  . т- мп 

31 па2 01^ ’ 31 па2 дй^ ' '
где на основании (38):

к=2 “ 2 +2 Л+ч+
V V V

г +% ».л -
- 2 -чо. («>

причем условимся считать, чтобы не делать исключений при суммирова­
нии, что

М =Р =о.
|Ь I1 Р- Р-. Р-

Полагая для краткости 
2h2m 
--------2^=(b V), 
па 

р- и

21pm.,
, = ib

мы можем результат подстановки выражения (42) в уравнения 
писать следующим образом:

ЗП 1
• • • =0 I

31
. .=0,

где
°) + (ь П + (ь2) + . . .

(41) на-

(43)

(44)
Так как каждый из коэффициентов Р есть симметрическая 

функция и а, то имеют место соотношения:
т п а2 (щч) = т п а2 (V, ц)

I ^4 1 (45)

Таким образом, определение вековых возмущений эксцентриси­
тетов ей, еъ е2, . . . и долгот перигелиев тг0, 1гь я2, . . . приводится, 
в пределах принятой точности, к интегрированию уравнений (43).

Обращаясь теперь к переменным (37), определяющим положение 
орбиты, находим, прежде всего:

dp r3Q di3- = tgzcos2-J-4-sm2sec2z 37 dt b dt ' dt
dq . dQ . „ . .di= — tg z sin Q 4- cos 2 sec21 ~dt & dt 1 dt

dR , . ~dR ... ^dR «о-=tgzcos2 3 tgzsmQ —A2 & dp & dq
dR ... ndR . 9. ndR— = sec2 zsinQ^—k sec2z cos 2 3— .di dp 1 dq

Учитывая, далее, уравнения (41) § 13, легко получим:

dp 
dt

dq 
dt

„ ip sec i sec2 -x- 
sec3z . dR 2

dq

— sec8 i dR

2na2 /1 — £2
, 1q see 1 see3 y

(46)

dR dR 
diz ‘ дгna2^i — e2 dp 2na2^ 1— e2

Так как в настоящем случае R выражается формулой (42), то = 0, 

а — есть величина второго порядка. Поэтому, отбрасывая члены тре- Ок 
тьей степени, будем иметь:

dp _ 1 dR dq  1 dR
di — na2 dq ’ ~dt~~ na2 dp ’
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Подстановка выражения (42) в аналогичные уравнения, опреде. 
ляющие р , у , даст окончательно такую систему: I р.

о)^—(И, о»,- .. ,=о
<48»

— А, + °)А>+(н 1)^1+ ■ • —0

Решением систем (43) и (48) мы займемся в следующем параграфе, 
а сейчас ограничимся получением тех замечательных первых интегралов 
этих систем, которые были открыты Лапласом.

Умножим уравнения (43) соответственно на и сло­
жим их и результат просуммируем. Это даст, в силу соотношений (45),

/ ¿/Л ¿7/ \
т п а \ й —А14-/ —А)=0,

I1 Iх Л ' И / ’
или

V т п а (А2 + /Л = С, р- н рД I1 1 V- I ’

где С—произвольная постоянная, определяемая начальными условиями 
движения.

Принимая во внимание (36), окончательно получим:

(49)

Таким же точно образом для уравнений (48) находим первый ин­
теграл

<50>
В настоящее время эксцентриситеты и наклонности орбит—малые 

величины, следовательно и постоянные С и С' также малы. Так как все 
члены в суммах (49) и (50) положительны, то Лаплас считал возможным 
заключить отсюда, что и в будущем все и останутся малыми вели­
чинами. Но такое заключение справедливо лишь в отношении тех пла­
нет, масса которых составляет значительную часть суммы всех планетных 
масс. Если же масса какой-либо планеты очень мала, то эксцентриситет 
и наклонность такой планеты могут, не нарушая равенств (49) и (50), 
стать весьма значительными.

Так как
______________  3

А = 2>
то, пренебрегая величинами второго порядка относительно масс, равен­
ства (49), (50) можно заменить такими:

2^/%? =с°п81

2

§ 103. Тригонометрические выражения вековых возмущений.
Обратимся теперь к решению уравнений (43). Согласно общей теории 

интегрирования систем линейных уравнений с постоянными коэффициен­
тами, будем искать частные решения в такой форме:

А =-----£------ sin (st 4- р), I =-----^=-cos(sí+p), (51)

где s, р и —постоянные числа.
Подстановка этих выражений в уравнения (43) дает следующую 

систему для определения s и L.^:

■ ■ ■ + A^LW=O

+ О,,. - ») 4»+; ■ ■ • + Z« = 0
(52)

причем через тЦ-1 обозначено число планет и для краткости положено 

a Jm п
А^ =----- (53)

Равенства (45) показывают, что

Таким образом, определитель этой системы:

А,о s> А,р • • • ’ А, т

■А,0 ^т,1’ • ' • > ^т, т 5

симметричен относительно главной диагонали.
Обозначим через з0, . , зт корни уравнения

а(в) = 0; (55)

через —значения коэффициентов, получаемые из уравнений (52) 
при з = 8х. Один из этих коэффициентов остается произвольным, вслед­
ствие чего мы можем положить

V. — ’
где Со, Сг ... , Ст— произвольные постоянные, а —вполне опреде­
ленные числа.

Так как параметр р в каждом частном решении (51) остается произ­
вольным, то, обозначая через Ро, , Рт еще т -1-1 произвольных© ГП
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постоянных, мы можем общее решение'системы (43) написать следующим
образом:

(56)

где положено

(57)
z(ri

а пIX V |Л |1

Свойства полученного решения зависят прежде всего от характера 
корней уравнения (55), поручившего название векового уравнения.

Лагранж ограничился тем, что вычислил корни векового уравнения 
для тех значений постоянных, которые имеют место в солнечной системе, 
и убедился, что эти корни действительны и неравны между собой. 
Лапласу удалось показать, при помощи интеграла (49), что каковы бы 
ни были эти постоянные, уравнение (55) не может иметь комплексных 
корней.

Действительно, если бы среди корней уравнения (55) были ком­
плексные, то соответствующие члены выражений (56) содержали бы по­
казательные функции и потому сумма возрастала бы, при t->±co, 
до бесконечности, что противоречит соотношению (49).

Лаплас пытался доказать таким же способом отсутствие у векового 
уравнения равных корней, но при этом впал в ошибку: он считал, что 
при наличии равных корней в общем интеграле (56) обязательно должны 
появиться в качестве множителей тригонометрических функций поли­
номы относительно t, что было бы опять несовместимо с (49). Однако, 
как почти одновременно отметили Вейерштрасс (1858) и О. И. Сомов (1859), 
в случае равных корней вовсе необязательно, чтобы t фигурировало 
в общем интеграле вне знаков тригонометрических функций.

Когда рассматриваются только две планеты, невозможность равных 
корней доказывается очень просто, непосредственной проверкой. Для 
случая трех планет эта невозможность была доказана Зеелигером (Н. v. 
Seeliger) в 1878 г.

Для того чтобы получить предельные значения эксцентриситета е , 
возведем выражения (56) в квадрат и сложим. Это даст:

= + + .
+ 2<> cos [(з0- sj / + ß0 - ßj

+ cos [(s0 - s2) / + ß0 - ß2],

откуда ясно, что
^<l<)l + l<)|+ • • • (58)

Заметим, что в случае, когда в формулах (56) один из коэффициен­
тов (57), например М^\ превосходит по абсолютной величине сумму 
всех остальных коэффициентов, перигелий планеты Р^ будет иметь 
поступательное движение, обладающее средней скоростью з

$ 104. Вековые возмущения больших планет 287

Действительно, комбинируя равенства (56), будем иметь:

й’п (% — 8— ₽Р) = +2 - ~
соэ (^ - у — рр) = + 2 <^03 [(зх — зр) Г+рх — РР].

По условию

И’|>2ИТ
следовательно соз (^— — Рр) никогда не может обратиться в нуль,
а потому

\=уНЧ+*-180°+Ш

где & — целое число, а последний член всегда удовлетворяет условию 
— 90° < 8Д/) < +90°.

Таким образом, перигелий рассматриваемой планеты никогда не 
отойдет больше чем на 90° от точки, движущейся равномерно со ско­
ростью в .

Обратимся теперь к уравнениям (48), определяющим р , . Поскольку
эти уравнения имеют ту же форму, что и уравнения (43), мы можем 
сразу написать их общее решение следующим образом:

(59)

Через а0, ар . . . , ат обозначены корни векового уравнения^

Я (у) = 0, (60)
имеющего ту же структуру, что и уравнение (55), только на этот раз

а,\ртчпч (61)

для p■фv.
Примечание. Так как все величины Д и Д^,, входящие в вековые 

уравнения (55) и (60), порядка планетных масс, то и корни этих урав­
нений будут, вообще говоря, величинами первого порядка относительно 
этих масс.

Таким образом, разлагая выражения (56) и (59) в ряды по степе­
ням зх? и мы получим члены нулевого ранга.

§ 104. Вековые возмущения больших планет.
Численные значения коэффициентов формул (56) и (59) были впервые 

определены самим Лагранжем. Но его результаты представляют лишь 
исторический интерес, так как Уран еще не мог фигурировать в этих 
вычислениях, не говоря уже о том, что для масс Меркурия, Венеры© ГП
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и Марса были взяты гипотетические величины, полученные путем умноже­
ния объема на некоторую предположительную плотность.

В 1839 г. Леверрье повторил эти вычисления с лучшими значениями 
постоянных и уже принимая во внимание Уран. Но действие Нептуна, 
открытого Леверрье в 1846 г., еще не могло быть учтено. Наиболее 
полные результаты в этом отношении получены Стокуэллом,1 который 
в основу вычислений положил нижеследующие значения масс, средних 
годовых движений и больших полуосей.

1 J. N. Stockwell, Smithsonian Contributions to Knowledge, Vol. 18, 1870, Washing­
ton 1873.

Таблица 1

Планета 1 '.т п а

Меркурий ................... 4 865751 5 381 016.2 0.387 0987
Венера ........................ 390 000 2106 641.438 0.723 3323
Земля ........................... 368 689 1 295977.440 1.000 0000
Марс........................... 2 680 637 689 050.9023 1.523 6878
Юпитер................... . . 1 047.879 109256.719 5.202 798
Сатурн........................ 3 501.6 43 996.127 9.538 852
Уран........................... 24 905 15 424.5094 19.183 581
Нептун....................... 18 780 7873.993 30.033 86

Приняв, далее, значения интересующих нас элементов для 1.0 ян­
варя 1850 г., указанные в таблице 2 (в основу положены эклиптика 
и равноденствие 1850.0), он нашел те значения параметров, фигури­
рующих в формулах (56) и (59), которые приведены в таблице 3 и таб­
лице 4. Та

бл
иц

а

Таблица 2

Р Планета е К i й

0 Меркурий . . . 0.2056179 75° Т О'.'О 7° 0' 8.2 46° 33' 3*2
1 Венера ................ 0.006 8418 129 28 51.7 3 23 34.4 75 20 42.9
2 Земля ................ 0.016 7712 100 21 41.0 0 0 0.0 0 0 0.0
3 Марс.................... 0.093 1324 333 17 47.8 1 51 2.3 48 23 36.8
4 Юпитер .... 0.048 2388 11 54 53.1 1 18 40.3 98 54 20.5
5 Сатурн................ 0.055 9956 90 6 12.0 2 29 22.4 112 19 20.6
6 Уран................... 0.046 2149 170 34 17.6 0 46 29.9 73 14 14.4
7 Нептун ................ 0.0091740 50 16 39.1 1 47 0.9 130 7 45.3

Полученные Стокуэллом числа позволяют, прежде всего, фиксиро­
вать границы, в которых изменяются средние величины эксцен­
триситетов и наклонностей, причем под средними величинами 
мы разумеем, как всегда, значения этих элементов, получаемые при

Курс Небесной мезаникн© ГП
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ли
ца

учитывании только вековых, но не периодических возмущений . Границы
эти таковы:

Планета Эксцентриситет Наклонность
Min. Мах. Min. Мах.

Меркурий . . .........................0.121 0.232 4°44' 9°11'
Венера . . . . .........................0 0.071 0 3 16
Земля . . . . .........................0 0.068 0 3 6
Марс ... .........................0.018 0.140 0 5 56
Юпитер . . . .........................0.025 0.061 0°14' 0 29
Сатурн . . . . .........................0.012 0.084 0 47 1 1
Уран . .........................0.012 0.078 0 54 1 7
Нептун .... ..................... 0.006 0.015 0 34 0 47

ю

В этой табличке наклонность орбиты считается относительно неиз­
менной плоскости, для которой Стокуэлл принимает, на основании выше­
указанных значений постоянных, следующие элементы:

i = 1° 35' 19",376, 2 = 106° 14' 6".00,

считаемые относительно эклиптики и равноденствия 1850.0.
Так как для всех планет, кроме Венеры и Земли, один из коэффи­

циентов превосходит по абсолютной величине сумму абсолютных 
величин остальных коэффициентов, то перигелии всех этих планет имеют 
среднее движение. Любопытно отметить, что средние движения пери­
гелиев Юпитера и Урана оказываются одинаковыми, причем средние 
долготы этих перигелиев различаются ровно на 180°. Колебания пери­
гелия Юпитера около среднего положения происходят в пределах ±24°10', 
для Урана пределы отклонений ± 47°33'. Таким образом, при наибольшем 
сближении расстояние между средними перигелиями этих планет рав­
няется

180° — (24°10' + 47°33') = 108°17'.

Примечание. Решение вековых уравнений (55) и (60), левая часть 
которых выражается определителем вида (54), представляло вначале 
значительные затруднения. В связи с этим Леверрье употребил (1839) 
специальный метод для решения таких уравнений. Вслед за тем Якоби 
предложил (1845) другой способ, также основанный на свойствах опре­
делителей вида (54). Наилучший из методов этого рода, учитывающих 
специфические особенности вековых уравнений, предложен академиком 
А. Н. Крыловым.1

Мы не будем останавливаться на этих методах, так как обычные 
способы развертывания определителей в соединении с методом Лобачев- 
ского-Греффе для численного решения уравнений тоже достаточно просто 
приводят к цели.

§ 105. Вековые возмущения малых планет.

Рассмотрим теперь тот случай, когда планета Р имеет бесконечно 
малую массу, так что действием ее на другие планеты Р', Р", . . . , 
можно пренебречь.

1 А. Н. Крылов, О численном решении уравнения, которым в технических вопро­
сах определяются частоты малых колебаний материальных систем, Известия Академии 
наук СССР, 1931.
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292 XV. Аналитические методы определения возмущений элементов

В этом случае система уравнений (43) распадается на систему урав­
нений (получающихся прир= 1,2, . . . , т), которые не будут заключать 
величин, относящихся к планете Р, я на систему двух уравнений:

Л-^'Д0-I
Р-Н I.

f = -‘S(0. rt+^AP.rl. I
(62)

дающих вековые возмущения изучаемой малой планеты.
После того как первая система, определяющая взаимные возмущения 

больших планет, разрешена, мы можем подставить полученные выраже­
ния (56) в уравнения (61), что даст систему двух неоднородных уравне­
ний вида:

ГЛАВА XVI.

АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВОЗМУЩЕНИЙ 
КООРДИНАТ.

§ 106. Уравнения возмущенного движения в ганзеновских координатах.

~ Л 2 + S Лх Sin (Sx? +
где —постоянные коэффициенты.

Решение этих уравнений дается, как известно, формулами:

(63)
Возьмем неподвижную гелиоцентрическую систему прямоугольных 

координат — например эклиптическую систему какой-либо определенной 
эпохи — и обозначим через х, у, г координаты планеты Р, движение ко­
торой мы изучаем, через х', у', г' — координаты возмущающей планеты Р'. 
Пусть, далее, т и т' будут массы этих планет, г и г' — их радиусы- 
векторы, а Д— расстояние между ними.

Уравнения движения планеты Р напишутся так (§ 3):

h = М sin Е (0, р) + ß ) + 2 sin (V + М

I = М cos [tE (0, p) + ß) + 2 C0S (V + (64)

в которых через М и р обозначены произвольные постоянные.
Аналогичные результаты получаются для элементов р и д.
Вопрос о том, может ли сумма Е(0, р) равняться одной из величин \, 

что сделало бы такой прием интегрирования неприменимым, был изучен 
Шарлье.1

Постоянные М и р характеризуют движение малой планеты лучше, 
нежели переменные элементы е и я, что дало основание Хирайаме 2 на­
звать их собственным эксцентриситетом и собственной 
долготой перигелия.

Вычислив эти величины для большого числа малых планет, Хирайама 
смог выделить несколько семейств малых планет, относя к одному 
семейству планеты, имеющие очень близкие собственные элементы 
М, р и большие полуоси.

¿ + £2(1 + ш) 4=^ ]
1 4 ' 7 Г3 ох

(1)

■г + ^(1+т)4 = ^> 
' ' г3 дг

где
К = (2)

\ △ Г3 ]

— пертурбационная функция.
Введем новую прямоугольную подвижную систему осей при помощи 

равенств
X = О.Х —Cif у —а2 z 
y=ßx + M + P2* (3)

Угловые коэффициенты а, аь . . . , ч2 (являющиеся функциями вре 
пени) удовлетворяют соотношениям:

1 C. L. Charlier, Die Mechanik des Himmels, 1, 424.
3 Kiyotsugu Hirayama, Families of Asteroids, Japanese Journal of Astronomy 

and Geophysics, Vol. 1, 1923; Vol. V, 1928.

“2 + а? + а2— 
ß2+ß!+ßi-i;

aß -j- ajßj -j- a2 ß2 6 

ат + аП1 + а212 = 0 
Pl+ßrii + ß2 72 = 0,
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из которых следует, что 
а24 рг472 = 1;
«?Ш7Й 

аШИ71 = 1;

аа14РР14771 =0

а®2 4“ РРг 4 Иг — 0

Равенства (3) в силу этих соотношений дают:

х = аХ 4ру ' 
у^Х^У-^
г = а2Х 4 Рг У 4 72^

(5)

(6)

На девять угловых коэффициентов, уже связанных шестью соотно­
шениями (4), наложим еще дополнительные условия:

Ха —4~ 2а2 — 0 

хР 4 зФ14~ гр2 = о 

х7 4- 4- йг = 0,

(7)

Умножим равенства (3) соответственно на а, Р, ] и сложим. Это даст

*«4 ур=х(аа4РР477)4

4~ у (а1а4Р1Р4717)4
42(«2«4р2р4727)>

или, учитывая соотношения, получающиеся из (5) путем дифференци­
рования:

Ха -ф- Ур = — у (ащ 4 рр\ 4- —
— г(аа24-^24-п2).

Выражение, стоящее справа, равно нулю, как в этом легко убе­
диться, если умножить равенства (7) соответственно на а, р, у и почленно 
сложить.

Таким образом, получаем первое из соотношений:

Ха 4- Ур = 0

4^=0

Ха24 Ур2=0;

(Ю)

в силу которых производные новых подвижных координат выражаются 
такими же формулами:

X = ах 4- Я1У 4- аг2 1

г = ₽х4-^4-У (8)

2 = 7х 4 713’4722,

как если бы эта координатная система была неподвижной.
Так как одно из уравнений (7) является, в силу соотношений (6), 

следствием двух других, то 9 коэффициентов а, аь . . . оказываются свя­
занными лишь восемью уравнениями; поэтому существует бесчисленное 
множество подвижных систем координат, удовлетворяющих всем поста­
вленным условиям.

Ганзен предложил назвать прямоугольные координаты (X, У, 7), про­
изводные которых выражаются формулами (8), идеальными коор­
динатами. Эти координаты, как мы только-что видели, выражаются 
через неподвижные формулами (3) при дополнительных условиях (4) и (7).

Остающимся произволом в выборе идеальной системы воспользуемся 
для того, чтобы удовлетворить условию

7 х 4~ 713*4 7г2 = 0. (9)

Это даст идеальную систему, в которой всегда 7 = 0; иначе говоря, 
плоскость ХУ всегда проходит через радиус-вектор планеты Р. Такую 
систему координат будем называть ганзеновской.

Легко видеть, что ганзеновская система координат вполне опреде­
ляется условиями (4), (7) и (9), если не считать двух произвольных по­
стоянных, вводимых интегрированием уравнений (7).

Наша задача заключается теперь в получении уравнений движения 
в ганзеновских координатах. Для этого выведем, прежде всего, неко­
торые вспомогательные соотношения.

два другие находятся совершенно аналогично.
Поэтому уравнения (6), имеющие для ганзеновских координат вид

х — аХ 4- р У; у — а^Х4~ Р1 У; 2 = 4“ Р 2 У>

после двукратного дифференцирования, дают:
(И)

х = аХ4рУ4аА-4 рУ 

у=а1А'4р1У4«144Р1У

2: = а2-У 4~ Рг У 4“ а2-У 4“ Рг У-

Умножив эти равенства сначала на а, аь а2 и сложив, затем — на 
Р, Рь Рг и опять сложив, наконец, на у, 71, -[2 и снова сложив, получим:

ах-\-а1у-[-а2г = Х
рх 4 Р1У 4- р22 = У
7х 4" 713’ 4~ 722 = (7а4 71а1 4" 7гаг) -У 4

4 (7Р 4- 71Р14~ 7гРг) У-

(12)

(13)

В самом деле, подстановка выражений (11) в первое из равенств (7) 
дает:;

(а&4 а1а14“ а2аг) 'У 4(4 4“ Р1а1 4“ Рга2) У = 0,

откуда, учитывая, что на основании (4)

аа 4* а1а1 4 а2а2 = 0, яр 4 а1Р1 4 а2Рг 4 аР 4 а1Р1 4 агРг = 9, 
получим

Ра 4 Р1“14 Рга2 = 4 аР 4 а1 Р14 а2рг = 0-© ГП
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Последние равенства дают
а а! а2

₽1«2 --- ₽2а1 ?2«---- ₽«1----------------₽1а'

А так как, в силу тех же условий (4),

7 __ 71 _ 7г
— р2«1 Рг« — ₽«2 Р“1 — Р1Л ’

то окончательно получим 
а а1 а2
7 “ 71 “ 72 ‘

Совершенно таким же путем доказываются соотношения

Р _ Р1 _ Рг
7 71 72 ’ ’

Принимая все это во внимание, равенство (13) можно заменить 
таким:

7* + 71^ + 722 = -^(сЧ1*+Р2Ъ- (14)
72

Обратимся теперь к уравнениям (1). Умножая их сперва на а, аъ а2, 
затем на р, рь р2, наконец на у, уь у2 и каждый раз складывая, получим, 
на основании (12) и (14):

^+«41+^4-^- 

У+^(1+т)^- = ^ 

‘Л+hy^t^.

Так как
Т2 = \/1-а2-?2,

то уравнения (15) и (17) вполне определяют X, У, а2, р2, после чего урав­
нения (4) дают возможность найти а, р, аъ рР Таким образом будут 
известны все величины, входящие в выражения (11) »координат пла­
неты Р.

II
§ 107. Переход к полярным координатам в плоскости оскулирующей 

орбиты.
Покажем, прежде всего, что координатная плоскость ганзеновской 

системы координат является плоскостью оскулирующей орбиты.
Для этого достаточно показать, что производная

z=

равна нулю. Но эту производную можно написать, пользуясь соотноше­
ниями (9) и (И), следующим образом:

Z = — ху — Л1 — ¿72 =
= — ^(“7 + «171 + а27г) —

— У (Р7 + Р171 + РгТг).

(15)

(16>

В самом деле, из равенств (6) следует, что 
dR . dR dR dR 

“ Л^+“‘-ЭУ + “2‘37“Ж

R I Й dR _dR
Р dx +Р1 ду +^2 дг ~ д~У 

дР ! др _
дх ' ду ' ^2 дг дZ

и, кроме того,
Г3 =Х2 + ^2 4-г2 = Л2 + У2,

Уравнение (16) и последнее из уравнений (10) дают

«з = _
72

72

А“1

А’1

dZ ।

dR 
dZ

(17)

Подстановка выражений (11) в последнее из соотношений (7) пока­
зывает, что эта величина действительно равна нулю.

Введем теперь полярные координаты в плоскости оскулирующей 
орбиты, полагая

X=rcosw, У— г sin w. (19)
Так как

dR dR . . dRг Sin W -f- -4X7 r COS W dw dX 1 dY
dR , dR . dR .
-j- = + -3xzC0SK? + дт; sin w,dr ' dX 1 dY ’

то вместо уравнений (15) будем иметь:
d ( dw\ dR 
dt \ dt dw

d2r
dt2

Равенство (18) дает

dw Y |- (1 + m)  dR 
dt J r2 ~ dr '

x. , dw 
h-r2~dt^

(20)

(21)

вследствие чего первое из уравнений (20) может быть заменено таким:
dh _ dR 
dt ~ dw'

(22)

I
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§ 108. Случай невозмущенного движения.
Если пертурбационная функция R равна нулю, то уравнения (20) 

обращаются в хорошо известные уравнения задачи двух тел. Их общее 
решение выражается, в этом случае, равенствами:

Е—е sin Е — nof-|-

w = и -ф- Хо;

^4Z у 1 со Z

= со 0 fo) ’>

г=_______ _________
1 4~£0COSt»

(23)

содержащими четыре произвольные постоянные с0, ^о, Хо-
Уравнения (17) в этом случае могут быть трактуемы отдельно 

от (20) и дают для а2 и р2 постоянные значения.
Остальные нужные нам угловые коэффициенты а, р, ап опреде­

ляются из уравнений (4) или (5). Очевидно, одна из этих величин 
остается произвольной.

Окончательные уравнения:
X = ar cos w -j- pr sin w 
y = ap eos w -|- p^ sin w 
z = a2r eos W -|- P’r sin w,

(24)

постоянных (а именно Хо и один из

Положение оси

определяющие движение планеты Р, будут содержать, таким образом, 
семь произвольных постоянных. Легко, однако, видеть, что две из этих 

коэффициентов а, р, аь ръ оставшийся 
произвольным) характеризуют одно 
и то же, а именно положение оси X 
в плоскости ХУ. Поэтому одной 
из этих величин можно, не нару­
шая общности, дать фиксирован­
ное значение.

Вместо постоянных интегри­
рования а2, р2, определяющих по­
ложение плоскости орбиты,введем 
другие, более удобные, а именно 
долготу восходящего узла 20 и 
наклонность ¿0 (рис. 13).

и орбиты определим углом а0 между 
этой осью и восходящим узлом плоскости ХУ относительно плоскости ху.

Обозначим, далее, через I и Ь гелиоцентрические долготу xQ и 
широту QP планеты Р. Это даст:

х —reos b cosí 
y = rcosbs'ml 
z — г sin b.

(25)

Из 
имеем:

треугольника SIQP, в виду того, что Л,Р = ХР— ХРь = ш— %,

cos b cos (I— So) — cos (w — a0) 
cos b sin (I — So) = sin (w — a0) cos i0 

sin b = sin (w — a0) sin i0,
(26)

109. Метод Лапласа-Ньюкома. Возмущения радиуса-вектора 299 

откуда, как легко видеть,
cos b cos I = cos (w — a0) cos Qo — sin (w — a0) sin Qo cos iü
cos b sin I = cos (w — a0) sin Qo -|- sin (w — a0) cos Qo cos i0.

Поэтому, сравнивая (24) и (25), получим:
a = COS a0 cos Йо-j-sin a0 sin 20 COSÍ0
P — sin a0cosQ0— cosa0 sin ЙоCosío

= cos a0 sin Qo — sin a0 COS 20 COS i0 
Pi = sin o0 sin Qo + cos o0 cos Qo cos i0 
a2 = — sin a0 sin i0

(27)

p2 = cos o0 sin i0.

Уравнения (23), (24) и (27) дают полное решение дифференциальных 
уравнений (1) для случая, когда í? = 0. Это решение заключает семь 
произвольных постоянных, но две из них эквивалентны одной по­
стоянной. В самом деле, равенства (26) показывают, что координаты 
х, у, z зависят только от

W —ао = н-|-Хо —ао,

т. е. только от разности Хо — а0, представляющей расстояние перигелия 
от узла.

Наличие в формулах двух постоянных вместо обычно применяемой 
одной используется в методе, данном Ганзеном для вычисления воз­
мущений.

§ 109. Метод Лапласа-Ньюкома. Возмущения радиуса-вектора.

Первый метод для аналитического определения возмущений боль­
ших планет был разработан Лапласом, показавшим, каким образом могут, 
быть непосредственно найдены возмущения радиуса-вектора г, долготы 
в оскулирующей орбите ю и синуса широты планеты по отношению 
к плоскости невозмущенной орбиты. Лаплас ограничился нахождением 
лишь возмущений первого порядка относительно масс и не выше чем 
третьих степеней относительно эксцентриситетов и наклонностей.

Когда Ньюком, в 80-х годах прошлого столетия, предпринял по­
строение теорий движения всех больших планет, он остановился на ме­
тоде Лапласа как на наиболее выгодном с практической точки зрения. 
Все таблицы больших планет, вычисленные под руководством Ньюкома 
и лежащие сейчас в основе астрономических ежегодников, получены при 
помощи вычисления возмущений в координатах. За исклю­
чением Юпитера и Сатурна, для которых возмущения вычислены по ме­
тоду Ганзена, для всех остальных планет был употреблен метод Лапласа. 
Таким образом, этот метод не утратил своего значения и до настоящего 
времени.

Мы изложим метод Лапласа с теми изменениями, которые были 
в него внесены Ньюкомом и которые имеют целью облегчить вычисление 
возмущений второго и высших порядков.

Обратимся к уравнениям (20)) Полагая
р = In г (28)© ГП
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и замечая, что 
дR_  дR

Г дг ~~ др ’

эти уравнения можно написать так:

d2r_  2 / дш\2 #2(1 ~7т) _  дR
Г дВ Г г др

й2и> . дг йш дR 
г2^к+2глТГ = ^-

(29)
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откуда

у(^2-^) = Ф + ф2+ • • • 

r-i-r-^-yySp+^r-Vy . . .

Эти выражения подставим в уравнение (31), причем с левой сто­
роны оставим лишь члены первого порядка, а члены второго порядка 
(которыми мы ограничимся) перенесем направо; получим следующее 
уравнение:

.. п др 2 йгУмножим первое из этих равенств на 2-^ второе на 2 —
сложим и проинтегрируем. Это даст

! йг\2 / дю V 2^ , у. , .Ы +^Ы —Г = 2<С+/^
где для краткости положено

( dR dp , dR dw\ Z1 . ч1-^-^ + ^--- нГ ]dt=dR, ^(1-фщ) = ^,\dp di ' dw dt 1

а через С обозначена произвольная постоянная.
Складывая почленно последнее равенство с первым из уравнений (29).

получим: 
? 1 d2^

2 dt2 7 (30)

Обозначим через г0 радиус-вектор невозмущенного движения, удо­
влетворяющий уравнению:

1 (Р (г2) Д24 0/ 1  о/1
2 Л2 г0

Почленное вычитание этого равенства из (30) дает 

(31)

причем интеграл определяется условием, что правая и левая части равны 
нулю, когда ^ = 0.

Ньюком считает более выгодным определять возмущения не радиуса- 
вектора, а его логарифма. Поэтому, полагая, аналогично (28),

Ро = 1п Го
и делая

8р = р — р0)
находим

г* = ехр (2Ро + 28р) = г2 ехр (28р) = 
~ ro fl +* 23р + уу 8Р2 + . . .

dt2 ' 2г0 ’

являющееся основным при определении возмущений радиуса-вектора.
Таким образом, задача приводится к интегрированию уравнения 

вида 
d2q Н

(33)

где #2гу и Q— известные функции t. В самом деле, для получения воз­
мущений первого порядка надо в правой части уравнения (32) отбросить 
члены, заключающие 8р2, и вычислить пертурбационную функцию R с не­
возмущенными значениями координат планет, что даст для Q вполне 
известную функцию времени.

Точно так же при вычислении возмущений второго порядка мы 
найдем правую часть уравнения (32) со всею нужною точностью при 
помощи уже известных возмущений первого порядка, и т. д.

Остается рассмотреть интегрирование уравнения (33), т. е. линей­
ного неоднородного уравнения второго порядка.

Вместо того, чтобы применять метод вариации произвольных по­
стоянных в его классической форме, поступим несколько иначе.

Пусть нам известны два линейно независимые решения q^ и q2 соот­
ветствующего однородного уравнения

9+ = 0, (34)
так что

+ = q^^q^Q. (35)

Исключая из этих равенств ^г^-3, получим:

7172--- QiQl = 0, 
откуда

q^z —dVB — const.

С другой стороны, исключение той же величины из уравнения (33) 
при помощи каждого из равенств (35) дает

did— 77i = Qdi, q^ — qqz = Qq*, © ГП
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или, обозначая через Ki и Кг произвольные постоянные,

919 —991 = + У 910^

9з9—99з = — Ki + У qzQdt.

Умножая первое из этих равенств на 92, второе на —q^ и скла­
дывая, получим:

9(9192 — 929i) = /Ci9i + /<292 + 92y9iQ^—91 f (hQ dt. (36)

Чтобы получить нужные нам частные решения q^ и q2, заметим, что 
орбитальные координаты

£ = fí(cos£;— е), т) = a cos<p sin Е 

удовлетворяют уравнению (34). Следовательно, можно положить 

q1=cosE— е, #2 = sin 7?, 

или, в виде явных функций времени,

(37)91 = «у 2 cícos iM’ qz = ^'^is.siniM.

На основании результатов, полученных в § 80, имеем

Cq === — 3 „ . 5 , 7 „ ,
1 8 I 192 9216 е + •

1 1 - а ! 1 г |С2- 2е 3 е +16^+ • ’ ’ ’
_ 3 „ 45 4 . 567

Сз 8 £ 128 I 5120 е • • *

1ОсоЧл

125 . 4375 . .
384 £ 9216 + ' * *

27 5
Q 80 е • • • ’

16 807 „
46080е ■ ■ •

51—1 8 192 9216^+' • ‘ ’ 52 2 е б’^^в^ •

3 , 27 4 . 243 в
5з 8 £ 128 । 5120 £

125 , 3125 R .
Ss 384 £ 9216 е + ‘ ' • ’

27 .
’• = 85*-• • •

Si
16 807 R =---------- e*
46 080

Для выбранных нами частных решений
/1 сЛ ис-41(12 — 9г91 = (1 — с cos Е) ~ = п,

как это следует из уравнения Кеплера.

Применим теперь формулу (36) к решению уравнения (32), правую 
часть которого обозначим через Q. Получим:

= уqrQ dt—л-191 JqzQdt, (38)

где qx и q2 определяются равенствами (37).
Постоянные Ki и Кг в этом случае равны нулю, так как правая 

часть должна быть того же порядка относительно возмущающих масс, 
как и левая.

Когда разложение пертурбационной функции R. по кратным средних 
аномалий известно, применение формулы (38) для вычисления как воз­
мущений первого порядка, так и возмущений второго порядка (в этом 
случае в уравнении (32) принимаются во внимание два последние члена) 
не представляет затруднений.

Отметим только, что вековые возмущения радиуса-вектора выгоднее 
находить отдельно при помощи вековых возмущений элементов (которые 
могут быть вычислены например по методу Гаусса) и включать в г0. 
Таким образом, 8р будет состоять только из периодических членов, что 
облегчает вычисление возмущений второго порядка.

§ ПО. Метод Лапласа-Ньюкома. Возмущения долготы. Вычисление 
гелиоцентрических координат.

Для определения возмущенной долготы воспользуемся,следуя Нью­
кому, вторым из уравнений (20). Имеем:

dm _2 [ , СдК \
-тг=г С Д- I ^—dt\.dt ) 1 J дю |

Положим
w = ю0 Ьш,

где через wQ обозначена долгота, соответствующая эллиптическому дви­
жению. Так как

-1— = r~2a2n cos <р, (39)

и, следовательно,
С = а2п cos ©, 

то
d%w о Г дВ „-¿i~ = r J Ж d‘ +,г

Отсюда, пользуясь разложением
г-2 = г-2 (1— 28Р + 28р2— . . .)

и ограничиваясь членами второго порядка, получим:

=(1 -2гр)2а2п cos 7 (8р -sp2J- (40)

Таким образом, зная возмущения радиуса-вектора, мы найдем воз­
мущения долготы при помощи квадратуры.© ГП
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Особого внимания заслуживают долгопериодические члены д'R, так 
как они дадут как в 8р, так и в ою члены с коэффициентами, содержа­
щими, благодаря двукратному интегрированию, квадраты малых дели­
телей. Лаплас предложил учитывать эти члены, вычисляя эллиптические 
значения г0 и ш0 при помощи средней аномалии, находимой по фор­
муле

/Л = По 31 -р бо — ~о,

где к л0 прибавлены долгопериодические члены выражения 

_2_ _± г
За 2 (1 + /л) 2 / д'R.

Мы не будем останавливаться на обосновании этого приема.1
После того как найдены, при помощи уравнений (32) и (40), возму­

щения первого порядка радиуса-вектора и долготы, Ньюком определяет 
по обычным формулам возмущения элементов ¿и й, что позволяет закон­
чить определение гелиоцентрических координат по способу, изложенному 
в § 100.

Имея возмущения первого порядка всех трех координат, мы можем 
определить при помощи тех же самых формул возмущения второго 
порядка в уравнениях (32) и (40): изменяются только правые части.

Уравнение (41), эквивалентное уравнению (32), позволяет найти воз­
мущения первого порядка радиуса-вектора, после чего возмущения дол­
готы находятся при помощи уравнения (43).

_ Уравнение (43) имеет то преимущество по сравнению с уравнением (40), 
дRчто оно не содержит и потому не требует вычислении, связанных

с определением этой производной. Но оно становится менее удобным, 
когда имеется в виду вычисление возмущений второго порядка, так как 

дRв этом случае все равно приходится вычислять не только но и вто­
рые производные R.

Лаплас следующим образом упрощает интегрирование уравнения (41).
Так как (§ 82)

(?У=1+|^ + ¥^+- • . . )созЛ7 +
\г0 а о \ о I

/97 \• +(уе2 + т^+- • -к08 2^- • -
то это уравнение можно написать так:

§111. Первоначальная форма метода Лапласа.
Как уже было отмечено, Ньюком, применяя метод Лапласа при по­

строении теорий движения больших планет, внес в него довольно суще­
ственные изменения. Однако и первоначальная форма этого метода, дан­
ная Лапласом в первом томе Mécanique céleste, не лишена интереса, так 
как в том случае, когда ограничиваются возмущениями первого порядка, 
она может иметь преимущества.

Лаплас полагает
r = r04^/'> w = wo4-^,

что позволяет написать уравнение (30) и первое из уравнений (29) сле­
дующим образом:

tí2(r08r)
d/2 “T =2 d'R + rü

dR 
dr0 G2

dwodZw d2r0 d^r dR
~Г° dt dt + dR Г dR + г3 Г° dr^^2’

(41)

(42)

¿VoM I 2/ - X о I dR—dR ¿ + ^(^or)=2 J dR + r.^ -

К 27 X / 9 7 \ 1
Зе -ф- у г3 4" . . . j cos4f -f- / — e2 + ■ • •)cos 2M 4- • • • Ь (44) 

где

Последнее уравнение очень удобно интегрируется последователь­
ными приближениями.

Если через
Д cos (v/—|—₽) (45)

обозначить один из членов правой части, то соответствующий член 
в г08г будет, как известно,

42~72C0S^ + ^’ (46)
если V ф п, и 

At 
2^ »

где через О2 и Н2 обозначены члены второго и высших порядков. 
№ гоИсключая из этих уравнений величину -----д—, Лаплас для вычисле­

но
ния возмущений долготы получает, на основании (39), такое уравнение:

длш d
а2п cos ч> —- = jT т dt dt

Or Л. dr<> d'R — 2r0 Oíо (43)

в том случае, когда у-щ.
Как уже было отмечено, для того, чтобы избегнуть вековых членов 

в 8г, г0 вычисляют при помощи элементов, к которым уже приданы веко­
вые возмущения. В этом случае величины А, V и 0 в членах (45) стано­
вятся переменными, вследствие чего вместо (46) будем иметь в г0ог такое 
выражение:

А
П2 — V2

cos (yt + P) + COS VÍ

где /2 обозначает совокупность членов второго и высших порядков.

í 2v d(A sin 0) i 
( (л2 — V2)2 di

1 P. S. Laplace, Traité de mécanique céleste, 1, 1799, 292.
— sin V I 2v d (A eos 0) 

dt
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Точно так же в этом случае при вычислении возмущений долготы 
вместо интегралов

УdtA sin (ví+ Р) dt — — ~ sin (yt 4- p) 

будем иметь соответственно

J Д cos(ví+₽)^=Ysin <Х+Ю +

, í 1 d (A sin P) 1^(4 eos p) 1
• •[

í 1 d(A eos p) 1 d2(XsinP) . 1
+ COSV4^' dt • -j

У dtJA sin (ví+ ^dt = —^sin (ví¿-P) +

í 2 d (A sin p) . 3 d2 (A cos P) 1
+sm v/17з at H dP ‘ ‘ ' J

( 2 d (A eos p) 3 d2 (4 sin P) 1
+ c°sv/|~^---- + Л2 +• • •{

§ 112. Вычисление возмущений прямоугольных координат.
Возьмем уравнения возмущенного движения планеты Р, имеющей 

массу т, в обычной форме: 
d2x _з i дР — ^xr 4- — 1 1 дх

<Py_  
dt2

, „ —з . dR

dAz
dP

_ з . dR
+-Я-

(47)

где ^2==^2(1 ¿-/и), а через R обозначена пертурбационная функция 

причем суммирование распространяется на все возмущающие планеты.
Массы возмущающих планет т', т", . . . заменим через 

— т" =рт"0, . .

где т0, т^, . . . постоянные числа, а ц—переменный параметр, изменяю­
щийся от 0 до 1.

Если начальные значения координат х, у, г, х', у', X, х", . . . для 
момента /=?0 взяты в области, в которой правые части уравнений оста­

ются конечными, то, как известно, существуют такие числа т и ц0, что 
в области

и — | === т, о[X < [ХО (48)
будут существовать функции х(Л р), у(1, у), г (Л н), удовлетворяющие урав­
нениям (47), причем эти функции разлагаются в ряды вида

Х(В ¡г) = ^о(?)4'Р'^1(О4_Р-3^(О4_ • • ■»
*••••■■ ••••••• •••

сходящиеся в области (48).
Члены %о(О, уо(О> • • • дают невозмущенное движение; члены

8пх = !х«^(0, %У = ^я4п(0> = !:„(/) - 

представляют в о з м у щ е н и я л-го порядка.
Чтобы получить уравнения, определяющие возмущения первого 

порядка, подставим в уравнения (47) выражения
X = Хо 4“ 01 х 4~ Ъ2х 4~ ...
У ~Уо 4~ $1У 4~ 4 У + • • •
2 = —|— 01 Z —{- 02 2 —)- .

г = г04_01г4"4''4~- . .
и приравняем члены первой степени относительно у.. 

Имеем
*о4-4x4-. • • _Хо.М nXoV

(n> + V+. • .)3
с другой стороны,

г = [(Хо 4~ °х 4- • • ■ )2 4~ (vo 4- зу • ■ • )3 4- (го 4- 02 4- 
, Х0ЩХ~\~ Уо^ху-^ z^z .

= Г0-Т ------------------------------г • • • >'о
откуда

8и= — (xo0ix4~ ya^iy-^^o^z).
'о

. .)2р =

Поэтому окончательно получим

^201* З^Хв/ 9, , 5 Л Л, , дР--- = _ _ 81Л 4---- (х0 о, х 4- у0 4- ¿о «1 г) 4-

и аналогично для двух других координат.
Таким же точно путем, приравнивая члены, имеющие множителем рп, 

получим уравнения:
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для определения возмущений л-го порядка. Через Хп, Уп, 7п обозначены 
выражения, содержащие х0, . . . , 8хх, . . . , 8л_гл, 8л^у,

Пользуясь разложением пертурбационной функции в ряд, мы можем, 
при помощи уравнений (49), последовательно найти возмущения первого, 
второго порядка.

Энке улучшил этот метод, предложив параллельно с возмущениями 
координат вычислять, при помощи уравнения (41), возмущения радиуса- 
вектора. Когда Влг найдено, равенство

+л8л+ ^nz = ^7 +

где через Rn обозначена совокупность членов не выше (л—1)-го порядка, 
позволит вычислить первые члены правых частей уравнений (49), после 
чего эти уравнения приведутся к виду (33); интегрирование же уравнений 
такого вида выполняется, как мы видели, весьма просто.

Изложенный метод сразу дает координаты х, у, г, нужные для вы­
числения эфемериды. Тем не менее он не получил распространения, так 
как возмущения в прямоугольных координатах велики и вычислять их 
неудобно, не говоря уже о том, что возмущения всех трех координат 
здесь одинаково велики, между тем как в других методах, основанных 
на употреблении полярных координат, вычисление сравнительно весьма 
малых возмущений третьей координаты выполняется очень просто.

§ 113. Метод Хилла.
Мы только-что видели, что вычисление возмущений любого порядка

радиуса-вектора 
нию уравнений:

и прямоугольных координат при!

1 7^' = °' 
0

¿28х №
L 1 П

5ОДИТСЯ к интегрирова-

dt2

d^y 
dt2

d2^z 
dt2

4 
X
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(50)

После того, как первое из этих уравнений разрешено, каждое из 
трех следующих интегрируется независимо от двух других.

На основании того, что было сказано в § 109 об интегрировании 
уравнений такого вида, мы можем написать:

— 9291) г0Ъг = 92 / 91 Ог А — 91 / 9а Qr йГ
(919г — 9г91) 8х = 9г / 91— 91 / 92 Qx

Чтобы представить эти выражения в более удобном виде, условимся 
функции от в которых / заменено через х, отмечать черточкой.

Полагая
W —9г91 — 919г,

получим
гйЪг — J NQrdt, 
Ъх = fNQxdt, . . . (51)

— если условиться в том, что после выполнения интегрирования т должно 
быть снова заменено через t.

Возьмем опять, как и в § 109:
_ сqi = cos £ — е — — cos vа

Г^ = WE =— БШЩ а
в таком случае

N = sin (Ё — £) -— е'(sin Ё — sin Е) = —- — sin (и — и)

919г —9г91 = п.

Хилл принимает за независимую переменную истинную аномалию v.
Так как

г2 du 
dt = -—^----- , а2л cos ф

то окончательно формулы (51) получат следующий вид:

Зг = —-1-—- { Q ^sin(u —у) dv 
п2^ cos2<p J г 0

8х = f Qx fo sin (ü — y)dv rfia^ eos2 J x °

= г- / Q X2 sin (v — v) dv 
y «2a4cos2cp J у °

te = y- f Q2 sin —d)dv.

(52)

После интегрирования v должно быть заменено через v.
Так как система (52) заключает одним уравнением больше, чем это 

необходимо для определения возмущений, то Хилл заменяет второе и тре­
тье уравнения одним, что проще всего достигается путем введения по­
лярных координат. Полагая

x = r cos k cos р, у = г sin к cos ₽, 2 = rsin|3,
получим 

tg* = ~,
откуда

А _ 1 I dy dx\ 
dt №-|-у2 \ dt У dt /

С другой стороны, уравнения движения (47) дают: 
dy dx , f / dR dR\ ,Xw~y¡»=',’+J© ГП
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причем для определения постоянной Ло переходим к случаю невозмущен­
ного движения, когда

, dy^ dx0 , /—
h° = х° ~ У° ~dd kx Vp cos 1 •

1 G. W. Н i 1 ], A Method of Computing Absolute Perturbations, Astr. Nachr., 83, 1874, 
209—224=Works, 1, 151—166.

G. W. H i 11, Jupiter-Perturbations of Ceres, of the First Order, and the Dérivation of the 
Mean Eléments, Astr. Journal, 16, 1896, 57—62 = Works, 4, 111—122.

3 В случае аналитического (буквенного) разложения пертурбационной функции упо­
требление и в качестве независимой переменной приводит к более сложным результатам, 
нежели применение методов Леверрье и Ньюкома, изложенных в §§ 86—89. Относительно 
разложений по кратным истинной аномалии укажем:

H. G у 1 d é n, Traité analytique des orbites absolues des huit planètes principales, I, Stok- 
holm, 1893.

G. W. H i 11, Development, in Terras of the True Anomaly of odd Négative Powers of the 
Distance between two Planets Moving in the Same Plane, Works, 4, 398—407.

Поэтому, полагая
(53)х ду J дх - J

окончательно получим:
f ^dt-

Таким образом, делая X = k0-j-Sk и замечая, что

(г4-г0) 8г —(г +г0)8г 
~ /2_~2 "О,

'о ^0

получим

Хилл вводит еще вспомогательную величину

дг’

ЗАМЕЧЕННЫЕ ОПЕЧАТКИ

Стра­
ница

' * I
Строка i

310 14 снизу

Напечатано Должно быть По чьей вине

типографии

Переходя, наконец, к переменному и, получим следующие уравнения 
для определения возмущений координат г, X и з:

8г = ^— f О Hsin (у — v)dv
J г

8г = ~ ГQг® sin (v — V) du 
k{pj * ° (54)

'о ^0

rüdv
г2 3 — zr

Хилл особо подчеркивает, что эти уравнения абсолютно точны 
и могут служить для вычисления возмущений какого угодно порядка.

В том случае, когда ищутся возмущения первого порядка, уравне­
ния (54) могут быть значительно упрощены.

Хилл принимает в этом случае за плоскость ху плоскость эллипти­
ческой орбиты рассматриваемой планеты, что дает с точностью до членов 
первого порядка включительно:

Полагая
Z = QZ — r^.

8г — / Т sin (и — и) du
получим

иг ОК ' dz

В самом деле, равенство (53) показывает, что

Мы ограничимся приведенным выводом уравнений (54) и (55), являю­
щихся основными для метода Хилла; что же касается до подробностей 
применения их к вычислению возмущений, то отошлем читателя к основ­
ному мемуару Хилла, 1 где все эти вопросы изложены со всею полнотою, 
нужною для приложений как в отношении возмущений первого, так 
и второго порядка.

В заключение отметим, что метод Хилла требует разложения пер­
турбационной функции в ряд по кратным истинных аномалий и, и' и по­
следующего выражения и' через v. Первая операция выполняется очень 
просто, если коэффициенты разложения находятся численно, что и со­
здает известные выгоды употреблению и в качестве независимой пере­
менной. 2 Конечно, полученные таким образом выражения возмущений 
через v менее удобны, чем их выражения в виде явных функций времени.
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причем для определения постоянной й0 переходим к случаю невозмущен­
ного движения, когда

, дх0 , /—
= Р с03/-

Поэтому, полагая

^~хду Удх’ - (53)

окончательно получим:

Хилл вводит еще вспомогательную величину

что позволяет придать полученным уравнениям следующую, окончатель­
ную, форму:

г* dR 
lïp^’

Важно отметить, что применение этих формул требует вычисления 
лишь трех производных пертурбационной функции, а именно

dR dR dR
dr’ dX’ dz'для определения возмущений координат г, к и z:

nZ (54)

о, г; * - cos Sl+l^zy+^i 
ro zo

rüdv
Г2 — Z2'

Хилл особо подчеркивает, что эти уравнения абсолютно точны 
и могут служить для вычисления возмущений какого угодно порядка.

В том случае, когда ищутся возмущения первого порядка, уравне­
ния (54) могут быть значительно упрощены.

Хилл принимает в этом случае за плоскость ху плоскость эллипти­
ческой орбиты рассматриваемой планеты, что дает с точностью до членов 
первого порядка включительно:

Полагая 
г^Ьг — г,^.

Ъг — I T sin (z; — и) dv
получим

В самом деле, равенство (53) показывает, что
dR 
dl ‘

Мы ограничимся приведенным выводом уравнений (54) и (55), являю­
щихся основными для метода Хилла; что же касается до подробностей 
применения их к вычислению возмущений, то отошлем читателя к основ­
ному мемуару Хилла, 1 * 3 где все эти вопросы изложены со всею полнотою, 
нужною для приложений как в отношении возмущений первого, так 
и второго порядка.

1 G. W. Hill, A Method of Computing Absolute Perturbations, Astr. Nachr., 83, 1874, 
209—224=Works, 1, 151—166.

G. W. Hill, Jupiter-Perturbations of Ceres, of the First Order, and the Derivation of the 
Mean Elements, Astr. Journal, 16, 1896, 57—62 = Works, 4, 111—122.

3 В случае аналитического (буквенного) разложения пертурбационной функции упо­
требление и в качестве независимой переменной приводит к более сложным результатам, 
нежели применение методов Леверрье и Ньюкома, изложенных в §§ 86—89. Относительно 
разложений по кратным истинной аномалии укажем:

H. G у 1 d é n, Traité analytique des orbites absolues des huit planètes principales, I, Stok- 
holm, 1893.

G. W. Hill, Development, in Terms of the True Anomaly of odd Negative Powers of the 
Distance between two Planets Moving in the Same Plane, Works, 4, 398—407.

В заключение отметим, что метод Хилла требует разложения пер­
турбационной функции в ряд по кратным истинных аномалий и, v' и по­
следующего выражения v' через v. Первая операция выполняется очень 
просто, если коэффициенты разложения находятся численно, что и со­
здает известные выгоды употреблению v в качестве независимой пере­
менной. 2 Конечно, полученные таким образом выражения возмущений 
через v менее удобны, чем их выражения в виде явных функций времени.
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§ 114. Основные идеи метода Ганзена.

Выбор координат, для которых вычисляются возмущения, имеет 
весьма существенное значение. Мы уже видели в предыдущих парагра­
фах, что возмущения в полярных координатах вычисляются несравненно 
удобнее, нежели в прямоугольных. Естественно возникает вопрос, нельзя ли 
выбрать еще более выгодную, с точки зрения вычисления возмущений, 
систему переменных. Такова проблема, которую поставил себе Ганзен.

Как уже было указано (§ 110), Лаплас предложил включать долго­
периодические возмущения в среднюю аномалию, служащую для вычи­
сления радиуса-вектора и долготы. Ганзен, развивая дальше эту идею, 
предложил принять среднюю аномалию за одну из переменных, для 
которых вычисляются возмущения.

Рассмотрим сначала движение в плоскости орбиты, определяемое, 
при отсутствии возмущений, формулами (23).

Ганзен предлагает возмущенные значения орбитальных координат ш 
и г вычислять по аналогичным формулам:

^=" + Хо, r=r(lH-v)

Е—eosin'£= 7Zoz + ^o, tg^-y.= tg ~E
Z p 1---- Co Z

77^3^2(1-^^), До = дД1_<,2) (56)

r — Co (1 —<?o cos£) = p0 (1 4- e0 cos c)“1,
J

в которых через z и v обозначены соответствующие функции t.
Уравнения для определения неизвестных z и v получаются путем 

подстановки выражений для war, даваемых формулами (56), в уравне­
ния (20). Мы не будем сейчас останавливаться на выводе этих уравнений.

Так как в невозмущенном движении z = t, то естественно положить 
z — t-^-Sz,

где ад — малая величина порядка возмущающих масс.
Зная 8z и v, можно вычислить координаты w и г, определяющие по­

ложение планеты в плоскости XY. Остается показать, каким образом 
может быть вычислено положение осей SX и SY для любого момента 
времени.

Для возмущенного движения мы должны в формулах (27) заменить 
постоянные значения элементов /0, ^о, °о их оскулирующими значениями 
для рассматриваемого момента t. Это даст:

а2[= — sin а sin i, р2 = COS а sin i, -¡г = COS i.

С другой стороны, подставляя в равенство (стр. 295)
oi о ¿4 1 о ^а2 п 

+ dt=°

найденные в § 106 выражения угловых коэффициентов (27), получим 

da = cos i -dQ, (58)
следовательно 

. .dQ . . . .dR

Интегрирование уравнений (57) и (58) дает i, а и 2. Так как у нас 
получается одна лишняя постоянная интегрирования, то мы можем, сле­
дуя Ганзену, подчинить начальные значения элементов, соответствующие 
моменту 7 = 0, условию \

□о = 20.

При этом условии /о будет не чем иным, как долготой перигелия к0.
Когда интегрирование уравнений, определяющих 8z, v, 2, i, а, выпол­

нено, легко найти гелиоцентрические координаты I и Ь. Для этого мо­
гут быть употреблены формулы:

cos b sin (Z — 2) = cos i sin (w—o) |
cos b cos (Z — 2) — eos (ш — a) j (59)

sin b = sin i sin (w — a), |

аналогичные формулам (26) для невозмущенного движения.
Формулы (59) вполне решают задачу о нахождении возмущенного 

положения планеты; но они удобны только в том случае, когда нужно 
вычислить лишь несколько отдельных положений планеты. Между тем 
определение возмущений аналитическими методами принято заканчивать 
построением таблиц движения рассматриваемой планеты, по возможности 
облегчающих вычисление ее координат. Так как при этом, естественно, 
избегают употребления таблиц с двумя входами, то Ганзен предложил 
заменить формулы (59) другими, более удобными с точки зрения табули- 
рования.

Ганзен 
к виду

показывает, что эти формулы могут быть преобразованы

cos b sin (Z — 20 — Г) = cos ¿o sin (w — 20) — ф 
cos 6 cos (Z — 20 — Г) = cos (w—20) + У 

sin b = sin i0 sin (w — 20) -|- s,
(60)

где первые члены правых частей удобно табулируются по аргументу ш — 20, 
а малые величины Г, ф, ф' и з определяются без особых затруднений.

Окончательные формулы, которые мы приводим без вывода, таковы:
Поэтому, обращаясь к уравнениям (17) и учитывая 

найдем:
di й-1 / ч 1rcos^-«)^ |

da ! dR I
18^ = *

равенства (19),

(57)

ф = — [sin /0 cos i -ф- cos i0 sin i cos (a — 20)]

ф' = sin i sin (a — 20)

s = Q sin (w — 20) — P eos (w — 20)
x — eos i0 (eos i0 -ф- cos /) — Q sin i,

(61)
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причем Г, Р и Q определяются дифференциальными уравнениями:
АТ_ rs дР 
di -f.h dZ
dP i . c\dR-/ = h r eos г sin (¿y— SoKytí / (z Z^i
dQ . . , C}XP— = A r eos i eos (w — So) ■ dt oZ

Если ограничиться возмущениями первого порядка, то

Г = 0, ф = stg/o, ф' = О,
так что применение формул (60) потребует в этом случае составления 
только одной таблицы с двумя входами, дающей з. Вследствие малости 
этой величины составление и употребление такой таблицы не предста­
вляет затруднений.

Полезно отметить, что в дифференциальных уравнениях, которые 
приходится разрешать в методе Ганзена, пертурбационная функция фигу­
рирует только в форме частных производных

дР дР дР
дг ’ ди ’ дZ '

Излагая свой метод в окончательном виде,1 Ганзен теснейшим обра­
зом связывает его с разложением пертурбационной функции (точнее го­
воря—только что указанных производных) по кратным эксцентрических 
аномалий и с употреблением эксцентрической аномалии возмущаемой пла­
неты в качестве независимой переменной. Но этот метод не зависит, по 
существу, ни от выбора независимой переменной, ни от избранной формы 
разложения пертурбационной функции.

1 P. A. Hansen, Auseinandersetzung einer zweckmässigen Methode zur Berechnung der
absoluten Störungen der kleinen Planeten, Abh. I — II — III, Leipzig 1857—1861.

Метод Ганзена получил довольно широкое распространение при вы­
числении возмущений малых планет, что объясняется, с одной стороны, 
практичностью этого метода, действительно сводящего величину возму­
щений к минимуму, а с другой стороны — тем, что этот метод был раз­
вит Ганзеном с исключительной подробностью.

§ 115. Вычисление производных пертурбационной функции по коорди­
натам.

Вычисление возмущений в координатах требует разложений в ряды 
частных производных

« « № (62)
дш ди дг dZ 4 7

пертурбационной функции. Покажем, каким образом могут быть найдены 
эти разложения.

Так как для каждой из возмущающих планет
г cos Н 

г'2

причем
Д2 = г2 г'2 — 2rr' cos Н
cos Я= cos (у 4~ П) cos (у' IT) -ф- sin (у ф- II) sin (у' ф- IT) cos J,

то
дР , d / 1 rcos//\- ------- у,— . (63)
ди Ау у Д r á )

Очевидно
d lrcosH\_
du \ r'2 j

— [— sin (p ф- II) cos (у' -ф- П') ф- cos (у -j- II) sin (у' 4- П') cos J]. (64)

С другой стороны, тождество

д /г2\  дг д . ди д
дМ (Ду дМ дг ^Д у 1 дМ ди у А у

и хорошо известные формулы

дг аез\пи ди / а\2 
дМ соэ ср ’ дМ \г )

позволяют написать:
д /г2\ г2 д /г2\ ег2 . д (г^ 

Ау у А у а2соэФ дМ\Ь ] р дг\ Д

откуда уже нетрудно получить

А /1\_ Г А /г2\ esiny ГЗ г2 . 1 г2 (г’2 — г2)1
ди уД у a2 cos ср АЛ/уД у рг [2 Д '2 А3

Формулы (63), (64) и (65) дают первую из производных (62).
Перейдем теперь к вычислению производной по радиусу-вектору. 

Очевидно:
др , „ , Г—г4-cos// cosZ/1* =к2т [--------------------------- ргф 

но
2rf cos Н — г2 -ф- г'2 — А2, 

поэтому
dJ^k2m' \-1- (66)
Аг|2Д'2Д3 г'2 J

<

Что касается до последней из производных (62), то ее можно рас­
сматривать как компоненту возмущающего ускорения по нормали к пло­
скости орбиты. Поэтому, как мы уже видели в § 67:

= k2m' (1____—\ V
dZ уД3 r'2J ’

где через С обозначена координата Z возмущающей планеты.© ГП
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ТЕОРИЯ ДВИЖЕНИЯ ЛУНЫ
Очевидно 

следовательно
С = г' sin (у' IT) sin J,

= k2m'r' (- ~ ) sin (у' 4- ПЗ sin J.
oZ \ Д3 г] 7 ^1}

Итак, для вычисления производных (62) достаточно разложить А 1 
и Д“3 в двойные тригонометрические ряды по кратным средних аномалий 
Для всех остальных величин, входящих в формулы (64) — (67), нами уже 
были даны в § 82 разложения в общем виде.

Ради определенности мы предполагали, что ищется разложение по 
кратным средних аномалий. Те же самые формулы годятся и для случая, 
когда разложение производится по кратным эксцентрических аномалий, 
следует только в равенстве (65) положить:

д 1 г2 \ дЕ д /г2 
дМ\Е ) = дМ дЕ

Заметим, что выгоднее разлагать в двойной ряд не Д-1, а гД-1, 
так как эта последняя величина встречается в полученных формулах 
чаще.

í

ГЛАВА XVII.

ОСНОВЫ ТЕОРИИ ДВИЖЕНИЯ ЛУНЫ. ТЕОРИЯ ЛАПЛАСА.
§ 116. Общий характер движения Луны.

Положение Луны всегда определяется относительно центра Земли, 
которая в этом случае принимается за центральное тело. Движение, кото­
рое имела бы Луна при отсутствии других небесных тел, кроме Земли, 
принимается за основное, невозмущенное движение, а те изменения, 
которые вызываются в нем притяжением Солнца и прочих планет (а также 
другими причинами), называются возмущениями или неравен­
ствами.

Особый интерес представляют возмущения, испытываемые Луной со 
стороны Солнца, так как эти возмущения совсем иного характера, чем 
те, с которыми приходится иметь дело в теории движения планет.

Возмущения, производимые планетами, всегда очень малы вслед­
ствие крайней малости возмущающих масс, несмотря на то, что эти массы 
часто находятся ближе к возмущаемому светилу, чем Солнце. Напротив, 
в теории движения Луны Солнце, являющееся возмущающим телом, имеет 
массу в 331 950 раз большую, нежели Земля, которая рассматривается 
как центральное тело. Только вследствие того, что Солнце находится 
на расстоянии почти в 400 раз большем, чем Земля, эту последнюю можно 
рассматривать при изучении движения Луны как центральное тело.

Принимая средние расстояния Луны и Солнца от Земли равными 
соответственно 384400 км и 149 450000 км, найдем, что отношение этих 
расстояний равно ’/зеэ- Отсюда следует, что ускорение, сообщаемое Луне 
Солнцем, в

331 950 9
3892

раза (в среднем) больше, чем ускорение, вызываемое притяжением Земли.
Но, поскольку мы изучаем движение Луны по отношению к Земле, 

нас интересует разность ускорений, вызываемых Солнцем в движении 
Луны и Земли. Легко видеть, что получаемое таким образом возмущаю­
щее ускорение в среднем составляет

331 950 _ 1
3898 ~ 177

часть ускорения, производимого Землей. Не трудно найти, приняв во 
внимание эксцентриситеты земной и лунной орбит, что это отношение 
может иногда доходить до Veo-

Мы видим, таким образом, что возмущения, вызываемые Солнцем 
в движении Луны, по крайней мере в десятки раз больше тех, с кото­
рыми приходится иметь дело в теории планет.© ГП
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Близость Луны к Земле, с одной стороны, упрощает задачу, так как 
делает возмущения, производимые всеми остальными планетами, весьма 
малыми. Но, с другой стороны, вследствие этой близости приходится 
считаться с влиянием на движение Луны отклонений в структуре Земли 
от сферической симметрии.

Принимая все это во внимание, мы видим, что теорию движения 
Луны естественно разделить на следующие части:

1. Изучение движения трех материальных точек T, L к S, одна из 
которых, S (Солнце), описывает кеплеров эллипс вокруг центра инерции 
G двух других точек Т (Земля) и L (Луна). Эта проблема является основ­
ной в теории движения Луны и наиболее характерна для этой по­
следней.

2. Вычисление возмущений, вызываемых в движении Луны отклоне­
нием Земли и Луны от сферической структуры.

3. Вычисление возмущений, вызываемых прямым притяжением 
планет.

4. Определение возмущений, производимых отклонениями в движе­
нии S вокруг G от законов Кеплера (т. е. возмущений, зависящих от 
косвенного воздействия планет).

5. Вычисление возмущений второго и высших порядков, происходя­
щих от наложения действий, указанных в пп. 2, 3, 4.

6. Выяснение эффекта всех прочих факторов, могущих влиять на 
движение Луны (морские приливы, увеличение масс Земли и Луны вслед­
ствие падения метеоритов и т. п.).

Только первая из этих задач представляет серьезные принципиаль­
ные трудности, а употребляемые в ней методы — общий интерес. Осталь­
ные пять проблем, хотя и требуют иногда очень большого количества 
труда, решаются применением способа последовательных приближений 
в его обычной форме. Учитывая это обстоятельство, мы ограничимся 
в дальнейшем исключительно рассмотрением основной проблемы, назы­
ваемой иногда солнечной теорией лунного движения (théorie 
solaire du mouvement de la Lune).

Заметим, что строгое разграничение указанных выше проблем не 
всегда целесообразно. Например может оказаться полезным уже при 
решении основной проблемы учесть некоторые возмущения движения 
Солнца — прежде всего вековое движение перигелия и вековое уменьшение 
эксцентриситета земной орбиты.

Чтобы закончить эти вводные замечания, напомним, в чем выражаются 
наиболее значительные из возмущений, производимых Солнцем в движе­
нии Луны.

За невозмущенную орбиту Луны можно считать эллипс с эксцентри­
ситетом, равным 0.05490, лежащий в плоскости, наклоненной к эклип­
тике 1850.0 под углом в 5°9L

Действие Солнца сказывается прежде всего в том, что перигей 
лунной орбиты имеет поступательное движение. Полный оборот он совер­
шает в среднем в 8.8503 года. На равномерное движение перигея накла­
дываются периодические неравенства, самое большое из которых имеет 
амплитуду в 8°4Г. Эксцентриситет при этом изменяется немного, коле­
блясь около указанного выше среднего значения.

С другой стороны, линия узлов движется попятным движением, 
делая полный оборот в среднем в 18.5995 года. Наиболее значитель­
ное из периодических неравенств, накладывающихся на это поступа­
тельное движение, имеет амплитуду в 1°26\ Наклонность орбиты имеет 
периодические неравенства, вследствие которых она меняется в преде­
лах от 4°57' до 5°20'.

Перейдем теперь к периодическим неравенствам долготы. Следую­
щая формула дает представление о наиболее значительных из этих нера­
венств:

+377'sin^4-13' sin247 + . . . + 76z sin (20 — 47) +
+ 39zsin2O—IV sin At' — 2zsinO+. . .

Через и обозначена истинная долгота Лунйц через X — средняя; через 
М и М' обозначены средние аномалии Луны и Солнца, причем М счи­
тается от среднего положения перигея; наконец D есть разность сред­
них долгот Луны и Солнца.

Члены с аргументами М, 2М, . . .называются эллиптическими 
членами. Их сумма дает уравнение центра.

Член с аргументом 2Ö— М получил название эвекции. Легко 
видеть, что период этого возмущения равен 31.8 суток.

Неравенство, производимое членом с аргументом 2D, получило на­
звание вариации. Период вариации равен очевидно половине синоди­
ческого месяца, т. е. 14.76 суток. Вариация не меняет положения Луны 
в сизигиях и квадратурах; наибольшее смещение Луны она производит 
в октантах.

Член с аргументом М' дает возмущение, имеющее годовой период и по­
лучившее название годичного неравенства. Это неравенство вызы­
вается эллиптичностью земной орбиты, производящей изменение расстоя­
ния до Солнца, а следовательно и величины возмущающей силы.

Наконец, члены с аргументами D, 3D, . . . дают параллактическое не­
равенство. Амплитуда каждого из этих членов пропорциональна отноше­
нию средних расстояний Луны и Солнца. Так как параллакс Луны 
легко находится из наблюдений, то сравнение наблюдаемой величины 
параллактического неравенства с теоретической дает возможность найти 
параллакс Солнца. Этот метод определения солнечного параллакса 
является одним из наиболее точных.

В выражениях радиуса-вектора и широты Луны имеются члены 
с теми же аргументами, что и в указанном выше разложении долготы. 
Разложение в ряд параллакса Луны, легко выводимое из разложения 
радиуса-вектора, имеет следующий вид:

=3424"+187" cos 47+10" cos 247+. . .
+ 34" cos (20 - 47) + 28" cos 20 + . . . , 

где в первой строке дано среднее значение параллакса и эллиптические 
члены, а во второй — важнейшие возмущения.

Указанные выше главные члены лунных неравенств были открыты 
эмпирически. -Эллиптические члены были найдены Гиппархом, давшим 
удовлетворительное для того времени средство вычисления этих членов 
при помощи эксцентрика. Во времена Гиппарха были известны также 
движение перигея и узла.

Эвекция была открыта Птолемеем. Вариация и годичное неравен­
ство были открыты Тихо Браге (около 1580 г.).

В настоящее время каждым из этих имен обозначают группу членов, 
аналогичных указанному выше главному члену: так, эвекцией называют 
члены

4607.77 sin (2D — 47) +174'87 sin (2D + 47) + . . . ; 
вариацией — члены с аргументами 2D, 4D, 3D, . . . , т. е.

2106.25 sin 2O + 8."75 sin4O + . . .; © ГП
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годичным неравенством — члены, зависящие от средней аномалии Солнца, 
а именно:

— 659'.'23 эшЛГ+152'^11 sin(2Z) —Ж) —2ГбЗзт(2£4-/Г)-|-. . . ;

наконец, параллактическим неравенством—-члены

— 127"62sinD4-0'84sin3£>+0".01 sin5D+. . .

§ 117. Краткий исторический обзор развития теории движения Луны.

Теория движения Луны, в современном смысле, естественно начи­
нается со времени открытия закона всемирного тяготения. Ньютон пока­
зал, что вариация, движение перигея, движение узла, наблюдаемые изме­
нения наклонности и эксцентриситета являются следствиями закона все­
мирного тяготения.

Ньютон не стремился к построению полной теории, воспроизводя­
щей наблюдаемое движение Луны, тем не менее отдельные неравенства 
были им определены с большой точностью. Есть основание думать, что 
Ньютон получил свои результаты при помощи общего метода, а именно 
метода вариации элементов, но опубликовал он их в форме отрывочных 
теорем.

Путь для построения теории, охватывающей все особенности дви­
жения Луны, был указан Клеро, который выразил проблему дифферен­
циальными уравнениями и начал решение этих уравнений способом после­
довательных приближений (1747). Клеро принадлежит идея взять в каче­
стве первого приближения к движению Луны не кеплеров неподвижный 
эллипс, а эллипс с равномерно вращающейся линией апсид.

Теорию, аналогичную теории Клеро, но гораздо более систематич­
ную, развил Даламбер (1754—1756). В то время как Клеро с самого начала 
подставляет численные значения параметров, Даламбер дал первый при­
мер алгебраической теории, в которой параметры сохраняют произволь­
ные значения.

Характерной особенностью работ Клеро и Даламбера является упо­
требление истинной долготы Луны в качестве независимой переменной. 
Метод, основанный на этой идее, был разработан во всей полноте и общ­
ности Лапласом, который более 30 лет занимался теорией Луны. Полу­
ченные результаты Лаплас собрал в третьем томе Mécanique céleste (1802). 
Помимо разработки общего метода, позволяющего планомерно найти все 
неравенства, зависящие от притяжения Солнца, Лаплас впервые опреде­
лил возмущения, вызываемые фигурой Земли и притяжением планет. 
С последней проблемой связано одно из самых замечательных открытий 
Лапласа — объяснение векового ускорения среднего движения Луны 
(см. § 125). Им было также найдено, что аналогичные ускорения, завися­
щие от той же причины, — векового уменьшения эксцентриситета земной 
орбиты, — имеют место в движении перигея и в движении узла.

Лаплас определил лунные неравенства до 2-х, частично—до 3-х сте­
пеней тех параметров, по которым ведется разложение. Дамуазо (М. Da­
moiseau) применил метод Лапласа для получения численных значений 
неравенств с гораздо большей точностью (1827). Плана (G. Plana) про­
делал ту же самую работу алгебраически (1832), но его результаты 
содержат очень много ошибок.

В 1846 г. Понтекулан (G. de Pontécoulant) опубликовал новую теорию 
Луны, основанную, как и только-что рассмотренные, на употреблении 

полярных координат; но он принимает за независимую переменную время. 
Соответствующие дифференциальные уравнения (§ 7) были даны еще 
Лапласом. Этот же самый метод одновременно с Понтекуланом развил 
Лёббок (J. W. Lubbock), опубликовавший свои результаты в 1834 г., но 
он ограничился проведением только второго приближения.

Появившееся в 1753 г. сочинение Эйлера Theoria motus lunae exhibens 
omnes ejus inaequalitates является источником новых направлений в раз­
работке лунной теории. Обширное Additamentum, заканчивающее это 
сочинение, содержит по существу метод вариации эллиптических эле­
ментов. Дальнейшим, и притом весьма глубоким, развитием этой идеи 
Эйлера можно считать метод интегрирования уравнений возмущенного 
движения, предложенный в 1846 г. Делоне (С. Delaunay). Этот метод 
позволил Делоне создать наиболее полную буквенную теорию солнечных 
неравенств. Ценой двадцатилетней работы он получил общие выражения 
для всех неравенств включительно до 7-го порядка относительно воз­
мущающих сил.

Теория Делоне, усовершенствованная Радо (R. Radau) и Андуайе 
(H. Andoyer), легла в основу весьма совершенных таблиц движения 
Луны, созданных Радо.

Поставленная Эйлером задача определения оскулирующих элемен­
тов лунной орбиты была продвинута вперед Пуассоном (1835), Пюизё 
(V. Puiseux) (1864) и М. А. Вильевым (1919). Нужно однако заметить, 
что для достижения ближайшей цели лунной теории — построения таблиц 
движения Луны — определение оскулирующих элементов представляется 
мало целесообразным.

Другая весьма важная идея, встречающаяся в указанной работе 
Эйлера, была развита им самим в обширном сочинении, напечатанном 
в 1772 г. под заглавием Theoria motuum lunae nova methodo pertractata una 
cum tabulis astronomicis, unde ad quodvis tempus loca lunae expedite compu­
tan possunt. 1 Эта идея заключается в разложении искомых координат 
Луны в ряды вида

1 Имеется русский перевод наиболее важных частей этого сочинения, выполненный
акад. А. Н. Крыловым и снабженный им интересными примечаниями и добавлениями: 
Леонард Эйлер, Новая теория движения Луны, Ленинград 1934.

3 G. W. Hill, On the Part of the Motion of the Lunar Perigee which is a Function of 
the Mean Motion of the Sun and Moon, Acta math., 8, 1386, 1—36 (Works, 1, 243—270).

t- Researches in the Lunar Theory, American Journal of Math. 1, 1877 (Works, 1, 
284-335).

A е'Вй1 е'2 3Вщ -|- . . . -j-ciiSji-j- . . . • • • »

где е и е'— эксцентриситеты лунной и солнечной орбит, i—наклонность 
лунной орбиты, а через A, Bw, . . . , С2, ■ • . обозначены периодические 
функции. Эйлер получает системы дифференциальных уравнений для 
последовательного определения А, В10, . . и решает каждую такую си­
стему методом неопределенных коэффициентов.

Среди многих весьма важных усовершенствований, внесенных Эйле­
ром в лунную теорию, особо отметим употребление прямоугольных равно­
мерно вращающихся осей координат. Эта идея, в отличие от других 
идей Эйлера, долго не имела последователей, и только через сто с лиш­
ним лет, в 1877 г., Хилл в своих известных мемуарах, 2 положивших 
начало современным методам Небесной механики, показал всю плодо­
творность этой идеи в соединении с только-что указанной идеей после­
довательного вычисления неравенств различных степеней относительно 
эксцентриситетов и наклонности.
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Теория движения Луны, развитая Хиллом в этих и нескольких по­
следующих мемуарах, была затем доведена до исчерпывающей полноты 
Брауном. 1

17, 1895, 
318—358.

— Theory of the motion of the moon etc., Memoirs of the R. Astr. Society 53, 54, 57, 59. 
(1897—1908).

2 Весьма полные литературные указания ио теории движения Луны можно найти
в статье: Е. W. Brown, Theorie des Erdmondes, Encyklopadie der Mathem. Wissenschaften,. 
Bd. VI, 2, 1915.

Таким образом, эта, лучшая в настоящее время, теория движения 
Луны базируется непосредственно на идеях Эйлера.

Следует отметить, что разработку идей Эйлера в указанном напра­
влении одновременно с Хиллом начал Адамс, много занимавшийся вопро­
сом независимого вычисления отдельных лунных неравенств.

Несколько в стороне от указанных направлений в развитии теории 
движения Луны стоят работы Ганзена, применившего к этой проблеме 
свой общий метод изучения возмущенного движения (глава XVI). Эти 
работы, обнимающие период 1829 — 1864 гг., привели к созданию весьма 
точных таблиц (опубликованных в 1857 г.), до недавнего времени оста­
вавшихся наилучшими.

В этой главе мы рассмотрим основы теории Лапласа, что позволит 
быстро и достаточно полно познакомиться с особенностями движения 
Луны. Метод Лапласа представляет, кроме того, и самостоятельный 
интерес, так как он может быть с успехом использован (так же, как 
метод Понтекулана) и в других проблемах, например при изучении дви­
жений в системах тройных звезд. 2

§ 118. Дифференциальные уравнения основной проблемы.
За начало прямоугольной эклиптической системы координат прини­

маем центр Земли. Через и обозначим долготу Луны, через s тангенс ее 
широты, а через и величину, обратную проекции радиуса-вектора на 
плоскость эклиптики, так что будем иметь:

eos и sin у s

и потому

и

в сле- уравнения движения мы можем написать
дующем виде (§ 8): 

d^u , 
“Ц-o' 4" U du¿

_2 dU , _i ,_2 dU _2 ,_2 du dUi -y-------Г su h -3-------- и h -------- 5—du 1 os du dv
2 / cPu . \ Г -2 dU- 2h ( —— 4- и ) и ч - du;\ du- ' du

d^s 
du2

,_2 du . _2,-2 z. I du -2,-2 ds dUt h -5—Г и h l-p)-,-------- и hdu ' ds du du

— 2h~2 dU J—du; du

(1)

(2)

1 Е. W. Brown, Investigations in the lunar theory, American Journal of Math.,

где через h обозначена постоянная интегрирования.
Обозначая через Т, L и т' массы Земли, Луны и Солнца, а через 

х', у’, z', г' — геоцентрические координаты и радиус-вектор Солнца, будем 
иметь для функции сил следующее выражение (§ 3):

(4) 
г 1 \ Д г3 г

где Д есть расстояние между Луной и Солнцем.
Обозначим через Н угол между радиусами-векторами г и г’. В таком 

случае
хх' + УУ' + zz' — rr' cos И.

Для разложения функции U по степеням отношения гф' восполь­
зуемся известной формулой \

ОО
111 / Г \п—1 PUosHY (5)

Д Л"2 + r 2 — 2г/ cos Н r « \ г /

в которой через
4 1 5 3

РДх) = х, РДх) = Л-х2-~ Л(х) = уХ3--х, . . .

обозначены полиномы Лежандра.
Подставляя это разложение в равенство (4) и опуская член Ряп'Д, 

как не содержащий координат Луны, а потому не влияющий на нужные 
нам частные производные, получим:

, (6)
Л=2 \ /

Этот ряд сходится весьма быстро, так как отношение г/г' по­
рядка ’/«о- '

Для сокращения письма выберем единицу времени и единицу массы 
таким образом, чтобы было

¿2 = 1, ^+¿=1.

Ограничиваясь лишь нужными нам членами, будем иметь оконча­
тельно:
/ г и i / г / 3 , „ 1 \ . , г3 /5 „ „ 3 „\ .U= - ■ ■ т -y-l -a-cos 3Н— -5- \-\-m — eos¿ Н—-eos Н -Г. . .у I _$2 /31 2 2 у 1 /Ц 2 2 у 1

Обозначим теперь, через и', v', s' координаты Солнца в принятой 
системе, так что

, eos v' , sin и’ . s’Y = ---- :  V' =------- У =  
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Следовательно, пренебрегая квадратом s':

г,=^+у=у 
и! и

Н= ^(y — v'^ + ss' _ cos (р —1>') —|—ss' 
уЯФ ДО

Подставим эти выражения в U. После того как степени cos (у — и') 
будут заменены через косинусы кратных дуг, окончательно получим:

U — 4- [1 + 3 cos 2 (у — у') — 2s2 4- 12ss' cos (у — у')] 4~

—4s2)cos("~П + 5со8^ ’

Мы опустили член m'/V, как пропадающий при дифференцировании.
Заметим, что величина s' очень мала, так как положение земной 

орбиты меняется весьма мало и весьма медленно. Поэтому Лаплас поло­
жил s' = 0, считая, что это не вызовет заметного изменения в движении 
Луны. Но когда Эри (G. В. Airy) открыл, в 1848 г., в наблюдаемых ши­
ротах Луны небольшое периодическое отклонение от теоретических зна­
чений, Ганзен показал, что это отклонение объясняется именно влиянием 
члена с s' в разложении (7). Действительно, этот член вызывает в s воз­
мущение, равное

8з= laicos у — 0'17 sin у.

Так как этим исчерпывается заметное влияние указанного члена, то 
в дальнейшем мы будем считать, что з' = 0.

Первая группа членов разложения (7), вызывающих возмущения, 
имеет множитель и'3. Обозначив через а' большую полуось земной 
орбиты, мы можем считать, поскольку г' пропорционально а', что рас­
сматриваемые члены имеют множитель

где п' — среднее движение Солнца.
Таким образом, эти члены, дающие наибольшие возмущения дви­

жения Луны, зависят в сущности не от а', а от п'■—величины, очень 
точно определенной из сопоставления наблюдений Солнца, разделенных 
большим промежутком времени.

Напротив, члены следующей группы, имеющие множителем и'4, 
после разложения по степеням эксцентриситета е', будут умножены на

__ ^2__  
(14-^')а'

Сравнение теоретических значений возмущений, вызываемых этими 
членами, с наблюдаемыми значениями дает возможность определить а', 
иначе говоря — параллакс Солнца. Поэтому соответствующие возмущения 
получили название параллактических неравенств.

Следующие, не написанные нами члены в разложении (4) имеют 
лишь очень небольшое влияние на движение Луны, так как амплитуды 
соответствующих им неравенств весьма малы.

119. Первое приближение 325

После этих общих замечаний перейдем к интегрированию урав­
нений (1), (2), (3), в которых 11 заменено выражением (7), способом после­
довательных приближений.

§ 119. Первое приближение.
Если возмущения со стороны Солнца отсутствуют, т. е. если т' — О, 

то уравнения (1) и (2) обращаются в такие:
_ 3

{-ж = А~2(1 4-S2) 2
к.(8)

Второе уравнение дает:
s — 7 sin (у — 6), (9)

где 7 и 0 — постоянные интегрирования.
Нетрудно убедиться, что общее решение первого уравнения может 

быть написано так:
\/1 4- s2 4- е cos (и — л) 

W+¥) (Ю)

где е и л— новые произвольные постоянные.
В рассматриваемом случае мы им^ем дело с обычной проблемой 

двух тел. Поэтому мы могли бы получить выражения (9) и (10), исходя 
из известных формул эллиптического движения.

Обратимся к рис. 14, на котором изображена геоцентрическая не­
бесная сфера. Пусть xNL' бур&ч эклиптика, NL— орбита Луны.

Обозначая через i и & наклон­
ность и долготу узла лунной орбиты, 
из треугольника NLL' получим:

tg£¿' = tg£A¿' sin NL’ 
или

s — tgi sin (y — 0).

Сравнивая c (9), мы видим, что

T = tgG
а постоянная 0, стоящая в формуле (9), есть не что иное, как дол­
гота узла.

Чтобы выяснить зависимость, существующую между постоянными 
е и к и эллиптическими элементами, напишем равенство (10) следующим 
образом:

ФР s2 ____ __ ______  А2(1 +72)__________________
и . COS (у—0)cos(~ — 6)4~sin(ü — 6)sin(lt—6) ■

■ /ф
Далее, треугольник NLL' дает:

sin NL' cos LL' = sin NL cos 
cos NL' cos LL’ = cos NL, © ГП

НТ
Б С
О РА

Н



m

326 XVII. Основы теории движения Луны. Теория Лапласа § 119. Первое приближение 327

поэтому, обозначая через w долготу в орбите xN-^NL, получим: 
sin (о— 6) _ sin (w— 0) 
71Т^ “ V1+?
cos (у— 0) . ..---= COS (w — 6).

Следовательно
Г =-----------------------------------------------Л—

14“^ cos (w— 6) COS (я — sin (w — 6) sin (it — 6)1 ‘
\/l+l2

С другой стороны, мы имеем:

г =---------------------------

Так как
gv — 0 = о — [6 4- (1 — g) 4 
со — п = о— [к 4- (1— с) Л,

то долготы узла и перигея будут соответственно равны 6 4~(1—ё) и 
и " -И1— с)о, а потому будут меняться при каждом обороте соответ­
ственно на (1—¿г) 360° и (1 — с) 360°.

Конечно, выражения (12) и (13) не могут точно удовлетворять урав­
нениям (8), если g и с не равны единице. Но, как будет показано ниже, 
при подстановке (12) и (13) в уравнения (8) получаются величины вто­
рого порядка относительно малых величин 7, е, 1—g, 1—с.

Принимая выражения (12), (13) за первое приближение, мы учиты­
ваем этим некоторую часть возмущений.

Чтобы установить зависимость между координатами и временем, 
соответствующую орбите, определяемой уравнениями (12), (13), обра­
тимся к уравнению (3), которое при т' = 0 дает

dt = h~1u~2dv.

1 -|-¿oCOs(w — it0)’
где через а, е0 и it0 обозначены большая полуось, эксцентриситет и дол­
гота перигея.

Сравнение этих выражений дает:
‘ —2

е0 sin (ir0 — 0) = й(1 —ч2) 2 sin (к — 6)
г0 cos (л0 — 6) = е cos (it — 0)

Пренебрегая четвертыми степенями малых величин е и у, напишем 
выражение (13) следующим образом:

—i Y 72 — f2 cos (2gv — 26) 4- e cos (co — it)

откуда или

а =--------  
1—¿2 (*-ey

,2

. Первые два из этих равенств показывают, что е и ей разнятся лишь 
на величину порядка ч2. Последнее равенство дает, отбрасывая величины
4-го порядка:

Л2 (Н)
Полезно заметить, что

1 1
е~20’ ‘~1Г

Движения перигея и узла лунной орбиты настолько быстры, что 
принимать выражения (9) и (10) за первые .приближения нецелесо­
образно. Приблизительно каждые четыре с половиной года перигей 
и апогей лунной орбиты меняются местами. Поэтому, если мы хотим 
представить движение Луны в течение сколько-нибудь значительного 
интервала времени, неподвижный эллипс будет столь же грубым при­
ближением к действительной орбите, как и окружность.

Исходя из этих соображений, Клэро принял за первое приближение 
неизменный эллипс, вращающийся в своей плоскости. Развивая эту идею, 
Лаплас берет за первое приближение орбиту, определяемую равен­
ствами

s = -(sin (go — 6) (12)
у/1 s2 e cos (co — it)

" - Щ1Т?) (13)

u = h~2

откуда

где g и с — некоторые постоянные, мало отличающиеся от единицы.

3 11 — f2 4- е (1 — 72) cos (со — it) —— ^2 cos

dt—h21 1 4- I (г24-Т2) — 2^(1 —ч2)соз(сд — it)4~

3
2

2и) 4- i- f2 cos (2go — 20)1 do,

или, после интегрирования, 

, .Л. , 3 , , 3 2№ео----------у 1 2 ' 2 1 у с
ЗЛ3^2 Дз-г2sin (2со - 2к)4- sin (2SU _ 26).

(14)

Обозначим через п среднее движение Луны, связанное с большой 
полуосью соотношением

Равенство (11) дает:

откуда

h — а2

п

л2д3 = 1.

1 1 2 1 2
Г

2 ^2

(15)
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где

4

и' — а' 1

тываем, без всякого 
лущений.

Так как с' очень
мы положили с' = 1.

Исключение / из

и = а 1
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Коэффициент при у в только-что полученном соотношении между 
7 и V должен быть совершенно точно равен п~\ Поэтому, учитывая (15) 
и опуская члены 3-го порядка, мы можем это соотношение напи­
сать так:

2еи~ с sin ~И Зс2
4c

-у 2
sin (2су— 2it)-[-^sin(2á'y—26)-|~. . .,(16)

где через е обозначена постоянная интегрирования.
Заметим, наконец, что равенству (14) можно придать следующий 

вид, если вместо А подставить его значение (15):

£ 
4

§ 120. Вычисление координат Солнца.
Так как за независимую переменную 

то координаты Солнца мы должны также 
функций V.

Движение Солнца относительно центра 
Луна может считаться эллиптическим, если 
действия остальных планет, а изучать, как

. (17)

принята долгота Луны v, 
выразить в виде явных

инерции системы Земля­
не принимать во внимание 
это мы сейчас и делаем,

только солнечные неравенства движения Луны.
Напротив, движение Солнца относительно центра Земли чувстви­

тельно отличается от эллиптического. Но так как соответствующая 
поправка очень легко может быть введена, как это будет показано 
в конце параграфа, то мы будем считать, что и относительно Земли 
Солнце движется по законам Кеплера. Поэтому для представления дви­
жения Солнца мы воспользуемся формулами предыдущего параграфа.

Так как для Солнца з' = 0, / = 0, то получим следующие уравнения 
движения:

— 2с' sin (с'о' — *') + 4- У2 sin (2с'п' — 2к') -ф- . .

(18).

(19)

Здесь мы сохранили в аргументах коэффициент с', зависящий от 
векового движения перигелия земной орбиты. Этим самым мы учи­

усложнения вычислений, часть планетных воз-

мало отличается от единицы, то в коэффициентах

(16) и (19) дает:
3

и' — 2с' sin (с'и' — Л) - г'2 sin (2с'у' — 2^') =

= ру е' — рз — 2рс sin (су — л) + • • • >

п'

Так как это отношение — малая величина порядка Via и так как 
в левой части последнего равенства отброшены члены 3-го порядка, то

*

» ■' ■

IÍ

к ’и

i
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и с правой стороны мы отбросили члены, имеющие множители рс2 и рт2. 
По этой же причине рсс~* заменено через рс.

Полученное уравнение легко решается относительно V последова­
тельными приближениями. Условившись писать для краткости ру вместо 
ру-|-е' — ре, получим:

г 5
»'= ру2с'sin (с'ру— г.')— 2pcsin(cy — к)-J- — е'2 sin(2с'ру— 2я')+ ■ • -(20)

Подставив это значение у' в (18), будем иметь, в пределах принятой 
точности:

и' = а'~' [1 -\-е' cos (с'ру— л')-]- c'2cos(2c'py— 2к')-{-. . . ], (21)
так как

е' cos (c'y' — к') = е' cos [с'ру — л' 1с'е' sin (с'ру — к')] =
= е' cos (с'ру — тс') — 2с'с'2 sin2 (с'ру — к') = 
= г' cos (с'ру — те') — с'2 с'2 cos 2 (с'ру — те'),

причем с’, переставшее быть множителем неограниченно возрастающей 
величины у, мы снова заменяем единицей.

Примечание I. Посмотрим, с какою точностью движение Солнца 
относительно центра инерции О системы Земля—Луна может считаться 
эллиптическим.

Обозначая через хъ уь координаты Солнца в системе, оси ко­
торой параллельны предыдущим, а начало помещено в точку О, получим 
(ср. § 4):

Х^Х'~^ГХ’ у^у' — т^у’
Поэтому

(£ \2 / £ Хз / £ \2
Х1 + Х) + (У* + Т-\Л. У ) + + ~Т+ Ь г)

/ т \2 / т \2 / т \2+(л—Г+Г*) +(*■—т+Л
или, обозначая через Нх угол между векторами От' и ОТ и полагая

Г / 7 \а
“ 4+2~т+ь смн'+\т+Ч *

Т / Т \2

На основании формул (18) в § 4 уравнения движения Солнца отно­
сительно О напишутся так:

где

d2Xi _ , дщ , dui (Pzt , dut
di2 '“I1 dxT dP dyT dP — dz¿

, TA-L-Vm'

“.“«■(-Х+Х’+Х)-© ГП
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Отбрасывая здесь первый член, как не влияющий на производные, 
и пользуясь разложением (5), получим:

11 1 * Г! [ + (Г+А)* Д2 СО8 7/1 2у^’ ' ' '

Таким образом, даже второй член этого разложения, имеющий 
верхний предел порядка

1 1 1
80 4002 ~ 12 800 000’

может быть отброшен. Остающийся первый член дает эллиптическое 
движение.

Примечание II. Так как для представления движения Солнца 
мы пользуемся формулами эллиптического движения, то для того, чтобы 
быть вполне последовательными, мы должны для изучения движения 
Луны исходить из уравнений движения, данных в § 4. Иначе говоря, 
вместо функции сил и, определяемой равенством (4), мы должны пользо­
ваться только что указанной функцией сил иг.

т0-(- тг ТТУчитывая множитель——, которым сопровождается 
эта функция в уравнениях движения Луны (ср. (18) в § 4), мы видим, 
-что и надо заменить через

Т+Ь _^Т±1± , Т+Ь т' Т^Ь
ТЬ 1 "г т* ь т ' * Т Д •

Разлагая в ряды два последних члена, получим:

причем член не зависящий от координат Луны, опущен.
Сравним полученное точное выражение функции сил с употребляе­

мым нами выражением (6), которое не является достаточно точным, если 
мы пользуемся формулами эллиптического движения для представления 
геоцентрических координат Солнца.

Так как разница между cos Н и cos Ht совершенно нечувствительна, 
то для перехода от (6) к (22) достаточно члены разложения (6) умножить 
на поправочные множители

Z3=l

T^-L* _ Т— L
Хз~ТТ+£)2 ~ т-ф-д

T^—TL-^L^

мало отличающиеся от единицы.

§ 121. -Об интегрировании уравнений возмущенного движения во вто­
ром и следующих приближениях.

Найденные в первом приближении значения координат Луны и Солнца, 
т. е. выражения (12), (14) и (20), подставим в дифференциальные урав­
нения (1) и (2), в которых и заменено выражением (7). Таким образом, 
для определения более точных значений координат и и з получим урав­
нения вида

(23)

где с правой стороны стоит сумма конечного числа членов; через р обо­
значены некоторые постоянные числа, не обязательно целые.

Проинтегрировав уравнение (23) и аналогичное уравнение для s, 
получим и и s во втором приближении. Подстановка этих значений 
в уравнения (1) и (2) даст уравнения для нахождения третьего приближе­
ния и т. д. Важно отметить, что в каждом из этих последовательных 
приближений мы будем иметь дело исключительно с уравнениями вида (23).

Если ни одно из чисел р не равно единице, то общее решение урав­
нения (23) имеет вид

Ри = А-\-Сх cos у —С2 sin у —V ------J- cos (ри -ф- /<), (24)
' * ' 1 1-” р

где Ci и С2— произвольные постоянные.
Если же в правой части уравнения имеется член 73 cos (у-(-Д'), то 

в общем решении ему будет соответствовать член

у Pv sin (у + Д). (25)

Но наличие такого члена в разложении и и s недопустимо, так как 
эти координаты остаются для Луны ограниченными, а выражение (25) 
принимает сколь угодно большие значения. Чтобы члены указанного вида 
не могли появиться, необходимо в каждом приближении в общем реше­
нии (24) брать постоянные Q и С2 равными нулю.

Формула (24) показывает, что коэффициент Р члена, для которого р 
близко к единице, необходимо вычислять с большей точностью, чем 
коэффициенты остальных членов, так как благодаря малому делителю 
1—р2 в этих членах при интегрировании получается потеря точности.

Особого внимания заслуживают также члены, для которых р близко 
к нулю. Эти члены мало изменяются при вычислении и и s, но они произ­
водят потерю точности при вычислении t по формуле (3).

Действительно, член вида Pcos (py-j-К) в выражении после 

интегрирования дает

у sin(py + ^.

Если такой член входит в выражение, стоящее в (3) под знаком 
интеграла, то после двух интегрирований мы будем иметь в разложе­
нии t член вида

cos (pv -ф К).© ГП
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III

и = и0 8и, s = з0 4" 8s,

— i у2 cos (2gu — 26)

Л2

Получим:

^ + 5==Г + П' + Ш'

„ Зт' и'3 Г1 .
^~2FF'^ +cos2(y— y)i

Зш' и'3 ds .
И = -г т S!n 2 (и — и )2А2 dv v 7

Отсюда ясно, что коэффициенты этих членов также должны быть 
вычислены с Известным запасом точности, особенно значительным во вто­
ром случае. Такого рода члены назовем критическими.

§ 122. Уравнения, определяющие наибольшие периодические неравенства.
В первую очередь рассмотрим неравенства, вызываемые 

функции сил (7), имеющими множителем а3«-2. С этой целью 
нениях (1) и (2) положим

членами
урав- как и в и0.в

U— 7-^'7 " Ô 4" m'u'3u “2 [14-3 cos 2 (a— a') —2s2]. 
\/ 1 4-sj

где

(26)

(27)

“ 2F Í1 + 3 cos2 ~ И ]

II = ^2 Uу sin 2 (•& — и')
2а2 ir dv 4 7

т/З
— sin 2 (а — a') du

т/з
-y sin 2(и — u‘)dv.

Значения и и s, соответствующие второму приближению, обозначим 
через 

где и0, s0 — величины, полученные в первом приближении, т. е.
So — у sin (gv — 6)

ий = д-1 [1 -г ï2 + (е + е3)cos (су — я) —

(28)

Стоящая здесь величина а была нами определена (§ 119) как большая 
полуось эллиптической орбиты, связанная с наблюдаемым средним движе­
нием соотношением

Л2 дЗ _ J _ (29)
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Под влиянием возмущающего действия Солнца постоянная часть и 
изменится (ср. § 98) и уже не будет равна тому выражению, которое 
стоит в равенстве (28). Условимся, следуя Лапласу, под а разуметь в даль­
нейшем такое число, что постоянная часть и в каждом приближении будет 
иметь то же выражение

Измененное таким образом а уже не будет связано с п соотноше­
нием (29), вследствие чего не будет иметь место и равенство (15). Опре­
делим поэтому новую величину ах равенством

л?д3 = 1, или * = ^2 ^1 —у-г2 — у у2—. . . (30)

аналогичным соотношению (15).
Перейдем теперь к вычислению величин, обозначенных через I, II, . . .
Начнем с вычисления выражения

т' и'3_  m'a3 (а' и')3
2h2 4F “ 2Л2 а'3 ~ (au)3 ’

Так как
п'2 а'3 = 1 т’ ~ т’,

то это выражение равно
л'2а3 (а'«')3

2Д](1—в2— y2—. . .) (au)3
Далее

3 9(а'«')3== 1-[-ту е'2Зг'cos (c'pt> — 4) 4-ту cos 2 (c'p а— 4)4". • ■Z Z
Q I

(au)'" = 1 — — y2 — Зе (1 — yy e2 — y2) cos (си — тг) 4- 3e2 cos 2 (eu — it) 4- A Z
Q

4- 6)+ . . .

Мы ограничиваемся, вообще говоря, членами второго порядка, но, 
на основании сказанного в предыдущем параграфе, сохраняем члены 
третьего порядка в коэффициентах критических членов.

Таким образом, полагая
п'2а3 =

окончательно получим

4~34(1 4-е2 4- ~ y2) cos (с'ра — 4)4- . . . j. (31)

С другой стороны, в пределах нужной нам точности, 
cos 2 (и — и') — cos (2а — 2р.а) — 2щ; cos (2и — 2ра — св -]- 4) 4- . • .© ГП
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Поэтому, полагая для краткости
Х = 2 (1 -н),

получим
т' и'2 Зи(y3cos2(»-H=y cos \v—

3 4^ 4р. i \ i------- в COS (ku — CV 4- тс) .

Складывая это выражение с (31), получим I. 
При вычислении II мы можем принять

du ес . ,— =----- sin (CU — тс) du а ' '
и' = а' г, и'~\>.v.

Это даст
II

_ 3^ 
4а i е [cos (Ху — суД-^)— cos (Ху 4" си — тс)]-|-

Здесь достаточно сохранить только первый из двух написанных: 
членов, так как множитель X —|-с в аргументе второго косинуса суще­
ственно отличается от единицы.

Остается найти III. Тут достаточно принять
сРи 
du2

1 , 1— , И = — а а' 
у-4 = а4[1—4с cos (су— тс)]

sin 2 (у — и') = sin Ху — 2р-с sin (Ху — си Ц- тс). 
Окончательно получим:

, . Зр( cos Ху 2 +2р.III =----- „ ó — 1 1 с cos (Ху — су 4- тс) 4- . .ах 2 — 2р. 1—2р ' ¡/i

Что касается до первого члена уравнения (26), 
ним в таком виде:

то его мы предста-

3 г чЛ-2(1+з3)-Т=Л-2 1- |(So + Ss)3 +

1 ч
1 4~ + ^* Т2 + ^ Т2 cos (2á^ •— 26) —

— 3 7 sin (gu — 6) os + . . .

Ким 
вид

Вычисление выражений Г, II', ИГ, производящееся совершенно та- 
же образом, ради краткости приводить не будем. Окончательный, 

уравнений (26) и (27) после всех подстановок будет такой:

d2u ,
*? + “ =

+— 
4а,

1 / 1 \ И? / 1 3 \,_(1+г.+._4_^(1+е> + ^^
Зр.2 2 — ц(2 + г2 + Зе'2) е cos (су — тс) — —4 cos Ху + (32)

§ 123. Второе приближение___________________335

+ е cos — " + *) + I2 eos (2^y ~ 2S) —
Zuj i ----  Zf*

з
— — 7sin(,«гу — 6) os

5+s = — 1+ 2¿2 —y-p + y ^V’sin^y —0) +LiU Z \ Z Z /

Q
+ -y I sin (Ху — gu 4- 6). (33)

Чтобы правильно оценить порядок коэффициентов в правых частях 
этих уравнений, надо иметь в виду, что н есть величина первого по5 
рядка. В самом деле, для невозмущенного движения

/ п' \2^ = ^03= / Л =р
1 у п y

1 поэтому р.1 порядка .
Таким образом, коэффициенты тригонометрических членов, в урав.: 

нениях (32), (33) даны с точностью .до членов второго порядка включи­
тельно, за исключением членов с критическими аргументами, коэффи­
циенты которых найдены с большей точностью. В постоянном члене 
уравнения (32) сохранены величины четвертого порядка, которые нам 
понадобятся в дальнейшем.

§ 123. Второе приближение.
Интегрирование уравнений, выведенных в предыдущем параграфе, 

выполним способом неопределенных коэффициентов.
Рассмотрим сначала уравнение (33). Так как

//2 с
+ So = Т (1 —+) sin (gv —9),

то, полагая в этом уравнении s = s()4-8s, мы можем ваять
os = A sin (Ху — gv 4- 9), 

где А — неопределенный коэффициент.
Делая подстановку и приравнивая коэффициенты при обоих синусах, 

получим два уравнения для определения g и А, из которых следует:
Q 14= 1 + + 14 (1 + 24 - + 72 + +

4-3 4?
2 1 -(2-2и — gy '

В последнем равенстве мы можем взять
£=1, Р! = Ц., .

поэтому окончательно будем иметь, как результат второго приближения,

8$ = — у.? sin (Ху — gv 4- 6) (34)О

. . (35)
4- Z 4.© ГП
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Обратимся теперь к уравнению (32). Подстановка в правую часть 
этого уравнения только-что найденного значения Зз дает член третьего 
порядка, который мы отбросим, так как коэффициент у и в аргументе 
этого члена отличается от единицы на значительную величину.

Так как

du2
—1 i+^'+4

-2 (сс3) (1 — с2) cos (cd — г.) — — у2 (1 — 4£2)cos(2g-D — 20)-|- • . т-
то положим

Su = Во cos Id 4“ Bi cos (Xd — cd 4~ ^) 4-B2 cos (2gv — 26).

Таким образом, для определения'‘введенных ранее постоянных 
и коэффициентов Во, Вх, В2 получим следующие уравнения:

а, с

1 1 1 Л
2ах

2
4

3
2
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Итак, в результате второго приближения мы имеем с точностью 
до членов второго порядка следующие уравнения орбиты:

и —а 1 |_ 1 4- i2 + Т2 + £ cos (cd — тг) — у2 cos (2gv — 26) 4-

154- Р2 cos Xd 4- ТГ pi cos (\U.— CD 4~ л) О
з

3=7 sin (gv — 6) 4- — P7 sin (Xd — gv 4- 6).

(38)

(39)

Стоящая здесь величина а выражается через среднее движение 
Луны п при помощи равенств (36) и (30).

Примечание. Ради большей простоты выкладок мы ограничились 
при вычислении и лишь членами второго порядка. Однако, сообразно 
сказанному в § 121, в дальнейшем нам понадобятся также и некоторые 
члены третьего порядка, а именно те, аргументы которых имеют малый 
коэффициент при и.

Дополнительное вычисление этих членов не представляет затруд­
нений, поэтому ограничимся лишь указанием результата:

L

е Зр?|(1+е2) (i_c2)___£424-^ + 3

Зр- 2 — ц fi.|l-(2-2rt’)+ <¡4 '=»

^[1-(2-2И-гЛ Зр2 5 4~ 4 p
2^1 1 — 2p e = О

Из первого уравнения имеем

2 
а

р-1

ау 2at
3
2

3f
4ai = 0.

(36)

откуда ясно, что а отличается от а1 на величину второго порядка. 
Второе уравнение позволяет найти с. Легко видеть, что

q 1 , , 3
2£ + 2 (37)

Остальные уравнения дают: 
в.^ 

Ui
51 =

15 &

т2 1
8 ра,

<2__1\
) a ахг

или, отбрасывая величины третьего и высших порядков:

В ~- «0— а
Sl=0.

аи = 1 4~ i2 + ~г Т2 + i cos (cd — тс) — 72 cos (2gu — 26) 4-

15
4- p2 COS Xd 4~ 7Г pi COS (Xd — CD 4~ -rc) 4“ О

15 • 34- pc2 cos (Xd — 2cd 4- 2tc) 4~ — P72 cos (Xd — 2gu 4~ 26) —
3

— — p2/ cos (c'pD —-«') 4- • • • (38bis)

§ ¡24. Зависимость между долготой и временем во втором 
приближении.

Обратимся теперь к интегрированию уравнения (3), а именно:

1 —2 , । о,— 2 Г ,^dU, 2-у- — h и 1 —I— 2h । и ,— dvdu ‘ ди ■
п

Во втором приближении мы должны взять для и выражение (38bis).
Прежде всего находим, учитывая значение h, даваемое форму­

лой (30): i
1 — 2е cos (cd —- тс) 4- ~ е2 cos (2cd — 2тс) 4- 

V L 2
1 154“ у 72 cos (2gu — 26) — 2р2 cos Xd — — pc cos (Xd — cv 4~/тс) —

— pc2 cos (Xd — 2cd 4- 2tc) — P72 cos (Xd — 2gu 4- 26) -I-О о

4~ 3p2Cz COS (c'pD — 7CZ) 4- . . . (40)

Из членов третьего порядка мы сохранили только те, в аргументах 
которых коэффициент и— малая величина.

Курс Небесной механики 22
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§ 124. Зависимость между долготой, и временем 339

Полезно отметить, что непериодическая часть этого выражения 
а2должна точно равняться потому что она должна приводиться

3 3
к аг =^2 в случае невозмущенного движения.

С другой стороны, при выводе уравнения (26) мы 
равенство

уже имели

-гди , и —-dv — dv
и'з
— sin 2 (у — v')dv.

Следовательно
I ЛЬ—2 С —2 ди , + 2h I и dv1 / dv

i
У За

2h2 —-sin 2 (v — v') dv 4- , .14 \ / 1

так как

Но

m'd3 ri^a'^a3
а'3 o'3 = ^

«i

h2
3 а

(а'«')3 == 1 4~ у ¿'2 4~ Зе'cos (с'ру— it') 4~ у е'2 cos (2с'р'у— 2«')+ • • • 

(аи)~*= 14~е2—72—4ecos(cy—it)4~у2 cos (2gv—26)4-5е2 cos(2cy—2it)4~ . . .
sin 2(v — v') = sin Ху — 2pe sin (Xy — cv it) 4~ . . .

Поэтому, замечая, что ax отличается от а на величину второго по­
рядка, a р2 от р2 на величину четвертого порядка, и сохраняя среди 
членов третьего и четвертого порядка лишь те, которые имеют в аргу­
менте очень малый коэффициент у v, окончательно получим:

_2 ди ¿ и dv dv
у 3 15

= 1 — р2 cos Ху — ре2 cos (Ху — 2cv -j- 2it)-{-

Q
+ у НТ2 cos (Ху — 2g v + 29) + . . (4(У>

Йере/лножив этот ряд с указанным выше выражением для й ’а \ 
окончательно, для определения времени в функции долготы, будем иметь
такое уравнение: 

dt а2 3
1 — 2е cos (си — к)-\- — е2 cos (2cv — 2тс) 4- 

+ i3 cos (2gv — 20) — р2 cos Ху —

15— — ре cos (Ху — СУ 4- я) Зр2£ cos (с'ру — it') 4- • . (41 >

Весьма важно отметить, что непериодическая часть стоящего справа 
выражения равняется, если воспользоваться соотношением (36) и огра­
ничиться членами второй степени относительно р:

а2 £
— = С1 2 з

2

Действительно, при умножении членов ряда (40), в аргументы кото­
рых не входит X, на члены ряда (40') не могут получиться непериоди­
ческие выражения, так как аргументы всех членов в (40') содержат Ху 
и это Ху не может пропасть при указанном перемножении.

С другой стороны, члены ряда (40), аргументы которых заклю­
чают Ху, имеют множителем р, тогда как все члены ряда (40'), за ис­
ключением двух (третьего и четвертого), умножены на р3.

Поэтому мы можем написать:
з / з \

^ = «1 3 1 1+ н2 +у Н2^2 +• • • ) + пеРи°Д- члены.

Рассмотрим прежде всего непериодическую часть этого выражения, 
а изучение периодических членов отложим до § 126.

Так как эксцентриситет земной орбиты с' меняется с течением вре­
мени, то, обозначая через значение с' для какой-либо определенной 
эпохи 1=0 и отделяя постоянную часть от переменной, можем написать: 
т 2 / 3 \ 3 з_ =^2 /14-^4-—^^24-. . . р2 (е’2 — <2)4- период, члены.

Интегрируя и замечая, что коэффициент при у мы условились обо­
значать через л-1, будем иметь: 

у 3 £ Р
I———г о" Д| 2 I 2 — <2)^ + сопз14-период. члены,о по Л J

где 
1 3 зу=«^(1 + р2+4^^+- • •)■ 

'*0

Таким образом, ограничиваясь членами второй степени относи­
тельно р: 

í
у = Ло/4“£о — (е'г — период. члены. (42)

О

Периодические неравенства е’ дадут только периодические члены, 
поэтому мы их здесь можем не рассматривать и ограничиться только 
вековыми возмущениями. Вследствие вековых возмущений эксцентриси­
тет е' в настоящее время убывает, причем закон этого убывания хорошо 
выражается, в течение ближайших к нам столетий, следующей форму­
лой (§ 100):

е' — е'й—аТ—а!Т2, )
где

^ = 0.016 75104, а = 0.000 041 80, а'= 0.000 000 126,

а через Т обозначено время, считаемое в юлианских столетиях от сред­
него Гриничского полдня 0 января 1900 г.

Подс!авив это значение е' в равенство (42) и пренебрегая членами, 
умноженными на а2 и а', окончательно будем иметь такое выражение для 
долготы Луны:

у = л0?4-е4-о7'24-период. члены,

7
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где
3 3о= у 100 ц2 л0 = —100 р-^ап', (43)

если через п и п’ обозначим годичные средние движения Луны и Солнца. 
Так как

п = 17325 594*06085, п' = 1 295 977*41516
г

ц = —= 0.074801326 . - п
то

а = 10*3.

Итак, среднее годичное движение Луны п возрастает каждые сто 
лет на 2о~20".

Коэффициент о носит название векового ускорения сред­
него движения Луны.

Наиболее точным в настоящее время значением а надо считать 
следующее:

а — 6 02±0 002,
данное Брауном (§ 117).

Примечание. Развитое нами второе приближение позволяет 
установить наличие вековых ускорений в движениях перигея и узла.

Действительно, равенство (38) показывает, что мгновенная долгота 
перигея равна

П = п— (си — я) = я-|- (1—с) V,

где. с определяется формулой (37).
Поэтому мгновенная скорость движения перигея такова:

Интегрируя, получим долготу перигея для произвольного момента 
времени

п = ~+ “ уе2 + у <3) у +/о'2 -<2)
Таким образом, после выражения долготы через время мы будем 

иметь здесь член, пропорциональный квадрату времени.
Аналогичное рассуждение, примененное к равенствам (39) и (35), по­

казывает, что долгота узла выражается формулой

По вычислениям Брауна, вековые изменения движения перигея 
и узла равны соответственно

— 38*2 ±оТ1 и -|-б''36±0Т02.

§ 125. Вековое ускорение среднего движения Луны.
Остановимся подробнее на вопросе о вековом ускорении среднего 

движения Луны, так как эволюция этого вопроса является одним из 
очень интересных эпизодов в истории Небесной механики.

Вековое ускорение было открыто Галлеем (1693) при попытке ис­
пользовать для определения среднего движения Луны, т. е. величины п, 
с одной стороны, наблюдения затмений, приведенные в Альмагесте, с дру­
гой— наблюдения затмений, сделанные арабскими астрономами в конце 
IX века, и, наконец, современные наблюдения Луны. Зная, таким образом, 
долготы Луны Vi, v2, v3, соответствующие трем эпохам t2, t3 (А < О < А), 
Галлей мог написать три равенства:

v — nil е -}- Р1, ^2 ~ е “Г р2 > ^3 =л^З-Ье_ЬРз> (44)
■

где через ръ р2, р3 обозначены суммы периодических членов. Отсюда 
получаются два значения

„_«2— ^1 — Р2 + Р1 „ »3 —^2 —рз + р2
h-h ’ ¿3-^2

которые должны были бы быть равны в пределах точности наблюдений. 
Галлей однако установил, что второе значение п несомненно больше пер­
вого, иначе говоря, что среднее движение Луны с течением времени 
увеличивается.

Заменив равенства (44) такими:

vi = nti+ е + ° + Рр </= Ь 2> 3)

мы получим возможность определить из этих трех уравнений не только 
е и л, но и ускорение а.

Первые надежные числовые определения а были сделаны значительно 
позднее, благодаря тем трудностям, которые встречаются при употребле­
нии древних наблюдений. Dunthorne в 1742 г. получил а = 10". Tobias 
Mayer в первом издании своих таблиц движения Луны (1752) принял 
с = 6-7; во втором издании (1770) он взял а = 9*0. Наконец, Лаланд 
дал (1757) <з = 9*886.

Точное определение а из наблюдений и в настоящее время предста­
вляет большие трудности. Ганзен, который несколько раз возвращался 
к этому вопросу, давал последовательно значения 11*93, 11*47, 12*18 
и, наконец, 12-56. Наилучшим можно считать значение а = 8", полученное 
Ньюкомом (1909), или значение 10-3, к которому пришел (1915) Фоте- 
рингэм (Fotheringham).

Теоретическое объяснение векового ускорения Луны было одной из 
самых актуальных проблем астрономии XVIII века, так как космогониче­
ские следствия, которые влекло наличие такого ускорения, огромны. 
Действительно, при наличии ускорения среднего движения расстояние 
между Землей и Луной должно убывать, и, как ни медленно это убывание 
(около 3 см в год), все же через определенный интервал времени Луна 
должна упасть на Землю. .

После ряда безрезультатных попыток найти объяснение векового 
ускорения Лагранж стал склоняться к мысли, что оно нереально и за­
висит лишь от неточностей тех сведений о древних затмениях, которыми 
мы располагаем. С другой стороны, Лаплас безуспешно пытался объяс­
нить вековое ускорение гипотезой конечной скорости распространения 
тяготения.

Верный путь указал в 1783 г. Лагранж, впервые поставивший вопрос 
о влиянии вековых неравенств эксцентриситета и наклонности одной пла­
неты на долготу другой. Однако Лагранж, убедившись в том, что это © ГП
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влияние в случае Юпитера и Сатурна ничтожно, слишком поспешно за­
ключил, что то же самое будет иметь место и во всех остальных случаях.

Несколько позднее Лаплас, занимаясь теорией спутников Юпитера, 
открыл, что вековое изменение эксцентриситета орбиты Юпитера вызы­
вает ускорение средних движений спутников. Он поспешил перенести 
этот результат в теорию движения Луны и таким образом получил, на­
конец (1787), разгадку векового ускорения движения Луны. В то же время 
он открыл, что вековое изменение эксцентриситета земной орбиты про­
изводит вековые неравенства также в движении перигея и в движении узла.

Таким образом было получено не только новое, блестящее под­
тверждение универсальности закона всемирного тяготения, но и новая 
гарантия устойчивости солнечной системы. В самом деле, теория вековых 
возмущений показывает, что эксцентриситет земной орбиты меняется 
периодически, так что и изменение среднего движения Луны является 
также периодическим. В настоящее время эксцентриситет убывает и по­
тому среднее движение ускоряется. Так будет продолжаться примерно 
24000 лет, после чего эксцентриситет начнет возрастать, а среднее дви­
жение Луны замедляться.

В своем знаменитом „Изложении системы мира“ Лаплас замечает, 
что без всяких вычислений, при помощи элементарных геометрических 
соображений, можно видеть, что уменьшение эксцентриситета земной 
орбиты должно вызывать ускорение движения Луны, так что надо было бы 
только удивляться, что причина этого явления так долго ускользала от 
внимания геометров, „если бы не было известно, что самые простые идеи 
почти всегда приходят людям в голову последними“.

Для вековых изменений движения апогея и узла Лаплас провел даль­
нейшие приближения и, учитывая возмущения второго порядка, получил 
значения, существенно отличающиеся от найденных в первом приближе­
нии. Что касается до векового ускорения среднего движения, то первое 
приближение, выражаемое формулой (43), дало Лапласу а = 1018 в до­
статочно полном согласии с величиной, полученной из наблюдений. 
Обманутый этим согласием между теорией и наблюдениями, Лаплас без 
всяких дальнейших исследований ограничился утверждением, что здесь 
уже первое приближение дает достаточную точность. Однако это не так.

Первая попытка уточнить теоретическое значение а, найденное Ла­
пласом, была сделана почти одновременно Плана и Дамуазо, которые дали 
соответственно а = 10’58 и а = 10.72, т. е. подтвердили в сущности 
результат Лапласа. Но при этом ими была допущена, как показал 
Адамс (1853), принципиальная ошибка: они интегрировали дифференци­
альные уравнения при постоянном е' и затем уже подставляли выраже­
ние е' через время; между тем поступать таким образом можно только 
в первом приближении.

Адамс показал, что при правильном интегрировании уравнений во 
3

втором приближении коэффициент у р2 в выражении ускорения

г
а=¥ У ^о2 ~ п°

о

даваемом формулой (42), должен быть заменен таким:

2 '
3771 , 34047 й

64 !’;------ ’

Этот результат был подтвержден Делоне, давшим весьма полное 
выражение векового ускорения.1 Метод Делоне был существенно упрощен 
Ньюкомом и Брауном, давшими .значение

1 Comptes rendus de l’Académie des Sciences de Paris, 68 (1869), 72 (1871).

а = 6’02 ± 0"02,

которое может считаться окончательным. Указанные пределы ±0-02 
получены путем учета влияния возможных неточностей различных 
величин, от которых зависит о.

Итак, в настоящее время между теоретическим значением ускорения 
6"О и значением 8", получаемым из наблюдений, остается необъяснен- 
ная разница в 2". Все попытки уничтожить эту разницу путем уточнения 
теоретической величины а не дали никаких результатов. Наиболее рас­
пространенным является мнение, что эта разница зависит от замедления 
вращения Земли вследствие приливного трения. Укорочение суток, нужное 
для устранения указанной невязки, слишком мало для того, чтобы его 
влияние уже в настоящее время сказалось достаточно определенно на наблю­
даемом движении других светил. Во всяком случае теоретический расчет 
влияния приливного трения, сделанный Джеффрисом (Н. Jeffreys), соот­
ветствует кажущемуся ускорению среднего движения Луны порядка 2".

§ 126. Периодические неравенства долготы.

Вернемся к интегрированию уравнения (41), причем на этот раз 
сосредоточим свое внимание на периодических членах.

Принимая во внимание равенство (42), получим:
3

not-¡- е 4- аТ2 — V — 2е sin (си — тс) — е2 sin (2cv — 2тс) 4~ ~г

4~ зг Ï2 sin — 26) — Р2 sin — 4 о
15

—pe sin (Àn — СУ-j-Tt)Зре'sin (с'ра — У)4“ • • •

Теперь напомним, что мы условились (§ 120) в аргументах вместо 
уи-J-е'— ре писать рд Поэтому, делая V — ре = 0 и выбирая начало счета 
времени так, чтобы было е = 0, окончательно будем иметь такое равенство:

где

или

3
nt=v — 2e sin (cv — тс) 4~ e2 sin (2cv — 2tc) 4~

4- 4 72 sin (2^ — 26) — U p.2 sin (Xv — 20) —

15
— — pesin(ka — en — 20 4~ УЦ-ЗрУ sin (Уpn 4~ ß— У) 4“ • • •>

nt — л0/-|-а73,

П = /7q4- 10~4аЛ© ГП
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Решим это уравнение относительно v, Для этого составляем следую­
щие последовательные приближения:

v — nt
v = nt-\-2e sin (cnt — тс)
v = nt4- 2e sin [cnt — тс —2ec sin (cnt — тс)] —

3 1— г2 sin (2cnt—2tc) — — f2 sin (2^лЛ—26) 4“

11 15
+ -g l12 sin(kní —20) 4- — рг sin [(k — c) nt — 2p 4- тс] —

— 3sin {c'^nt 4- P — тс') -|- . . .

Откуда, принимая во внимание, что рл = п', Тп = 2л — 2л',
5v = л/4~ 2г sin (cnt— тс)-]- — sin (2cnt— 2тс) —

- 1 4 sin (2gnt — 26) + y p2 sin [2 (л — n') t — 2₽] 4- (45)

15
4- —рг sin [(2л—2rí — cn)t— 20 4“ —Зре'sin (с'л74~Р — K') 4“ • • •

Таково окончательное выражение долготы Луны с точностью до 
членов второго порядка включительно. Рассмотрим это выражение 
подробнее.

Пусть
44 = cnt—тс — nt — П,

П — тс 4- (1 — с) nt-,

М есть средняя аномалия Луны, считаемая от перигея, имеющего дол­
готу И.

Поэтому первые два периодические члена выражения (45) дают 
начало разложения в ряд уравнения центра (§ 82), а выражение

£
ш = п?4-2г sin ^4" у ¿2 sin 2Л44- • ■ .

есть не что иное, как долгота в орбите. Эти два члена дают эллипти­
ческие неравенства движения Луны.

Следующий член

— i-12 sin i^Snt— 26) = — 72 sin 2 (w — 2), 

где
2 = 6 4- (1 — g) nt, 

дает приведение к эклиптике (§ 85), вычисленное с точностью 
до вторых степеней малых величин 7 и е.

Член
Цр2шп [2 (л — л') í^J-20],
О

имеющий период, равный 97^—к» что составляет половину синодиче- 
Л \П П у

ского месяца (144765), дает вариацию.
Член

— рг sin [(2л — 2л' — en) t — 20 4"

дает эвекцию. Период этого неравенства равен
360° 

п (2 — 2р. — с) ’

иначе говоря, звездному месяцу (27^.32166 . . . ), деленному на

2-2р-С=1-2И+|^4-. . .,

т. е. приблизительно 324
Наконец, последний член выражения (45) дает годичное нера­

венство.
Если бы в § 122, при развертывании уравнения (26), мы удержали 

в силовой функции и, определяемой равенством (7), еще член

~ 452) С03 (° — + 5 соз 3 (и — у')] ,

то это дало бы в долготе еще одно неравенство, главная часть которого 
равна (см. стр. 330)

15 а Т—Т . . 15 а Т—Ь . .. Й1 .

Это неравенство, носящее название параллактического, позво- 
а ляет, как уже было отмечено, определять из наблюдений отношение —

§ 127. Выражение радиуса-вектора и широты в функции времени.

Чтобы получить выражение радиуса-вектора в функции 
нужно значение долготы, даваемое формулой (45), подставить 
ство (38). Так как

е cos (си — тс) = г cos [cnt—тс4~2сг sin (cnt—тс)] = 
— ecos (cnt— тс) — г2-|-г2 cos (2cnt— 2тс)4~. 7 • ,

то это даст, в пределах принятой точности,

аи = 1 4- j i2 4- е со s (cnt — тс) 4- г2 cos 2 (cnt — тс) —

— I2 cos 2 ^ni ~ е) + н-2 cos Í2 (л — П)1— 2И~Ь

4-рг cos [(2л— 2л' — cn)t—20 Ц-"4 + • • • О

времени, 
в равен-

(46)

V -
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Точно так же из равенства (39), замечая, что

получим:

у sin {gv— 6) = 7 sin [gnt—О-ф^б sin {ent — те)] = 
— 7 sin {gnt — 0)4-76 sin [(c + ^)nt—— °] + 

4-7^ sin [(c — g^nt—те ¿-О] + . . .,

s = 7 sin {gnt— 0) 4- 76 sin [(£■ 4- c) ent — те — 6] — 
— 7e sin [(s’ — c) nt 4- it — 6] 4-

4--|-7[i sin [(2л — 2n' — gn^t-^ — 28] 4- . . . (47)

Заметим, что при дальнейших приближениях для частей с и g, зави­
сящих только от р-, получаются следующие значения:1

1 Наиболее простой путь для вычисления коэффициентов этих рядов дает теория 
Хилла. Ср. § 140 и § 142.

2 М. С. T. Damoiseau, Mémoire sur la théorie de la Lune, Mémoires prés, par divers 
savants, Paris, 3-e sér. 1, 1827, 313—598.

— Tables de la Lune, formées par la seule théorie de l’attraction et suivant la division
de la circonferénce en 360 degrés, Paris 1828.

где

Дамуазо полагает

& = а {си — те) 4- а' (cVf — 4“ ? — ®) 4“ к (° — Ру)>

(48)

225 , 4071
32 128

273
128 Р4 —

1 3 ,
с = 1-4И Г4-

265493 . 12 822 631 й
2048 И 24 576

3 9

В заключение найдем экваториальный горизонтальный параллакс 
Луны для момента t. Обозначая этот параллакс через Р^, а через А— 
экваториальный радиус Земли, имеем

■ Л Аи л /, 1 „ . \sin Ре = — = - — = 4«(1 —— S3-L. . . ),
С г ¡/1-фз2 * 2 )

откуда, в пределах принятой нами точности:

114~ £ cos (ent — л) 4" е2 cos (^ent — 2it) 4-

15 1
4- Р-2 cos [2{п — п’)t — 2Р] 4-у рбcos [(2л — 2л'— cn)t— 2₽4~4+• • ■ , 

где через
— Аа1

обозначена величина параллакса, соответствующая среднему расстоянию 
от Земли до Луны.

§ ¡28. Дальнейшее развитие теории Лапласа.
В предыдущих параграфах было полностью проделано, следуя ме­

тоду Лапласа, вычисление неравенств второго порядка. Лаплас вычислил 
таким же путем все неравенства третьего порядка. Наиболее обширное 
применение этого метода принадлежит Дамуазо,2 поставившему себе 
задачей найти коэффициенты неравенств с точностью до 0-1 способом 
неопределенных коэффициентов.

причем индексы а, а', 3, / ю (от которых зависят коэффициенты Д, В, С) 
принимают целые как положительные, так и отрицательные значения.

Через л0 обозначена величина и, соответствующая эллиптическому 
движению, но, в отличие от того, что мы делали в § 123, в выражении л0 
берутся все члены до шестого порядка включительно.

Дамуазо считает нужным сохранить в указанных выражениях 85 ко­
эффициентов А, 37 — В и 85'—С. Выразив координаты Солнца и', и' через 
коэффициенты С, он подставляет все эти выражения в дифференциаль­
ные уравнения и, приравняв коэффициенты при тригонометрических 
функциях, получает 209 уравнений для определения с, g, А, В и С. Два 
уравнения, дающие с и g, решаются отдельно, побле чего Дамуазо ре­
шает численно все остальные уравнения, заменив предварительно с, g, р., 

, а „е, е , у, их значениями. Это решение, проводимое последовательными 
приближениями, не представляет очень больших трудностей, несмотря 
на огромное число уравнений. В заключение Дамуазо решает уравне­
ние (48) относительно V и дает долготу в виде явной функции времени.

Сравнение результатов Дамуазо с теорией Ганзена, развитие кото­
рой потребовало несравненно большего количества работы, может быть 
иллюстрировано следующей табличкой, дающей число коэффициентов 
в разложении долготы, разница между значениями которых у Дамуазо 
и Ганзена заключена в указанных пределах:

Пределы разности Число
в величине коэффициента коэффициентов

О'1.00—О'1.20 63
0.20-0.40 32
0.40-0.60 9
0.60—1.00 4

>1.00 8

Наибольшие разности 3"-33, 3"-15, 1"-82, 1"-64, 1".25, Г/-22, 1"-21, 
1".2О несомненно зависят прежде всего от употребления различных 
постоянных; не исключена возможность и вычислительных ошибок.

Наконец, нужно отметить, что вычисления Ганзена дают некоторые 
коэффициенты с ошибками в несколько десятых секунды.

Таким образом, метод Лапласа позволяет сравнительно просто полу­
чить численные величины возмущений движения Луны со значительной 
точностью. Однако он обладает и существенными недостатками, которые 
практически закрывают возможность построения при помощи этого ме-© ГП
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•года полной теории движения Луны, удовлетворяющей современным 
требованиям точности. Отметим следующее.

1. Для получения долготы с определенной точностью надо вычи­
слить и со значительно большей точностью. Например, для получения 
членов второго порядка в разложении V нам пришлось вычислить 
(§ 123) часть членов третьего порядка в разложении и. При переходе 
к высшим порядкам это обстоятельство очень сильно увеличивает 
работу.

2. Решение системы уравнений, определяющей неизвестные коэффи­
циенты, быстро усложняется по мере возрастания числа неизвестных.

3. Добавление новых членов весьма затруднительно.
Одновременно с Дамуазо, давшим численное развитие метода Ла­

пласа, Плана и Карлини (Саг11ш) дали развитие этого метода в чисто алге­
браической форме (1820). В 1832 г. Плана в трех огромных томах изложил 
полученные им результаты. Он дает все коэффициенты в форме рядов, 
расположенных по степеням р, е, V, у, а/а', причем, как правило, доходит 
до 5-х степеней, но в некоторых случаях дает члены до 8-й степени 
включительно. Несмотря на это, им не вполне достигнута та точность, 
которую получил Дамуазо в своей численной теории с несравненно 
меньшей затратой труда, что объясняется медленностью сходимости 
рядов, расположенных по степеням р. Лаплас, заметивший это обстоя­
тельство с самого начала, предпочел развивать свою теорию в полуалге- 
браической, получисленной форме: он сразу подставляет вместо р его 
численную величину, но оставляет параметры е, е, 7, а/а' в буквен­
ном виде.

В § 119 было отмечено, что Лаплас взял за первое приближение 
орбиту, получающуюся из эллиптической заменой и через сс в выражении 
радиуса-вектора и через gv — в выражении широты. Вместо такой в до­
статочной степени произвольной попытки получить промежуточную 
орбиту Луны можно, как указал Гюльден (1885), сохранить, уже в пер­
вом приближении, в дифференциальных уравнениях (1), (2) некоторый 
члены, дающие возмущения. Таким путем легко получается промежуточ­
ная орбита, более точная, чем взятая Лапласом. Эта идея была усовер­
шенствована Тиссераном и Андуайе.1

1 F. Tisserand, Traité de Mécanique Céleste, 3, 118—140.
2 G. W. Hill, On Intermediary Orbits in the Lunar Theory, Astr. Journal, 18, 1897,81—87 

(Works, 4, 1907. 136-149).

Хилл 2 предложил в пертурбационной функции, дающей возмущения, 
производимые Солнцем, выделить член, пропорциональный квадрату ра­
диуса-вектора, и член, пропорциональный квадрату расстояния Луны от 
плоскости эклиптики, т. е. положить

где через Д' обозначена остающаяся часть пертурбационной функции.
Первый из выделенных членов дает силу, пропорциональную г, а по­

тому поворачивающую линию апсид; второй член дает силу, произво­
дящую движение узлов.

Для первого приближения возьмем, отбрасывая Д' и выражая осталь­
ные члены через и и х:

и =и (1 + з) ~2 1 аи “2 -ф- (а + Ь) а2 и~\

Подставляя это выражение в уравнения (1) и (2), получим:

2+“ + «о-’ —т(1 + з‘)4 =0

2з + з + ?“~‘з = 0, 

где
а = ай~2, ¿й-2, 7 = й~2.

Первое из этих уравнений, определяющих искомую промежуточную 
орбиту, может быть проинтегрировано в конечном виде при помощи эл­
липтических функций, если з = 0, после чего полное решение системы 
легко находится последовательными приближениями, если воспользо­
ваться малостью з. 1

1 По вопросу о применении промежуточных орбит в теории движения Луны можно 
еще отметить следующие работы:

А. М. Жданов. Теория промежуточных орбит и приложение ее к исследованию 
движения Луны, СПб 1888.

А. В. Краснов, Теория солнечных неравенств в движении Луны. Казань 1894.
A. W. К г a s s п о w, Zur Theorie der intermediären Bahnen des Mondes, Astr. Nachr., 

146, 1898. ’© ГП
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ГЛАВА XVIII.

ТЕОРИЯ ДВИЖЕНИЯ ЛУНЫ, ОСНОВАННАЯ НА РАБОТАХ ХИЛЛА.

§ 129. Введение.
Хиллом и Адамсом были даны методы, позволяющие сравнительно 

просто находить главнейшие неравенства движения Луны с неограничен­
ной, практически, точностью. Эти весьма эффективные методы, непо­
средственно примыкающие, как уже было отмечено в § 117, к идеям 
Эйлера, позволили Брауну построить наиболее полную теорию движения 
Луны.

Одной из характерных особенностей работ Хилла по теории движе­
ния Луны является употребление прямоугольных координат вместо по­
лярных. Хилл отмечает, что в случае применения прямоугольных коор­
динат дифференциальные уравнения движения имеют более простую, 
чисто алгебраическую форму, тогда как употребление долготы и широты 
вводит в уравнения тригонометрические функции. С другой стороны, 
в случае невозмущенного эллиптического движения прямоугольные коор­
динаты (§ 85) сравнительно просто могут быть выражены в виде явных 
функций времени, тогда как соответствующее выражение истинной ано­
малии (§ 82), а следовательно и долготы, несравненно сложнее. Можно 
думать, что и для возмущенного движения явные выражения прямоуголь­
ных координат будут иметь более простую структуру, чем соответствую­
щие выражения полярных координат.

Сравнивая метод интегрирования уравнений движения в прямоуголь­
ных координатах с методом вариации элементов и с методом Делоне, 
Хилл и здесь усматривает превосходство первого метода. Действительно, 
если мы желаем вычислить возмущения с очень большой точностью, то 
необходимо прибегнуть к способу неопределенных коэффициентов, чтобы 
получить закон составления последовательных членов. Но этот способ 
одинаково удобно применяется к дифференциальному уравнению любого 
порядка, тогда как увеличение числа неизвестных и числа уравнений 
сопровождается значительным увеличением работы.

На основании всех этих соображений Хилл считает целесообразным 
выполнить интегрирование уравнений движения Луны в прямоугольных 
координатах. Когда прямоугольные координаты найдены, вычисление соот­
ветствующих полярных координат не представляет никаких трудностей.

Уже Эйлер, во втором мемуаре, пользовался эклиптической прямо­
угольной координатной системой, вращающейся со скоростью, равной 
средней скорости Луны. Хилл пользуется аналогичной системой, но вра­
щающейся со скоростью, равной средней скорости Солнца.

Адамс и вслед за ним Хилл систематически проводили идею Эйлера 
отдельного определения неравенств различной степени относительно 
параметров. Так, например, Хилл вычисляет сначала часть движения пе­

ригея, не зависящую от эксцентриситета солнечной орбиты; затем ту 
часть, которая пропорциональна первой степени эксцентриситета, и т. д.

Эту идею Хилл распространяет и на первое приближение: вместо 
того, чтобы исходить из эллиптической орбиты, получающейся в пред­
положении, что масса Солнца т’ равна нулю, он полагает в первом при­
ближении, что параллакс Солнца равен нулю. Это приводит к рассмо­
трению своеобразного вырождения проблемы трех тел, когда одно тело 
уходит в бесконечность, но продолжает влиять на движение двух других. 
Таким образом получается вариационная орбита, заключающая все 
неравенства, зависящие от углового расстояния Луны и Солнца и слу­
жащая исходной промежуточной орбитой.

Можно обратить внимание еще на одну особенность работ Хилла. 
В то время как все его предшественники за один из параметров, по сте­
пеням которых разлагаются возмущения, принимали отношение

п'

средних сидерических движений Солнца и Луны, Хилл предпочитает раз­
лагать возмущения по степеням отношения

пт =------- Т, п — п
так как в этом случае ряды сходятся много быстрее.

§ 130. Уравнения движения.
Возьмем прямоугольную геоцентрическую систему координат, у кото­

рой плоскость ху совпадает с плоскостью эклиптики и которая вра­
щается вокруг оси г с постоянной угловой скоростью, равной п'.

Уравнения движения Луны в этой системе координат напишутся, 
очевидно, следующим образом (ср. § 38):

(Ух ,ду— 2« ~ — п 2х (11 дх

У у . ,дх ,
¿У (0

Уг дУ
Л2 дг ’

где через V обозначена функция сил, равная, на основании § 4, такому 
выражению:

* г +* £ Т Д

и 
и

(§

Здесь Т, Ь V. т! обозначают, как и раньше, массы Земли, Луны 
Солнца; через гиг' обозначены геоцентрические расстояния Луны 
Солнца, а через А — расстояние между нимиу

Разложение в ряд двух последних членов дает, как мы уже видели 
120, примечание II):

7 = +г 1 Г\ \ И /Л=2 ' */
Рп (СОЗ Щ),© ГП
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где через г1 обозначено расстояние Солнца от центра инерции Земли 
и Луны, а через угол между радиусами-векторами г и г^.

Движение Солнца относительно центра инерции системы Земля — 
Луна мы можем считать строго эллиптическим (§ 120, примечание I), по­
этому, обозначая через а! большую полуось орбиты Солнца, мы будем иметь 
соотношение

п'2а'3 = ^т'.
(7’4- Ь т' можно заменить через т').

Следовательно, учитывая, что х2=Г.

У = *2?^4-л'згз^^^^-7+- • • (2)

Все ненаписанные нами члены имеют множителем
фт' / а'\3 1
—"т— — п { — I — \ГП Н

и потому обратятся в нуль, если а и т' увеличивать до бесконечности, 
сохраняя конечным отношение

&т'

Отсюда ясно, что для получения неравенств Луны, независящих от 
параллакса Солнца, в уравнениях (1) надо взять вместо V функцию

^^-T^+i^i^y^cos2^-^ (3)
Г Z \ '1 /

Хилл определяет, в первую очередь, неравенства, которые не зависят 
не только от параллакса Солнца, но и от эксцентриситета солнечной 
орбиты. Если е' — 0, то Солнце будет двигаться равномерно с угловой 
скоростью п', поэтому мы можем ось х направить так, чтобы она всегда 
проходила через Солнце. В таком случае будем иметь

Xе — а’ V = 0, z' = 0,
и потому

, „ xx'-V yy'4~zz'гг = а, г cos Hi =------ 1--------------= х.
Г1

Итак, в этом случае за функцию сил надо взять

У2 = *2 4- «'г (Зх2 _

Введем, наконец, параметр т, определяемый равенством 

где л — среднее сидерическое движение Луны, и напишем функцию V, 
в следующей окончательной форме:

д'2(х2 4- ^^(„-„'^(Зх2 —£2). (4)
гл л

Положим, далее,
/i = V2 + Q, 

где, как легко видеть,
1 л Г а'3 /о32 = т2 (п — л')2 3 —г2 cos2 — Зх2 —г2 ( 1---- гг
2 v [ ri \

Уравнения (1) для функции сил V = V4 напишутся так:
d2x
dt2 -2^= (n — n')2 XX dQ

----- ;4-377Z2x4- r3 1 dx
d2y
di2 +2”'« = (n — nJ Г xy dQ

r3 ' dy
d2z xz , . ^2]
dt2 = (n~ n')2 ----- 5 — m z +r3 1 dz]

где

(п— п'}2
Полагая т = (л — n')t, окончательно получим следующие уравнения 

движения:
d2x 
dx2

_ dy . xx- 2” ¿ + 75- 37П2х = ¿2 
dx

d2y 
dx2 1 d- 1 r3 =

£2
<iy

(6)

d2z , xz , dQ
du2 +7.+ m2z = dz ’

соответствующие случаю, когда параллакс Солнца принимается равным 
нулю. Если эксцентриситет солнечной орбиты также равен нулю, то 2 = 0. 

Так как
2л , 2л

П~ 27.32166 . П ~ 365.24220 . Г.

и время / выражено в сутках, то т можно определить как время, выра­
женное в таких единицах, что синодическое обращение Луны становится 
равным 2л.

Луна находится в сизигиях для т = 0, л, Зл, . . . , в квадратурах — для

§ 131. Преобразование Хилла.
Для того чтобы облегчить применение к уравнениям (6) способа 

неопределенных коэффициентов, Хилл вводит новые переменные. Положим 
и — х-\-у1, в = х—у!, 

тогда первые два из уравнений (6) могут быть заменены такими:
32и . Ли . хи 3 , , . . од24- 2пи — 4- — — — т2 (и 4- у) = 2 —
дт2 ' Зи ' г3 2 VI/
б2з Л хз 3 . пд2— 2.1т — 4- — — — т2 («4- я) = 2-^-.ах2 ск ' г3 2 V и /
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Введем, далее, новую независимую переменную С при помощи 
равенства

С = exp (xi).
Так как 

' £ ——г £
(Ц~ dx (К ~ (ГЛ

то, пользуясь оператором

приведем уравнения движения к такому виду:

D2u + 2mDu+ т2 (и + з) - = - 2 I

D2s — 2mDs + ~ т2 (и + s) — = ~ 2 ~

(

(8)

dx\2 \ /dy\ 
dz ) ' ( dz )

где г2 —usz2.
В дальнейшем нам, кроме этих уравнений, понадобится еще одно 

соотношение, аналогичное интегралу живых сил. Для вывода этого соот- 
о е, ndz ношения умножим равенства (6) соответственно на 2—, 2^, 2^, сло­

жим и проинтегрируем полученный результат. Это даст

dz\2 2z Г=^4- 37722^-^2^ + 2 d'Q-C,

о
где положено

<22 dx dQ dy № dz 
dx dx ' dy dz ' dz dx

слева стоит квадрат относительной скорости Луны, которую мы будем 
обозначать через V.

Вводя сюда наши новые переменные, получим:

£и-/)з + (Дг)2+^ + $ Pd'Q^C. (9)
* 5^

Если 2 = 0, то это соотношение дает первый интеграл, носящий на­
звание интеграла Якоби (ср. § 38).

Уравнения (8) неудобны для применения способа неопределенных 
коэффициентов благодаря наличию членов, заключающих г~3. Для полу­
чения более удобных уравнений умножим равенства (8) на з, и, 2z и сло­
жим. Это даст

s D2u + и D2s + 2z D2z — 2т (и Ds — s Du) +

d'Q =

q 9-/+ ^m4u + s)2-2m2z2--

Исключив отсюда член, заключающий г \ при помощи соотноше­
ния (9), получим первое из двух следующих уравнений:

О2 (пз + г2) — Ви-Оз —(Ог)2 — 2т (иВз— зВи)-]-

+ -1/пг(ц + 5)2 —3/п2г2 = —2 С¿'2 —2 (з^З+а^ + г—^+С
4 Д \ <>и (10)

В (и Оз — з Ви) — 2т О (из) + у т2 (и2 — з2) = з ™

Второе уравнение получается, если уравнения (8) умножить соот­
ветственно на —з, +«, 0 и сложить.

Обратимся теперь к тому простейшему случаю, когда движение Луны 
предполагается происходящим в плоскости эклиптики и, кроме того, 
эксцентриситет солнечной орбиты принимается равным нулю. В этом 
случае 2 = 0, 2 = 0, вследствие чего уравнения (10) и (9) обращаются
в следующие:

9
В2 (us) — Du-Ds — 2т (иDs — sDu) + 4- m2 (и-\-s)2 — C

3
D(uDs — s Du) — 2m D (us) + -y m2 (u2 — s2)

3 1
Du • Ds + — m2 (u + s)2 + 2x (us) 2 = C.

Необходимо отметить, что уравнения (11) не вполне заменяют 
воначальные уравнения

3 __
В2и —2т Ои —|(у Н“ $) — (^) 2 — И

3 3
О2з—2т Дз+ ?--т2(и-\-з) — хз(«з) 2=0,

(11)

(12)

пер-

(13)

получающиеся из уравнений (8) при г = 0, й = 0; после того как будет 
найдено решение уравнений (11), необходимо еще, подставив это решение 
в одно из равенств (12) или (13), установить связь между постоянными 
х и С.

§ 132. Вариационная кривая.
Общее решение уравнений (11) или эквивалентных им уравнений:

d2x п dy . _8 ]—-— 2т^--\--/.хг —Зот2% = 0
¿т2 dx 1

№у . _ dx . -з п+ 2т — +хуг = 0,dx2 1 dx 1 х ’ )

получаемых из (6) при г = 0, 2 = 0, содержит четыре произвольные 
постоянные.

Попробуем определить эти четыре постоянные так, чтобы соответ­
ствующая траектория была симметрична относительно обеих осей коор­
динат. Для этого прежде всего необходимо, поскольку траектория пред­
полагается без особых точек, чтобы она пересекала каждую ось под
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прямым углом. Таким образом, обозначая через А абсциссу точки пере­
сечения с осью х, мы должны иметь:

dxх = А, у = 0, — = О для т = 8,

где р — произвольная постоянная. Присоединяя сюда равенства
х = 0, £ = 0,

ах
выражающие тот факт, что пересечение с осью у происходит также под 
прямым углом (в некоторый момент х, который мы можем исключить из 
этих равенств), получим четыре условия, определяющие, вообще говоря, 
решение системы (14). Это решение будет зависеть от двух произволь­
ных постоянных А и р. Что оно будет симметрично относительно оси х, 
видно из того, что уравнения (14) не меняются при замене РД-т через 
р — т, если одновременно у заменяется через —у, а х остается без изме­
нения. Так же убедимся в симметрии относительно оси у.

Для сокращения письма положим Р = 0, что равносильно счету вре­
мени т от момента пересечения с осью х. Момент первого пересечения 
с осью у примем равным (чем определяется период рассматриваемого 
решения).

Принимая все это во внимание, будем искать частное решение вида 
х — Л i eos х —|— А3 eos Зт —|— eos 5т —|— ... 1 ,
у = А[ sin х -[- Д' sin Зт + X sin 5т -j- . . .] '

или, переходя к переменным и, s и С:

°=2 Я+е+1+-4
о 1 ;
оо / i -i \

s=2 и (Ап+' ~ с ■о 1 7

Положим
^A+l ~ а (^2А 4“ 2й—2)’ ^24+1 ~ а ia2k а — 2А—г)’

тогда
—ОО СО

(16)
-- ОО — со

и задача приводится к нахождению коэффициентов а0, а2, a_v av .
Так как нами выделен общий множитель а, то мы можем считать, на­
пример, Оо = 1, чем и определяется значение а.

Чтобы облегчить подстановку выражений (16) в уравнения (И), 
найдем предварительно входящие в эти уравнения величины. Легко ви­
деть, что

k h

= а2 У У ak a^k ,
i k

где /=^4-й-|-1 пробегает все значения от — оо до Д-оо-

Аналогично

ц2 = а2 a2kU 21-2/1-2 ’ S2 — а2 2 а — 2А-2 a2k-2i^“1 *
i k i k

Так как
DS = &^2k+V)a_2k_2 C2^1, 

* *
то

Du • Os = a2 2 2 (2* + 0 <2/ ^-2/
/ k

uDS-sDu = 2a^^í-2H-\) a2k C2i.
i k

Наконец
№(<») = «’2 J¡4/í 

i k

Подставляя все эти выражения в уравнения (13) и приравнивая 
коэффициенты при С, получим следующие соотношения:

J ^+(2^+1)(2^-2/+ 1) + 4(2^-гЧ-1> + | ^1 a2k a2k_2¡+
k L 1

4“ m2 a2k (a2l—2k—2 4- a -2i— 2A—2)   0
A

4/ 2 <2* - '4- 1 4- "0 a2k @ 2k—2i - 
k

32" a2k(a2i—2A—2 °—2i—2A—2) = 0-
A

(17

Для г = 0 второе из этих уравнений обращается в тождество, 
а первое должно быть заменено таким:

2[(2*-Н)2 + 4(2£+1> + |ОТ21^ (18)
А I 4 А

В следующем параграфе мы увидим, что коэффициенты а2и, удовле­
творяющие уравнениям (17), не только существуют, но и могут быть 
сравнительно очень просто найдены, по крайней мере для малых значе­
ний параметра т. Так как соответствующие ряды (16) или (15) сходятся, 
то тем самым доказывается существование частного решения уравне­
ний (14) требуемого вида.

Кривая, определяемая уравнениями (15), получила название вариа­
ционной кривой. Покажем, что она действительно имеет связь 
с неравенством движения Луны, именуемым вариацией.

Заметим прежде всего, что выражения (15) будут удовлетворять 
уравнениям (14) и в том случае, если х мы заменим через х — р, где р— 
произвольная постоянная.

Обозначим через и истинную долготу Луны в момент I. Средняя 
долгота Луны для того же момента может быть представлена в виде 

Рассмотрим выражения
гсоэ(а—п? — е) и — п1— е).© ГП
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Имеем
V — nt— s = v — n't— е' — (л — n')t-\-(e' — е) = 

— V— n't—в'— (т— Р),
где через л'/Д-е’ обозначена средняя долгота Солнца и положено

Р = е' — е.

Но, поскольку ось х проходит через среднее Солнце,
X = reos (v — n't—е'), J = Г sin (о — n't — е');

поэтому
г eos (у — nt — а) = х eos (т — Р) + у sin (т — Р) 
г sin (и — nt — е) = у eos (т — р) — х sin (т — р).

Таким образом, заменив в выражениях (15) т через т— р, оконча­
тельно получим:
rcos(n —zzí—e) = a[14-(o2 + a-2)cos2(T'_^4"(ai + a-*)cos4(T — W4-• . .] 
г sin (у — ni —е) = а [ (а2 —e_2)sin2(T —р) + (а4 —а_4) sin4(T—р)+. . .].

Эти два уравнения определяют движение Луны, соответствующее 
рассматриваемому частному решению системы (14). Чтобы найти из них 
долготу Луны, можно воспользоваться равенством

V— nt— е = tg (у — nt—е)—x-tg3(y — nt—е)+ . . . О
Мы скоро увидим, что коэффициенты а2й и a_2k суть величины по­

рядка 2# относительно т; в частности
4 1 lo 5

«2=16^ +• • •, = .

Поэтому, ограничиваясь членами третьего порядка: 
(11 13 \

g- т2 4* g- т? 4" • • • j sin 2 (т — Р) + . - •

Сравнивая это разложение с формулой (45) в § 127, мы видим, что, 
действительно, сохраненные нами члены в функции сил воспроизводят 
вариацию, чем и оправдывается название, данное кривой (15).

§ 133. Вычисление коэффициентов.
Обратимся теперь к решению уравнений (17). Прежде всего заметим, 

что их можно заменить несколько более простыми, если, умножив со­
ответственно на 2 и на 3, составить сумму и разность этих уравнений. 
Получим:

[8*2 — 8 (4/ — 1) * Д- 20/2 _ 16/-ф + 4 (4^ - 5Í + 2) /п + 9m2] a2k a2k_2¡ 4- 
k

Д’ 9m2 a2k u2¡_2fe_2 = 0 
k

R2 + 8 (2/ 1) ^ - 4/2 4- 8/ 4- 2 4- 4 (4^ 4- / 4- 2) от 4- 9m2] a2k +
*

Д-9m2 a2ft a2í_2ft_2 = 0. (19)

Чтобы получить члены, содержащие аоа2. и аоа^, надо в первой 
сумме каждого из этих уравнений взять члены, соответствующие значе­
ниям & = 0 и # = /. Эти члены таковы:

[20/2 — 16/4- 2—4(5/ —2)т4-9т2]а0 а_2/- +
-ф [— 4/2 — 8/4-2 — 4 (/ — 2) т 4* 9т2] а0 а21;

[— 4/2 -ф 8/4- 2 4- 4 (/ 4- 2) /л 4- 9т2] а0 а_2. +
4- [2О/2 4-16/4- 2 4~ 4 (5/ 4- 2) т 4-9т2] со аи •

Сообразно с этим, умножим первое уравнение на
— 4/2 4- 8/4- 2 4~ 4 (/ 4~ 2) т 4- 9т2, 

второе на
— 20/2 4_ 16/ _ 2 4- 4 (5/ — 2) т — 9т2

и сложим полученные равенства; таким образом получим уравнение, не 
содержащее уже члена с произведением а0 а_2.. Полагая

_ 4(/ — 1) ^4-4/2 4-4/— 2 — 4 (^ — /4- l)m4-m2
— i 2 (4/2 — 1) — 4m4-m2

Зт2 4/2 — 8/ — 2 — 4 (/ 4- 2) т — 9т2
— T6F 2(4z2 —1) —4т 4-т2
_ Зт2 20/2 _ 16/4- 2 — 4 (5/ — 2) т 4- 9т2

Гб/2 2(4/2 — 1) — 4т ф-т2 ’

(20)

окончательно будем иметь:

2 | [Ф #] Я2й °2й—2; Д’ И 02к °21—2Й—2 “Ь (О ®2А Я—2/—2А-2 | = (20
Нетрудно видеть, что это одно уравнение вполне заменяет собой 

систему (17). Действительно, уравнения (17) эквивалентны уравнениям (19), 
каждое из которых является следствием другого: например, если в пер­
вом из уравнений (19) заменим и / через £— /и — i, то получим второе.

Уравнениям (21) придана форма, наиболее удобная для определе­
ния ау, так как

[/, 0] = 0, [/, /] = — 1, 
а величины [/] и (/) — второго порядка относительно параметра т, ко­
торый мы продолжаем считать малой величиной.

Допустим, что а2й порядка 12# | относительно т. В таком случае, 
сумма

(О а2А 2/—2Й-2 (22)
*

при / > 0 будет состоять из членов, имеющих порядок по крайней мере 
на 4 единицы больший, чем порядок того члена уравнения (21), порядок 
которого наименьший. Точно таким же свойством будет обладать сумма 

2 и <23>
к

в случае / < 0. Значение / = 0 здесь, так же как и в уравнениях (17), 
рассматривать не приходится.© ГП
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Обратимся теперь к вычислению коэффициентов а2к в первом при­
ближении. Для этого напишем уравнения (21) для различных значений /, 
сохраняя каждый раз лишь члены наименьшего порядка. Учитывая только- 
что отмеченные свойства сумм (22) и (23), получим (в этих равенствах 
мы сохраняем а0 = 1 для того, чтобы был яснее закон составления по­
следовательных членов):

а3 = [1] д0 а0
й—2 = (—1) а0 а0

a^ — [2] (До д2 + д2 йо) + [2, 1 ] о2 Я—з
О—« = (—2) (Со ^2 о3 аф + [— 2, — 1] а2 г

a^ = [3] (До a^ + д2 о2 -ф а^ + [3, 1] о2 О—14“ [3, 2] 04 а—2
0—й = (-- 3) (Яо а4 + а2 а2 4- ао) 4~ I--- 3» —' 1] О— 2 О4 4“ [--- 3, ---2] 0—4 02

о» — [4] (О0 О6 4- 02 4- а4 02 + #в ао) 4- [4> 1] о2 а_в +
4- [4, 2] a^ о4- [4, З]«ва_3 

о-в = (— 4) (д0 с6 4- о2д4 4- д4а2 4- а^ 4- [—. 4, — 1 ] о_2 вв +
4“ [— 4, — 2] 0—4 4- [— 4, — 3] О-в о2.

Решение этой системы рекуррентных уравнений не представляет 
никакого затруднения, причем для а2к получается величина порядка 12# ф 

Чтобы получить более точные значения, нужно вычисления повторить, 
сохранив на этот раз в уравнениях (21) не только члены низшего по­
рядка, но и следующего. В первом приближении мы получим а2к с ошиб­
кой порядка |2£|+4, во втором — с ошибкой порядка 12^ ]-ф-8 и т. д. 
Так что последовательные приближения будут сходиться, при малых 
значениях т, весьма быстро.

Чтобы показать, насколько просты вычисления, приведем уравнение, 
служащее для вычисления а2 с ошибкой 14-го порядка. Оно таково:

®2== [1] (1 4- 2Д—2 а2 + 2д—1 о^ + (1) (рТ_2 + 2й—4 + 2о2 в) -ф 
+ [1, — 2] а_4 а— в 4- [1, — 1] 0—2 й—4 4- 2] я4 я2 + [1, 2] а6 а^.

Что касается до вычисления величин [/, #], [/] и (/), то формулы (20) 
могут быть упрощены.

В самом деле, нетрудно видеть, что

[U]+ [-+-*] = 2* .________W—£)
i ' 2 (4/3 — 1) — 4m -ф т2

L
_______1 +m_______  

2(4z2— 1) — 4т-\- т2.

Точно так же
í-i i / л 3 3/4-14-2mИ+( о- 2/2(4/2—1) —4m + m2m

гл / л 27 з 16/2 — з/_5-(3/+11)тИ ~ = 8Í2 2Р "^-1)-Ш'т
(240

Эти формулы удобнее, чем (20).

В том случае, когда вариационная кривая должна быть получена 
только для одного определенного значения т, проще всего находить 
сразу численные значения коэффициентов. Хилл полагает

л = 17 325 594".06085, л' = 1 295 977".41516, 
что дает

т = —- — = 0.08084 89338 08312.л — л

С этим значением т он заготовляет сначала при помощи только" 
что указанных формул все необходимые величины [г, £], р], (/), после 
чего переходит к вычислению о2, л_2, . . . последовательными приближе­
ниями. Вычисление первых двух коэффициентов имеет такой вид:

1-е прибл., член 2-го пор. 4-0-00151 58491 71593 —0.00869 58084 99634
2-е „ „ 6-го „ -0.00000 01416 98831 4-0.00000 00615 51932
3-е „ „ 10-го „ 4-0.00000 00000 06801 —0.00000 00000 13838

о, = + 0.00151 57074 79563 а_ = -0.00869 57469 61540

Окончательные результаты Хилл дает в следующей форме:

rcos(y —л/—е) = а [1—0.00718 00394 81977 cos 2ф — р) 
4-0.00000 60424 47064 cos 4(т —₽) 
-ф 0.00000 00324 92024 cos 6 (т - р) 
-ф 0.00000 00001 87552 cos 8 (т — ₽) 
4- 0.00000 00000 01171 cos 10 (т — Р) 
4-0.00000 00000 00008 cos 12 (т — Р)]

rsin(a — л/—е) = а[-ф0.01021 14544 41102 sin 2(т —Р) .
4-0.00000 57148 66093 sin 4(т-₽) 
4-0.00000 00275 71239 sin 6ф —р) 
+ 0.00000 00001 62985 sin 8ф —р) 
+ 0.00000 00000 01042 sin Ю(т - Р) 
4-0.00000 00000 00007 sin 12(т-Р)]

Приводя этот результат в прибавлении к упомянутому выше 
(стр. 321) переводу Эйлеровой „Новой теории движения Луны“, акад. А. Н. 
Крылов замечает, что а - Ю-14 составляет в расстоянии от центра Земли 
до центра Луны величину в 4 микрона. Эта необычайная, хотя практи­
чески и совершенно бесполезная точность свидетельствует о чрезвы­
чайной мощи метода Хилла, так как метод Хилла позволяет получить 
такую точность при помощи сравнительно весьма небольшой вычисли­
тельной работы.

§ 134. Общие выражения коэффициентов.
Уравнения предыдущего параграфа могут быть использованы не' 

только для определения численных значений коэффициентов а^, но и для 
получения общих выражений этих коэффициентов в функции т.

Формулы (24) и (24') показывают, что множители [/, + [/], (/) яв­
ляются рациональными функциями т со знаменателями

2(4/2—— 4т+ т2. (25)© ГП
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Отсюда легко заключить, что каждый из искомых коэффициентов 
представится, в результате проведения последовательных приближений, 
двойным рядом вида

a2k = 4
М2

6 — 4т-]~т2' (6 — 4/д 4~ т3У

30 — 4/77 /Я2 ~ (30 — 4/77 4" /772 )2
(26)

где каждая из величин MY, . . . , . есть двучлен вида
Ат^Вт1^1 

с рациональными коэффициентами. i

Написанный ряд может сходиться лишь для значений т, которые 
меньше наименьшего по модулю из корней знаменателей (25), т. е. для

Разлагая каждый член ряда (26) по степеням т, Хилл получил
3 1 7 11 30 749

а2 = 16 77/2 7773 + 243“ 7774 +2432 77,8 — 212.зз т “

1010521 7 18 445 871 „
_____________гп ‘-------------------------------________
2И.ЗЧ5 2i°.35.52

. 19 „ 5 ,
~зт “

. 3 574 153 7 .
+ 24.35.5 т1 +

25 Л . 803 , .
+ 2^т

43 4 14 .
243^ з^7”
55 218 889

29.36.52
6109

25.32.52

mA 4

mA 4

а —4

237 203 647 
2i®.32.54 
23 . .

^5-СТЭ+- 

, 79 400 351 
2i«.32.54

а6 =

2 114 557 853 п
212.38.53

7381 « , > .—.---------------щв _L
210.34 С

13 620 153 029 „
г 212.37.53 
897 599 , . 
28.33.53

„ 44 461 407 673
21б.34.5®.7

299 й . 56 339
25.3.52 1 28.32.53

mA 4- 8 085 846 833
• 2i4.34.55.7

833 R , 27 943 7 , 12 275 527
212.3 2U.5.7 т + 2ю.32.52.72

, 27 409 853 579 „ ,

1
26.3

~ 212.34.53.73 1
к , 71 7 . 46 951

т ^г21.3.бт 28.32.52.7

, 14 086 643 „ ,

3537 « । ^ = ^^4

27.34.53.72
111 809 667

23
a-s 2И.З mA 4

217.32.5.72 ' ‘
1 576 553 0 .
2i7.32.72 •

Весьма трудный вопрос о сходимости полученных степенных рядов 
был изучен А. М. Ляпуновым в его замечательной работе „О рядах, 
предложенных Хиллом для представления движения Луны“, в которой 
он доказывает, что рассматриваемые ряды сходятся для т —. Так как

для Луны т — 0.080 8. . то законность применения метода Хилла
в этом случае, таким образом, может считаться доказанной вполне строго. 

Точная граница сходимости рядов Хилла остается неизвестной.
Если ограничиться членами второго порядка относительно т, то

3 19
“’-¡б”8'

поэтому уравнения (15) дают:
3

cost 4- ig'и2 cos Зт

I 3 2 0
Sint 4- Sin 3 т 16

Принимая во внимание, что
cos 3 т = 4 cos3 т — 3 cos т = cos т (1 — 4 sin2 т)
sin 3 х = 3 sin т — 4 sin3 т = sin т (— 1 4- 4 cos2 т),

уравнения вариационной кривой легко привести, в пределах принятой 
точности, к такому виду:

Г 3 1% = асоэт 1—т2---- -от2 sin2 т
4

Í3 11 4- /Л2 + у cos 2т I •

Таким образом вариационная кривая, имеющая при m — Q форму 
окружности, при возрастании т принимает форму, напоминающую эллипс 
е центром в начале координат и с полуосями, отношение которых равно 
(1 — ОТ2) : (1 4-ОТ2).

Заметим, что из двух последних равенств следует
г = а (1 — т2 cos 2 т).

Рассмотрим, наконец, вычисление общего множителя а выраже­
ний (16). Для этого надо взять какое-нибудь из неоднородных относи­
тельно и и s уравнений. Возьмем первое из уравнений (13), которое 
можно написать так:

£)2 + 2mD4-| \ 3 _ 3
т2 ) и 4- -у m2s = х и (us} 2

или

*2
6

(М+ 1)»+2т(2*+ <!’+1 +
о 3+ 4^ay a2k ,© ГП
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потому что

^‘=»2«» Г»-.
Это равенство при С=1 дает

а £ [ (2£ + I + /^ + 2/^ а2/г = ха~2 (£ П

или, так как
(л—л')-? = #2(Г+£)

аз = /р (г+ ц (1 + ту ( 2 "2 [(2* + 1 + ту + 2т^~".

Обозначим через а большую полуось, соответствующую среднему 
движению п в невозмущенном движении. Третий закон Кеплера дает 

п^— (Г+£).

Сравнивая это равенство с предыдущим и пользуясь указанными 
выше значениями коэффициентов а^, легко найти, что

67 .
288 т6

45 293
41472 т6 —(л 1 , i 1 , । 407 .

У
8761 7 4967 441 . 14 829 273 q ,
6912 т 7 962 624 + 39 813 120 т + * ’ ’

Таким образом форма вариационной кривой вполне определяется 
величиной т, для определения же размеров этой кривой, характеризуе­
мых величиной а, надо еще знать п.

В дальнейшем нам еще понадобится соотношение (*) между х и а, 
которое с точностью до членов порядка т2 включительно может быть 
написано так:

xa“3 = l + 2m+ -|~^2 + • • •

§ 135. Орбиты, бесконечно близкие к вариационной кривой.
В предыдущих параграфах мы подробно изучили вариационную 

кривую, иначе говоря, частное решение уравнений (14), имеющее 
форму (15). В какой мере это решение является частным с точки зрения 
приближения к действительному движению Луны, можно судить по тому, 
что при /77 = 0, когда уравнения (14) обращаются в хорошо известные 
уравнения проблемы двух тел и, следовательно, дают эллиптическое 
движение, формулы (15) обращаются в

х = асоэт, у = аз1пт, 

т. е. представляют круговое движение.
Таким образом, при малых значениях т мы можем рассматривать 

движение, представляемое вариационной кривой, как движение по круго­
вой орбите, деформированной притяжением Солнца. Поскольку действи­
тельная орбита Луны гораздо ближе подходит к эллиптической орбите, 
чем к круговой, мы не можем ограничиться изучением решения (15) урав­
нений (14) и должны рассмотреть более общие решения этих уравнений.

Назовем вариационной орбитой общее решение уравне­
ний (14), заключающее четыре произвольные постоянные.

Переходя к сложной задаче определения вариационной орбиты, начнем 
с изучения частного случая, а именно с определения орбит, бесконечно 
мало отличающихся от вариационной кривой, т. е. таких орбит, которые 
соответствуют эллиптическим орбитам задачи двух тел, имеющим столь 
малый эксцентриситет, что квадратом этого эксцентриситета можно 
пренебречь.

Напишем прежде всего эти уравнения в таком виде:

где

(Рх п ду дР д2у . _ дх дР
дх2 дх дх dx* 1 dx ду

F^xr-^^-m^x2.

(27)

Обозначим через х, у координаты произвольной точки Р вариацион­
ной кривой (15), а через х-|-8х, координаты соответствующей
точки Р' близкой орбиты, причем под соответствующей точкой пони­
мается точка, относящаяся к тому же моменту т. Приращения 8%, 8у мы 
рассматриваем как величины бесконечно малые, квадратами и произведе­
ниями которых можно пренебречь.

Подставляя в уравнения (27) координаты точек Р' и Р и вычитая 
почленно полученные равенства, будем иметь для определения прираще­
ний 8х и оу следующие уравнения:

—— — 2тл 8д/ — З/7дх2 dx дх
й* д д

где
87 = ^ +

дх ' ду
Соотношение (9) дает, поскольку 

в рассматриваемом случае 2 = 0 и 
2 = 0, интеграл Якоби в таком виде:

=2Л—С. (29)дх у 1 \ дх у 4 7
Ограничимся рассмотрением лишь таких смежных орбит, для кото­

рых постоянная С имеет то же значение, что и для исходной вариацион­
ной кривой. Поступая с интегралом Якоби так же, как мы только-что 
поступили с уравнениями (27), получим:

дх дох , ду dby _ 
дх дх ' дх дх (30)

Обозначим через 87 и 8^ тангенциальное и нормальное смещение 
точки Р' относительно Р, а через ф— угол, образуемый касательной 
к вариационной кривой с осью х (рис. 15). Очевидные равенства

8х = 3 Т cos ф — oN sin ф
оу = оТ sin ф -ф- 82V cos ф
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позволяют из уравнений (28) и (29) получить уравнения, определяющие 
oN и аТ, что мы и сделаем.

Займемся сначала преобразованием уравнения (29). Прежде всего 
имеем:

dox . ,doN . ,^б^ . боТJ — --  Sin ф —----- Sin фо Г -J14- cos Ф ------ cos фоЛ^ —бх т Л T dx 1 T dx T dx
dZy . , d^N . ,Л_^ф . . tdoT . ^..d)— =4-со5ф-^4-созф87^4-sin ф —_8щфо^^>

а так как
^=Усоэф, ^=Vsinфj (33)
dx 7 dx 1

то уравнение (30) заменится таким:

= ЗЛ (34)
\ i/Т UT J

С другой стороны, из равенств (33) имеем: 
, , dyldx d2y dx d2x бу
ф — arctg , V ^2 ¿x ’

откуда, на основании (27), 

dx 1 ду dx dx dx
или, снова пользуясь равенствами (32) и замечая, что 

д . д . . д о , । । д г у— = созф------Sin Ф-т- ’ COS ф Sin ф-Т-, (35)dN 7 dy 1 дх дТ dx dy

получим окончательно
У^ + 2/л 

\ дх

Обратимся еще раз к интегралу Якоби (29), который дает 
ар{ бх~ dx '

Но
_1_ у

бх бх бх' ду бх дТ’
вследствие чего

6У дР 
бх ~дТ'

\__дР
J dN' (36).

(37)

(38)

Соотношение (34) напишем в таком виде:

( dx
dii
dx

У л дД   л дг I
Г" — ЪТ, дТ ’

Ч

откуда, исключая при помощи (36) и (38) частные производные функции Р,.
будем иметь:

dx dx V \бх I
(39)

Покончив с преобразованием интеграла Якоби и выводом вспомога­
тельных соотношений, обратимся теперь к уравнениям (28). Умножим их 
соответственно на —sin ф и 4- cos ф и сложим. Это даст

б2ох . . , 
^ Sin

б^у
бх2

i i о • 1 ICOS ф 4-2/77 ^4 Sin ф 4

. , 98F , , дор
= — Sin ф -Т----- Ь COS ф —— —т дх 1 ‘ ду

бох .L—-COS ф — dx
дор
dN' (40)

Выражение, стоящее в квадратных сЛэбках, при помощи соотноше­
ний (32) может быть заменено таким:

Точно так же

87V.doy . . 1 fáx , doT d^-у-sin ф - dx т H^cos ф dx dx

бох . , doN-— Sin ф - ат ‘
1 !Ь — COS Ф' ат dx

i

Дифференцируя это равенство и пользуясь снова равенствами 
получим

d2^x . . , Ду ^31ПФ+ ^созф = ¿w ^ф 
dx2 ' dx dx ^т.бх2

Все это позволяет представить уравнение (40) в таком виде:

дает

(32),.

J d2 
(dx2

2
I —2т doТ doF 

~d?~~dÑ 0. (41)

Преобразуем последний член. Прежде всего имеем 

д2Р 
dN дN д^°^^дТ ’

Дифференцирование по х равенства 

дб ¿Р . , дР 
дN^ С03 - ЭШ ф

д дР ¿ф др б дР ■ , б

_d^ дР 
~ dx дТ

d^F , д-Р , . , i d2. cos ф sin Ф -p- x ~

или, замечая, что на основании (35)
д2Р 

dÑd7~
д2Р . д?р' 
дх2' дуг

д2Р .
cos ф sin Ф 4" J^dy (c°s2 ф — sin2 Ф),

окончательно получим
d^ дР di^dF , д2Т 
dx dN'- ~Tx dT+ dNdT’

(42)
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Этим соотношением воспользуемся для того, чтобы исключить вто­
рую производную функции Р из равенства (42). Таким образом найдем

д*Р_д2Р ЬШ дР 3^дР\ 
дХ~дХ2 V \й1 дХ 61 дТ)~

ал» ' V у ¡кХу-Р у ¡к дт\’ 
др

если заменить его выражением (36). Наконец, при помощи равенства
(38) будем иметь

дЪР д2Р„. . .\6УЪТ
дХ~дХ*™ + V

Теперь, имея такое окончательное выражение последнего члена 
уравнения (41), мы можем это уравнение написать следующим образом:

i d2 /с?ф\2 n di/
— \di) ~2mfa 8^+2 di di V J

68N = 0,

д2Р\ 
i?2V2 J

или, пользуясь соотношением (39), 
d25X , 
di2 '

(43)

где
(44)

Для вычисления функции О можно воспользоваться следующими 
формулами:

д2Р д2Р д2Рда = 51пЧ3^~251п<|. +

di/  y~2fd2y dx d2x dy\
di \di2 di di2 di у ’

к которым надо еще присоединить соотношения (33).
После того как 87V найдено из уравнения (43), мы можем найти 8 Г 

при помощи уравнения (39).
Такой способ определения бесконечно близких решений применим 

ко всем уравнениям вида (27), в которых функция сил F не зависит явно 
от времени. Задача приводится, как мы только-что видели, к решению 
основного уравнения (43).

В интересующем нас частном случае функция сил имеет вид 
1 3

F = г. (х2 + У2) 2 + у т2*2, 

где х и у выражаются рядами (15).
Так как при замене i через —т, или через т + тс, координаты х и у 

либо не меняются, либо только меняют знак, то F есть четная периоди­
ческая функния 1, имеющая период тс. Легко видеть, что такими же свой- 
ствами обладает вторая частная производная так же как и произ- 

di/ _водная^. Отсюда следует, что 0 разлагается в ряд вида

0 = 4 + 2^1 cos 2т 4- 2q2 cos 4 т + . . .

Соответствующее уравнение (43) называется уравнением Хилла.
Можно показать, что функция 0 разлагается в ряд, расположенный 

по целым положительным степеням величин т, т2^, т2^2, откуда сле­
дует, что разложение по степеням т начинается с члена порядка 24 
Мы не будем останавливаться на доказательстве этого свойства коэффи­
циентов qk. Если произвести вычисления (для чего удобнее от перемен­
ных х и у перейти к и и з), то получим: 1

4 = 1 + 2m---- m2 m' 4 l^ms + ^m6 +
oz о

,533 7 , 11 230225 й , 1576 037 q .
+ 2.3s ” + - 2>.3* ” +

, 49 359 583 ,n . 720 508 007 ,, ,
+ 2»,3* ” 1 2«.3«.5 " + ' ' '

15 57 3 4 23 68 803 '
<h — 2 mi 4 ™3 11 m4 2.3 m 29 32 m

1792 417 , 7 172 183 „ 596 404 499 q
210.33 27.34.5 29.35.52

2 641 291 011 773 ,n , 
217.36.53 ~

,111 4 , 1397 . , 8807 R . 319003 7 ,
- +-16-m 2,.3.5 ”• + 2..3!.5, +

, 252 382 507 B ,
+ 2>o.33.5"m + ‘ • •

11 669 R .
Qz = 2э 772 + * ’ *

Приведем числовые значения этих коэффициентов для значения 
т = 0.08084 89338 08212, взятого Хиллом. Согласно его вычислениям имеем

0= 1.15884 39395 96583
— 0.11408 80374 93807 cos 2т
4-0.00076 64759 95109 cos 4т 
— 0.0000183465 77790 cos 6т 
4-0.00000 01088 95009 cos 8т 
— 0.00000 00020 98671 cos Ют 
+ 0.00000 00000 12103 cos 12т 
— 0.00000 00000 00211 cos 14т.

Численный метод позволяет определить коэффициенты этого ряда 
гораздо проще- при той же точности, чем алгебраический метод, осно­
ванный на получении только-что указанных разложений по степеням т.

В заключение заметим, что уравнение (39), служащее для определе­
ния 87", будучи написано с точностью до вторых степеней т, имеет вид:

°'4-7m2 sin 2т87" — 2^1 +m —% m2 cos 2т^оМ=0 
di 1 2 \ 1 4 / (45)

1 G. W. H i 11, Literal Expression for the Motion of the Moon’s Perigee, Annals of Mathe- 
ntatics, 9, 1894, 31—41 (Works, IV, 41—50).
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§ 136. Некоторые свойства уравнения Хилла.
В предыдущем параграфе задача отыскания орбит, близких к вариа­

ционной кривой, была приведена к решению уравнения Хилла
/72 х

+ = (46)

в котором коэффициент
0 = <72-фД?! cos 2г ф-2<?2 cos 4т-ф2<73 cos бтф- ■ • .

есть периодическая функция с периодом тс.
Рассмотрим прежде всего некоторые свойства этого уравнения,, 

являющиеся частными случаями свойств, присущих всем линейным диф­
ференциальным уравнениям с периодическими коэффициентами.

Обозначим через /(г) и <р(г) частные решения уравнения (46), опре­
деляемые начальными условиями

/(0)=1, /Д0) = 0; ?(0) = 0, ?'(0) = 1.

Так как эти решения образуют фундаментальную систему, то любое- 
решение F^) уравнения (46) может быть представлено в форме

Д^ДДДфВДф, 
где А и В — постоянные.

Уравнение (46) не меняется при замене г через т-фтс, поэтому 
/(т-фтс) и ® (т-фтс) суть также решения этого уравнения, и следовательно' 
существуют такие постоянные числа а, р, у, о, что

. J /¿уч
щф-фтс^Д^-ф-ВсДт). J

Покажем, что уравнение (46) имеет решение, удовлетворяющее 
условию

/Дт-фтс^у/Дт), (48)
где v — постоянный множитель.

Это условие дает (опуская для краткости аргумент т)

А (а/-ф 0?) + В Ы+ 3?) = * И/+ В^ >
откуда следует, поскольку решения / и <р образуют фундаментальную- 
систему:

Л (а — v) -ф = О, 4° -ф В (о — v) = 0.

Но А и В не могут быть одновременно равны нулю, поэтому
Ш 7 1=0, 

Р О — ф
или

V2 — (а -ф В) V -ф (ао—Рт) = О. (49)

Каждый из корней этого уравнения дает решение F(f), удовлетво­
ряющее соотношению (48). Таким образом, определение множителей V, 
имеющих фундаментальное значение для всего дальнейшего, приводится 
к нахождению подстановки (47), которой подвергается фундаментальная, 
система /, ср при увеличении аргумента, на период тс.

Если функции/ и ср удовлетворяют указанным выше начальным усло­
виям, то уравнение (49) может быть упрощено. В самом деле, равенства 

дают 

откуда, интегрируя и пользуясь начальными условиями,

Делая в этом равенстве т = тс и замечая, что при т = 0 соотноше­
ния (47) дают

/(«) = «, тО)^, = ?'(«) = 8,
получим

аВ — Д = 1.
В рассматриваемом случае уравнение (49) имеет, следовательно, вид

V2 — (а —8) V —|— 1 = о, 
так что его корни могут быть обозначены через V и^-. Поэтому

V -ф — = а-ф8. 1 V 1

Равенство (48) при т = 0 и т =— тс дает

F(k) = vF(0), /Д—О = у/Д0),
откуда

v । 1 _/Дтс)-ф/Д-тс) 
V /ДО)

С другой стороны, легко видеть, что /(г) есть четная функция г, 
тогда как <р(т) — нечетная. Поэтому

F = Af (тс) -ф 5ср (тс)
F (— тс) = Af (тс) — Ву (тс).

А так как, кроме того, /ДО) = 4, то окончательно будем иметь

v + X = 2/(tc).

Эта форма уравнения (49) позволяет показать, что для малых зна­
чений параметра т корни v и v-1 суть сопряженные комплексные числа 
с модулем, равным единице. Действительно, последнее равенство дает

V =/(тс) ± V[/(тс)]2 — 1.

С другой стороны, пользуясь приближенными значениями 93, <71, <?2, • • ■> 
указанными в конце предыдущего параграфа, и отбрасывая члены по­
рядка т~, получим

/72 х̂ + (1 + 2/п)х = 0.© ГП
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Отсюда следует, что в первом приближении
/(т) = соэ(1 + т) т, 

и потому [/(л) 1 < 1.
Итак, если положить

у — ехр(/сте),
то с будет действительное число, мало отличающееся от единицы, по 
крайней мере для достаточно малых значений т.

Рассмотрим функцию exp (¡ex'). Очевидно
ехр [/с (т л)] = v exp (zc-c),

т. е. эта функция удовлетворяет тому же соотношению (48), как и функ­
ция Отсюда следует, что отношение 

ехр (/ст) = Ф(0

не меняется при прибавлении к к аргументу.
Учитывая, наконец, что уравнение (46) не меняется при замене т на 

— х, мы можем утверждать наличие у уравнения (46) двух решений вида
Ф (т) - ехр (icx) и Ф (— т) ехр (— icx},

где Ф(х)—функция, имеющая период те. Эти решения образуют, 
как нетрудно проверить, фундаментальную систему.

Введем теперь, как и в предыдущих параграфах, независимую пере­
менную

С = ехр (ix).
Полагая ^о = ?2, — мы можем функцию

0 = 7» 4~2?1, cos 2т. . . = qk cos 2^
—со 

написать в таком виде:
-{-ОО $

©= ^4k-ik. (50)

В дальнейшем мы будем предполагать, что коэффициенты таковы, 
что ряд Е I qk | сходится.

Так как функция Ф(т) имеет тот же период те, то она разложима 
в сходящийся ряд такого же вида. Положим поэтому

4~ОО

«ы-Е4»^ ■
откуда

х (т) = Ф(т) ехр (/ст) — (51)

Итак, уравнение Хилла имеет решение вида (51). Если это решение 
будет найдено, для чего нужно вычислить с и Ьк, то общее решение 
этого уравнения можно представить в такой форме:

С1%(т)4-С2х(—т),
где Q и С3 — произвольные постоянные.

§ 137. Применение способа неопределенных коэффициентов.
Чтобы найти с и Ьк, подставим выражение (51) в уравнение (46).

Это даст, учитывая равенство (50):
-)-со -}-оо -4-со

-2^(2н^)г^с+ 2 2^л^+2Л+с=0-
— оо —ОО  ОО

Приравнивая нулю коэффициент при Ск+с, получим такую систему
уравнений:

4-СО

(/фА) (52)
— ОО

Несмотря на то, что мы имеем здесь бесконечную систему линейных 
уравнений с бесконечным числом неизвестных Ьк, Хилл применил к этой 
системе теоремы, доказанные лишь для конечных систем линейных урав­
нений. Полученные им результаты были вполне строго обоснованы Пуан­
каре, который развил с этой целью теорию бесконечных определителей.

Рассмотрим, прежде всего, тот простейший частный случай, когда 
41—42 = • • • =0. Так как q0 = q2, ц_к = чк, то уравнения (52) в этом слу­
чае имеют вид

[92-(2А + с)4^ = 0.

Поэтому, поскольку нас интересуют лишь решения (51), для которых 
не все коэффициенты Ьк равны нулю, будем иметь

с——2п±д, йЛ = ОдляАфл;

следовательно получим два таких решения:
х = х = Ьп^-ч

уравнения (46), которое в этом случае имеет вид

Обратимся теперь к общему случаю, когда ^2, . . не равны нулю. 
Если эти коэффициенты весьма малы, а такой только случай мы и рас­
сматриваем, то соответствующие значения с будут не равны величинам 
— 2л ф Ч, где ”—целое число, но будут мало от них отличаться.

Итак, мы можем считать, что ни одно из выражений
92 — (26 4-с)2

не равно нулю, и переписать уравнения (52) так:

<г+®
или, в развернутом виде:

••-=»• <53>© ГП
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Легко видеть, что определитель этой системы уравнений принадлежит 
к числу нормальных бесконечных определителей. Так называются 
определители вида

• • • ’ i,—i> °—1, о’ а~1,1> ■ • •

• • • ’ ^о, —1 ’ 1 Ч- ®о, о ’ °о, 1 > • • •
* ' • ’ °1, — 1 ’ ®1,0 ’ 1 +°1,1 ’ ■ ‘ ■

для которых двойной ряд 2 | а.к | сходится. В самом деле, в рассматри-
I, к 

ваемом случае
_ п „ <7*_

а“~и’ й'*~<;2_(2^_[_с)г’
а потому

1 = 25 I 2 92_(2А + с)2 ’

причем оба стоящие справа ряда сходятся.
В дальнейшем мы будем иметь в виду лишь ограниченные си­

стемы решений уравнений (53), т. е. такие, которые удовлетворяют 
условию

где Д — некоторое постоянное число.
Как известно, бесконечная система линейных уравнений, у которой 

определитель, составленный из коэффициентов, нормальный, обладает 
в отношении ограниченных систем решений теми же свойствами, что 
и конечная система.

В частности, можно утверждать, что уравнения (53) только в том 
случае имеют решение, в котором не все Ьк равны нулю, когда опреде­
литель, составленный из коэффициентов, равен нулю. Обозначим этот 
определитель через Д(с).

Итак, стоящая перед нами задача нахождения решений (51) уравне­
ния Хилла распадается на две части:сначала надо найти корни уравнения

Д(с)-0; (54)
затем, для полученных значений с, решить уравнения (53).

Приступая к решению уравнения (54), существование корней кото­
рого вытекает из рассуждений предыдущего параграфа, начнем с изучения 
функции Д (г) комплексного переменного г.

Под функцией Д(г) мы разумеем, следовательно, величину опреде­
лителя, ^-ая строка которого

• • •>0*, Ат2> ак,к+1’’ ’ '

состоит из членов, соответственно равных

У г_____ _____£1_____ , _____ /554
• • —(2^ + г)2’ <72-(2^ + г)2’ 7

где к = . . . , — 2, — 1, 0, + 1, +2, . . .

На основании предыдущего, этот определитель является нормальным 
для всех значений z, кроме

z = ±q— 2$. (56)
Поэтому функция Д (z) голоморфна во всех точках z, кроме точек (56), 

которые, как легко видеть, могут быть для этой функции только полю­
сами первого порядка. Действительно, каждая из точек (56) является 
полюсом первого порядка для всех членов ^-ой строки (за исключением 
одного члена, равного единице) и обыкновенной точкой для членов всех 
других строк. Но при развертывании нормального определителя получим 
сходящийся ряд, каждый член которого будет иметь множителем один 
и только один член ^-ой строки. Откуда ясно, что точки (56) могут быть 
только полюсами, порядка не выше первого, для функции Д(г).

Итак, Д (z) есть мероморфная функция. Легко видеть, что это функция 
четная, так что

Д(—z) = A(z). (57)
Действительно, при заменеzчерез —z и одновременной замене столбцов 
строками определитель A(z) не меняется.

Точно так же
A(z + 2) = A(z), (58)

/
ибо при замене z через z-|-2 каждый столбец и каждая строка занимают 
место соответственно следующего столбца и следующей строки. Таким 
образом A(z) есть функция периодическая с периодом, равным 2.

Из равенств (54), (57) и (58) вытекает, что все точки z — ±c— 2^, 
где k—попрежнему произвольное целое число, являются нулями функ­
ции Д (z).

Отметим еще одно свойство этой функции. Положим z = x-\-yi 
и заставим у стремиться к ±оо. В таком случае все члены (55) #-ой 
строки, за исключением лишь члена 1 -akk = 1, обратятся в нуль. Сле­
довательно

lim Д (x-j-jf) = 1.
У—»±00

Покажем теперь, что доказанные свойства функции Д (z) вполне ее 
определяют.

Рассмотрим мероморфную функцию
cos kz — cos ъс
COS KZ — C6S ~q ’

имеющую нули первого порядка в точках (59) и полюса первого порядка 
в точках (56). Это функция четная, имеющая период, равный 2. Если по­
ложить z — x-j-yi и заставить у стремиться к ±оо, то эта функция, так 
же как и Д(г), стремится к единице.

Отсюда следует, что отношение рассматриваемых функций, т. е.
. ... cos itz—cos куF (z) = Д (z) —, 4 cos nz— COS КС

есть целая функция с периодом 2, стремящаяся к единице, когда у стре­
мится к ±со. Но такая функция необходимо равна постоянному числу, 
так как она остается ограниченной на всей плоскости переменного z. 
Делая у —>±со, получим F(z)=\, а потому окончательно

. , . cos kz — cos КСД (z) =--------------------- .4 ' cos kz — cos ку© ГП
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При г — 0 это равенство дает * „
8ш’у = Д (0) вш2^. (60)

Итак, решение уравнения (54) приведено нами к вопросу о вычислении 
определителя’Д (0), т. е. к задаче сравнительно весьма простой.

Полагая д = у, или 2=1, или г = д, получим другие формы урав­
нения, определяющего с, однако менее удобные, чем (60).

§ 138. Вычисление определителя Д (0).
Полагая для краткости

к д2 — 4^2 ’
мы можем определитель Д(0) написать так:

• • • , 1 , Р*—1 ^2 > ■ • ■

• ' - ’ 1 > №1 > ’ • • 

‘ ’ Ра+1^2’ 1 ’ • • •
(61)

В кбнце предыдущего параграфа было отмечено, что gj есть вели­
чина порядка 2/ относительно т.

Это обстоятельство позволяет развернуть Д (0) в ряд, весьма быстро 
сходящийся. Мы выполним это разложение, основываясь на следующем 
свойстве определителя (61):

Если Адад? . . ду есть один из членов разложения определителя (61),. 
то сумма индексов

* а + ₽+ . . . +Х 
равна всегда четному числу.

Для доказательства заменим во всех членах выражения (61) вели­
чины gj через qjz! и покажем, что полученный таким образом определи­
тель Д(0, г) есть четная функция г. В самом деле, Д(0, —г) получается 
из Д(0, ¿), если сначала переменить знаки у всех столбцов через один, 
затем-—у всех строк через одну. Но так как число строк и число столб­
цов в каждом из конечных определителей, пределом которых является (61), 
одинаково, то при такой перемене знаков определитель не изменится.

Отсюда непосредственно вытекает, что разложение определителя (61) 
будет состоять из членов, порядок каждого из которых относительно т 
делится на 4.

Таким образом, отбрасывая члены 12-го порядка, мы будем иметь 
(сумма индексов может равняться только 0, 2, -4)

Д (0) = 1 4- Ад2 + Вд{ + Сд2д2 + ^2.

В этом последнем равенстве £ не может равняться /, /—1, /-|-1. Поэтому

^=^-2 2 2 ₽? ₽,.+г
I X

Коэффициенты А, В, С, О, . . . весьма просто выражаются через д. 
Например:

V о V 1Л 16^2 -^ - 1)2] =

у 1 / 1 . 1 \ у 1 / 1_________ 1 \_
‘='Г,6?(?+1)и9 + ^ V9-* + 1/ а 169(9— 1)\Д^ - к — 1/

V 1 1 _ 1 / 1 I V 1
4^(1 ^2-^

й __ к
“4-7(1-д2) ё 2 '

Хилл вычислил все члены разложения Д(0), порядок которых отно­
сительно т меньше 16. Результат, полученный им, таков:

те кд ’ д2 д2 1д (0) = 1 + 4^ 2“ ^^ + 4 — 92 + 9 — 92] + >

'^2 1 2_ . 9___ 1
^32-7(1—<72)2 [ <7 -д' 1 1 —<?2^2(4 —<72)| 1 1

Зк ctg^
+ 8^(1 — 72)(4 — <72) 92

. ~д
п 2 Г/ 1 , 2 9 \itctg7t-7 25

+ 128-7(1 — <72)3 I\ ‘ 1 — <72 + 2(4—^)/ ~~д 8д2

±4. 2 , 4 9 | 9____ 4___ ХЪ-
д^ + 1 — д2 1 (1 — <72)2 8 (4 — 92)|(4— д^2. 9 —<72 392]

~д
Зге ctg у те ctg кд 1 2

32-7 (1 — ?2)а (4 — 92) I д Г 1 — <72
2 20 1 . .4 —<72 + 3(9—92) ^1^2 +

kctgя9 1 2 .___ 2___1
+ 16-7 (1 — <72) (4 —-72) [ д д2 ‘ 1 —<72 + 4 —

(7 — З^2) к с!г у
4-7(1 — д2) (4 -д2)^--!2)93 +

Легко виде.ть, что

'9 — д2
<71<?2 +

5к ctg-4-
। ______________ ____________________п^п
’ 16-7(1 — <72)(4-<72)(9 — <72) 1 8© ГП
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Подставив сюда значения q, q^, q2, . . . , соответствующие принятой 
величине т (§ 135), Хилл получил

Член нулевого порядка....................... 1 • 00000 00ОС0 00000 0
Член 4-го порядка...............................+ 0-00180 46110 93422 7
Сумма членов 8-го порядка. . . . • + 0-00000 01808 63109 9
Сумма членов 12-го порядка . . . .-j-0 • 00000 00000 64478 6

= 1-00180 47920 21011 2

Рассмотрение характера убывания членов различных порядков по­
зволяет думать, что первые 13 десятичных знаков точны.

Обращаясь теперь к уравнению (60), найдем:
с = 1.07158 32774 160.

Можно отметить, что ошибка в Л (0) переходит в с увеличенная 
в 2.8 раза.

То обстоятельство, что для с получилось действительное значение, 
имеет весьма важное значение, так как позволяет утверждать, что вариа­
ционная кривая является устойчивым решением уравнений (14). Дей­
ствительно, обращаясь к §§ 135 и 136, мы видим, что отклонения 
от движения, представляемого вариационной кривой, таковы, что если 
начальное отклонение оз' движения по вариационной кривой не велико, 
то оно останется небольшим и при дальнейшем движении, если только с 
действительное число..

Если вместо д2, q¡, . . . подставить их выражения через т (§ 135), 
то можно получить как А(0), так и с в виде явных функций т.

В мемуаре, указанном в конце § 135, Хилл способом последова­
тельных приближений нашел:

. , 3 , 201 ч1 + ^—— т2 2367 , 111 749 .
--- W mi------2^^-

4095 991 а 332 532 037 7
2i3.3 216.32

15106 211789 я 5975 332 916 861 q
-------- 2iK3i----- ”------------ 243!-------

1 547 804 933 375 567 „
22Б.35.5

818 293 211836 767 367 „
228.36.52

§ 139. Вычисление коэффициентов.
После того как фундаментальная постоянная с найдена, решение урав­

нений (52) относительно коэффициентов Ьк не представляет затруднений.
Для того чтобы получить численные значения коэффициентов, можно 

заменить бесконечную систему (52), написанную в форме

С + « (63)

конечной системой, полученной путем отбрасывания всех исчезающе 
малых членов.

Так как неизвестные Ьк мы считаем ограниченными, то величина 
каждого члена уравнения будет зависеть от абсолютной величины 
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| — (2#4~£)21 знаменателя и абсолютной величины | к— /| индекса у qk_i 
и будет быстро убывать с возрастанием этих величин. Отсюда, между 
прочим, следует, что и искомые коэффициенты Ьк будут быстро стре­
миться к нулю по мере возрастания |£].

Для получения общих выражений коэффициентов Ьк проще всего 
поступить следующим образом.

В определителе А (г), составленном из элементов (55), заменим нуле­
вую строку

9_2 4^ 41 42
’ q2— 1г2 ’ д2 — г2 ’ ’ д2 — г2' д2 — г2 ’

неопределенными величинами
• • • , *_2, х_х, х0, хг, х2, . . .

Полученный таким образом определитель В (г) будет сходиться, 
если выполняется условие | х. | < А, где А — независящее от / число.

Развертывая В (г) по элементам нулевой строки, найдем:
= . . +х_1^1(г) + х050(г) + х151(2)+. . .,

где Вк (г) суть мероморфные функции г, имеющие те же полюса (56), что 
и функция А (г), за исключением точек г=±д.

Легко видеть, что
ьк = вк^-

Действительно, если в определителе ¿>(с) заменить величину х. через 
4к^

для а хк заменить единицей, то получим В(с} = 4), так как опреде­
литель будет иметь две одинаковые строки, если #ф0; если же к = 0, 
то при такой замене В (с) обратится в А (с), следовательно и в этом слу­
чае £)(ц) = 0. Но указанная замена делает В (с) тождественным с левой 
частью £-го из уравнений (63), что и доказывает наше утверждение.

Можно показать, что коэффициент Ьк имеет множителем от1"*1-1, но 
мы не будем на этом останавливаться.

§ 140. Важнейшие неравенства движения Луны.
Чтобы лучше уяснить связь между теорией Хилла и теорией Ла­

пласа, найдем первые члены в разложениях рассматриваемых величин по 
степеням т.

Ограничиваясь в уравнениях (52) членами порядка не выше 3-го и 
учитывая значения д2, дъ д2, . - . , приведенные в § 135, получим

\42 — с3] ^ + ^^ + ^^ = 0,
[<72-(ц + 2)2]^ + ^60 = 0, ^-(с-г)2]^^^^
[42 — (с + 4)2] Ь2 + дг Ь± = 0, [<72 — (с — 4)2] Ь_2 + д± Ь_х = 0.

Так как
<,2_С2==^^_тз_]_^|^./7г4_(- . . ., дх = — у т2 — ^т3 — Пт44- . . . 

^2 —(<? + 2)2 = — 8 —4отЦ-Зт2+ -. ., д2 — (с — 2)2 = 4т — Зт2~ . . - 
72_(с^_4)2 = _24 —8от+- - 42 — (с — 4)2 = — 8-4- 877? — Ьт2 — . . ., © ГП
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380 XVIII. Теория движения Луны, основанная на работах Хилла

то из этих уравнений легко найти, отбрасывая члены порядка т3:

. 15 /15 . 159 \
Ь^ = \~8т + ^2Гт b2 = b-2=0.

Соответственно этому формула (51) дает общее решение уравнения, 
определяющего oN, в следующем виде:

-1| щ2 (сф^+-ф (С^ -ф С2С“с)+

i /15 . 159 2 \ ¡г. г—24-с i IЧ )(Ф )+ . . .,

где С и С2- произвольные постоянные.
Полагая

Ci -ф С2 = A eos <ü, z(Q— С2) = — A sin ш,
где А и ад — новые произвольные постоянные, получим:

= — ¿I /л2 cos [(с -ф 2) т -ф ш] -ф cos (Ст + ш) ф
1b -

cos[(c-2)^4

Чтобы еще более упростить дальнейшие выкладки, отбросим и члены 
второго порядка. Тогда уравнение (45) обратится в такое:

4бГ=2(1фтлЖ

а предыдущее выражение для aN даст
1

SN—A cos (сх + “) фФ-Л/п cos í(c — 2)тф®]. о
Поэтому

15
8 Т = 2А sin (ст ф ф — Am sin [(с — 2) т ф ш] ф В,

ибо в пределах нужной нам точности с=1-\-т, с — 2= — (1—ту, 
через В обозначена новая постоянная.

С другой стороны, в § 134 мы видели, что уравнения вариационной 
кривой с точностью до членов порядка /л2 таковы:

x = acosr
3

1 — т2 — -г mA sin2 т , 4
3

j = asinT 1 ф тп2 ф ~ zzz2 cos2

Поэтому соотношения (33), определяющие угол ф, образуемый 
касательной к вариационной кривой с осью х, дают, с ошибкой по­
рядка т2-.

л , 
Ф = у + ’-

Следовательно
ах = — 3Тsin т — STVcost, 8у = оТcos т — SA^sin т.

(64)

2 sin (ст ф ш) cos т I.
)

2
1

2 
ф 
2

&
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Подставив сюда только-что найденные значения оф ЪТ и прибавив 
полученные 8х, 8у к координатам точек вариационной кривой, получим:

/ з \
х = a cos т — В sin т — ат2 I 1 ф т sin2 т i cos т — \ 4 /

Í15
— А 1 -g- m cos [(с — 2) т ф cos х + cos (сх 4“ ш)cos х —

15 
4

/ 3 \
у = a sin t ф В cos т ф ат2 ( 1 + “4" cos2 х ) sin х —

Í15— A J -g т cos [(с — 2) т ф “] sin т ф cos (ст -

15
4

Постоянные А и В мы должны рассматривать как бесконечно малые 
величины первого порядка. Поэтому можно положить

a cos т — В sin т = a cos (т ф 8т0), a sin т ф Б cos т — .a sin (т ф 8т0), 
где через 8т0 обозначена бесконечно малая постоянная, эквивалентная В.

Так как начало счета т произвольно, то мы можем отбросить 
8т0 — это вызовет изменение предыдущих выражений для х и у лишь 
на величины второго порядка малости относительно А и ото.

Рассмотрим сначала предельный случай, когда тл = О. В этом случае 
возмущения со стороны Солнца отсутствуют и дифференциальные урав­
нения (14), определяющие вариационную орбиту, обращаются в уравнения 
задачи двух тел. Поэтому при т = 0 равенства (64) должны представлять 
эллиптическое движение с точностью до первых степеней эксцентриси­
тета. Но при т = 0 эти равенства дают:

< 3 . ,1. ,х = a cos т — у

। зу = a sin т ф 2

Повернем оси координат на угол ш. Новые координаты 
х' = х cosco—у since, у'= х sin со фу cos u> 

будут равны
3
2

Сравнивая эти выражения с формулами, дающими орбитальные 
координаты в эллиптическом движении (§ 80), а именно

/ 3 е \
£ = a (cos Е — е) — а I —— сф cos /И ф-^- cos 2Л4 ),

\ т] = аф1—е2 sin £■ = « (sin Л4ф-|-sin 2/и\© ГП
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если ограничиться' первыми степенями эксцентриситета, получим 
а = а, А =ае, х -)- ш = М.

Вернемся теперь к рассмотрению движения Луны в общем случае, 
когда т ф 0. Обозначая, как и раньше, через г и в радиус-вектор и дол­
готу Луны, через и' = долготу Солнца и полагая в формулах (64) 
В = 0, А = ае, получим:

7* / О \— cos (и — vA = cos - — am2| 1 ф- -т- sin2 т cos т —a v ’ у 1 4 у
15— me cos [fc — 2)хфш] cos x — e cos (ex ф- <u) cos x ф-

15-\- — me sin [(c — 2) x ф- a>] sin x — 2e sin (ex ф- ш) sin x

— sin in — v') = sin x ф- am2 (1 ф- 4- cos2 x^ sin x —
a v 7 1 \ 4 J

15— -g- me cos [(c — 2) x ф- w] sin x — e cos (ex ф- ш) sin x —

(65)

15— ~^mesin [(c — 2)хф-ш] cos xф-Че sin (exф-u>) cosх.

Возводя эти выражения в квадрат и складывая, будем иметь, после 
очевидных упрощений:

г2 = a2 j 1 — 2е cos (ex ф- ш) — 2т2 cos 2т —

откуда, принимая во внимание (§ 134), что 
а — а(1 — -i- т2 ф- 

\ о 

или, все с той же точностью до малых величин второго порядка отно­
сительно т и первого—относительно щ

15 11v — v' — т = 2с sin (схф-ш) —- те sin [(с — 2)х фю] ф-g- т2 sin 2т. (67)

Первые периодические члены в разложениях (66) и (67) предста­
вляют, очевидно, эллиптические неравенства движения Луны, а потому 
аргумент этих членов есть не что иное, как средняя аномалия Луны. 
С другой стороны, удерживая обозначения § 126, средняя аномалия 
равна nt— П; следовательно

Дифференцирование этого равенства даёт движение перигея:
¿II , „ Д с \
Л 4 7 \ 1 ф- /л у

Подставляя сюда найденное в § 138 значение с, получим следующее 
выражение для той части движения перигея, которая не зависит от 
эксцентриситетов Луны и Солнца:

1 </П 3 , . 177 , , 1659 . ,»í=?"’+v"+т"*+
, 258 767 293 , , 12001004 273 . .
+ ~2.тз^~ ” 4

85 205 3 073531
213.3

4 823 236 506 653
223.34

Этот ряд сходится настолько медленно, что для действительного 
определения движения перигея целесообразнее найти с указанным в § 138 
численным методом. Таким именно путем Хилл нашел

— 5 = 0.00857 25730 04864. 
п Л

При сравнении полученных результатов с тем, что дают теории 
Лапласа, Понтекулана и других, надо иметь в виду, что

следует
г = a J 1 — 4

6
15- те cos [(е — 2) х ф- ш] — т2 cos 2х о

п Ит п — п' 1 — у.’
пс —-------п — п

Таким образом, выражая движение перигея через р, получим:

Почленное деление каждого из равенств (65) на полученное зна­
чение г дает:

cos(v — V) — cost 1 — ™m2sin2x ф-

sin (и-—n') = sinx 1 ф- т2 cos2x

— COSX

откуда
11 15sin (е — и' — т) = ~ т2 sin 2х — — те sin [(е — 2) х ф- ш] ф- 2е sin (ст ф- ш), о 4

1 ¿II 225
32

3
4

, . 4071 А . 265 493 , . 12 822 631 
^ + -2Т-^ + ^1Г-^ + —21Гз—

Коэффициенты этого ряда значительно больше соответственных 
коэффициентов ряда, расположенного по степеням т, вследствие чего 
употребление параметра т в теории движения Луны выгоднее, чем пара­
метра у.. Однако в тех случаях, когда требуется особенно большая точ­
ность, не следует употреблять разложения и по степеням т, проще и 
скорее ведут к цели численные методы, как это было уже отмечено 
в § 138.

Вернёмся теперь к формулам (66) и (67). Так как средние долготы 
Луны и Солнца равны соответственно п1-\-г и пЗ-\-г', а через х обо­
значено угловое расстояние между средними положениями Луны и 
Солнца, то

в' ф-х = п7ф-е, х = (л—п'}1 — р, 
где Р = г' —э.© ГП
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Положим
г СП ,

ст -4- Ш =-------- —Г Т Ч- 0J = СП! — ТС.1 п — п 1
где

При этих обозначениях равенства (67) и (66) могут быть предста­
влены так:

и = 2<?sin (cnt — тс) -j- т2 sin [2 (л —n')t — 2^1 4-
О

15^-те sin [(2л — 2 л' — crí) t — 2р 4~ тс]

г — д 11 — Xm2 — ecos (ст— тс) — т2 eos [2 (л — л') t — 2^] — 

15 1— ^-mecos [(2л — 2л' — cn)t — 2^4-тс] [•

Сравнивая эти выражения с тем, что было получено в теории Ла­
пласа, в частности с формулой (45) в § 127, видим, что теория Хилла 
дает, в пределах принятой нами точности, главные члены уравнения 
центра, вариации и эвекции. Преимущество этой теории перед теорией 
Лапласа заключается прежде всего в том, что теория Хилла позволяет 
сравнительно очень просто вычислить эти неравенства, так же, как и 
движение перигея, с произвольно большой точностью относительно пара­
метра т.

§ 141. Неравенства, зависящие от эксцентриситета лунной орбиты.

Мы подробно изучили метод, данный Хиллом для вычисления нера­
венств, зависящих от первой степени эксцентриситета лунной орбиты. 
Теперь мы перейдем к более сложной задаче определения неравенств, 
имеющих множителями высшие степени эксцентриситета. Эта задача 
эквивалентна нахождению общего решения уравнений (14) или (13).

Рассмотрим сначала решение, бесконечно близкое к вариационной 
кривой, найденное в §§ 135—139. Из равенств (31) следует:

— ox sin ф оу cos z (8s ■ — Зи ■ е~,ф)

о Т — Зх cos Ф оу sin б = -i- (os • е‘‘ 4- 8ц • е '*),

если опять положить и = х-\-уц в — х—у/.
С другой стороны, равенства (33) дают:

^ф = /£>ц, Уе-''’'= /£)«,
поэтому

3s = у^ГЦ-З^). /■ (68)
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Общее выражение для 8/у, даваемое формулой (51), мы можем, для 
удобства дальнейших выкладок, написать так:

где
4 = ехр/(т — т^,

причем через т1 обозначена произвольная постоянная.
Уравнение (39), которому можно придать вид:

позволяет легко заключить, что и оГ имеет ту же форму, что 8?/, нужно 
только иметь в виду, что V есть четная функция С.

Обращаясь теперь к равенствам (68), мы видим, что 8ц и Зе суть 
четные функции С,’ разлагающиеся в ряды

3« = 2 Ь^, 35 = 2 Ь2£~гк

с действительными коэффициентами.
В самом деле, сумма 8и4-3з = 2ох должна иметь действительные 

коэффициенты, а разность 8ц — 8з— чисто мнимые.
Таким образом, учитывая равенства (16), мы можем решение урав­

нений (13), мало отличающееся от вариационной кривой, представить 
рядами:

А^р<^ з = аГ1 22 А_^р^, (69)
Й р Й р

где & принимает все целые значения от — оо до 4-оо, а р принимает 
только три значения: —1, 0 и -[-1. В частности, для р = 0 имеем 

а2Ы
Так как общее решение отличается от вариационной кривой на ве­

личины конечные, то мы* можем рассматривать только-что указанное 
решение как образованное начальными членами некоторых более общих 
разложений, представляющих общее решение уравнений (13). Следуя 
Брауну, попробуем найти общее решение в виде тех же самых рядов (69), 
но при условии, что р принимает все целые значения от — оо до -р-оо. 
При этом будем предполагать, что коэффициент А2к+рс есть величина 
порядка \р\ относительно некоторого малого параметра е. Небезинте- 
ресно заметить, что сам Браун пришел к выражениям (69) для и и 5, 
пользуясь теорией Понтекулана.

Первое, что надо сделать для того, чтобы показать наличие решения 
вида (69) у системы (13), это убедиться в возможности найти такие 
коэффициенты А2к+рс, при которых ряды (69) формально удовлетворяют 
уравнениям (13).

Подставим ряды (69) в уравнения (11), являющиеся следствием урав­
нений (13). Так как, с одной стороны:

О (С2^е) = (2« + 1 4-рс)

Курс Небесной механики
25© ГП
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а с другой
D ^2* 1-1 = 4-1 4- pc) ^+рс,

то результат подстановки и приравнивания коэффициентов при одина­
ковых степенях С не изменится, если в рядах (69) мы положим Ci=C 
Нужно только помнить, что в окончательных результатах ^к+г+Рс должно- 
быть заменено величиной

ехр /[(2^4-1)т4-^(т—Tt)].

Таким образом, вместо (69) мы можем подставить в уравнения (11) 
ряды

« = “ s - а 22 А_ г^+р-,
k р k р

Не повторяя вычислений, сделанных в § 137, мы можем сразу на­
писать результат этой подстановки в виде следующих уравнений, соот­
ветствующих уравнениям (21):

SS А2к+рс {[2/ 4~ qc, 2# -¡-Pc] A_2i±2k_qCypc +
* р

4-[2/ + ^] A 2i-2k-\-qc—pc + (2/+ = 0. (70)

Решение этих уравнений легко находится способом последователь­
ных приближений, если исходить из значений с и a2k, найденных выше. 
Таким образом получается, между прочим, та часть движения перигея, 
которая зависит от эксцентриситета лунной орбиты. Мы не будем вхо­
дить в подробности этих вычислений, не представляющих ничего прин­
ципиально нового.

§ 142. Неравенства, зависящие от наклонности лунной орбиты.

До сих пор мы предполагали, что Луна движется в плоскости 
эклиптики и потому в уравнениях движения, выведенных в § 130, пола­
гали z = 0. Посмотрим теперь, как изменится движение Луны, если 
освободиться от этого допущения и учитывать наклонность лунной 
орбиты.

Пренебрегая попрежнему эксцентриситетом орбиты Солнца и по­
лагая, следовательно, 2 = 0, из уравнений (8) и (10) получим такие урав­
нения движения:

Z)2 (us 4~ г2) — Du ■ Ds — (Dz)2 — 2т (и Ds — s Du) -|- 
g

+ 4-m2 + s)2 = 0
3

D (u Ds — s Du) — 2m D (us) 4- («2 — s2) = 0

D2z — m2z-—K.zr~3 — 0. (72)

Одна из произвольных постоянных, входящих в общее решение 
уравнения (72), может быть выбрана так, что при обращении ее в нуль 
z также обращается в нуль. Обозначим эту постоянную через 7 и будем, 
следовательно, считать, что z имеет множителем 7, причем 7—малая, 
величина порядка наклонности лунной орбиты.

Если пренебречь величинами порядка 72, то уравнения(71) стано­
вятся независимыми от z и дают решение, подробно изученное нами 
в предыдущих параграфах. Подставляя найденные таким образом зна­
чения и и з в уравнение (72), получим возможность определить z с ошиб­
кой порядка 72. Это значение z, будучи подставлено в уравнения (71), 
даст возможность найти члены порядка 72 в разложениях и и з, и т. д. 
При помощи такого чередования в употреблении уравнений (71) и (72) 
могут быть получены члены любого порядка относительно 7 во всех 
трех координатах и, з и z. Очевидно и и з будут заключать только 
четные степени 7, a z — только нечетные.

Рассмотрим подробнее вычисление членов первого порядка в ко­
ординате z, причем эксцентриситет лунной орбиты будем считать рав­
ным нулю. Соответствующее этому случаю решение уравнений (71) есть 
вариационная кривая

,k gk+\
Подставим эти значения и и з в уравнение (72). Так как 

з
m2 + хг-3 = т2 + х (и2 4- s2)"^

есть четная функция С, не меняющаяся при замене С на С \ то
(73) 

к
где M_k = Mk. Нетрудно, кроме того, убедиться, что Mk есть величина 
порядка Отсюда следует, что уравнение (72) приводится к виду

Z)2z —г-2£М^ = 0 (74)
или

4-(2Л70 4“ 44fx cos 2т 4-4Л72 cos 4т 4~ . . . )z = 0,

т. е. оно становится тождественным с уравнением Хилла, подробно 
изученным в §§ 136—139.

Итак, общее решение уравнения (74) имеет вид:

z = • Е 4- S ^2k, (75)

где Ci и С2—произвольные постоянные; характеристические показатели 
g и — g являются корнями уравнения

sin2 = Ai (°) sin2 * , (76)

причем бесконечный определитель Дх (0) получается из Д(0) путем за­
мены q2 через 2Л70, a qk через 2Mk. Наконец, коэффициенты опреде­
ляются из уравнений

№+2*)2-2ЕЛ^_Л = 0, (77)
соответствующих (52).

В конце § 134 мы видели, что с точностью до членов порядка т3 
имеют место равенства:

ха~3 = 1 4- 2т 4- т2 4- . ■ •

г — а(\—/л2 eos 2т 4-. . . ).
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§ 142. Неравенства, зависящие от наклонности лунной орбиты_ 389♦

388 XVIII. Теория движения Луны, основанная на работах Хилла

Следовательно

т2 + хг-3 = 1 + 2т + tn2 + Зт2 cos 2т + • • •

Итак, в пределах принятой точности, 
с; q

2М0 = 1-1-2/77 + ^/772, 2М1 = 2М_1=~т», ¿г -у
а все остальные коэффициенты Mh равны нулю.

Так как коэффициенты р+2, р+3, ... не ниже третьего порядка, 
то уравнения (77) дают:

К О о
1 + 2т + у /772 — + Ро + /и2^ + 2 /7/2^ = О 

где 7 = 1§7. Так как
г=а(1 — /п2 соэ 2т), у = п?+е + У 7772 э!п 2^+. . .

то, отбрасывая члены порядка т2, получим
Ро = «Ъ ^ + $1 — лг+е —й — 90".

Чтобы выяснить значение множителя g, возьмем производные, по 1 
от обеих частей последнего равенства. Это даст 

. ,. dQ

откуда
dQ Л £ \
di ~ Д 1 +/77 у’£

1+2/7? +у m2 — (g— 2)2
Q

Li+f 4=0 (78)

1 +2/77+4-/772 -(£-+2)« + 4- р0 = 0.JU
Так как в теории Лапласа му положили

Из этих уравнений можно определить, прежде всего, приближенное 
значение g. Действительно, первое из уравнений (78) показывает, что 
с ошибкой порядка не ниже чем /л3 должно иметь место равенство

dQ
dt

л(1 —g),

то

1 + 772 'к
^ = \+2т + ~т2+- . .,

откуда
, £=1 +/«+,-| /772 +. . .

Подставив это значение g во второе из уравнений (78), мы видим, 
что в коэффициенте р_т может быть найден лишь член первого по­
рядка

Поэтому и в сохранять члены второго порядка не имеет смысла, 
так что можно взять ₽1=0.

Итак, с ошибкой порядка т2 равенство (75) дает

i 3z = ?о cos (gt + si) — 8 т cos [(g- — 2) т + ej (79)

ибо, пользуясь произвольностью Ро, мы можем положить

С1 = у exp+i), С2= | ехр(— +).

Первый член формулы (79) соответствует, очевидно, невозмущен­
ному движению. Второй член носит название эвекции широты.

Обозначим через / наклонность лунной орбиты, через 2 — долготу 
восходящего узла. Тогда, как было показано в § 119,

. . г = 7лз1п(у— 2),
/

Уравнение (76) позволяет найти g, а следовательно и g, с любою 
точностью. Первые члены разложения g по степеням т таковы:

, . 3 , , 177 , . 1659 А . 85205 , . 3073 531 . , г_1+тт1+—m.+—

. 258767293 , . 12001004273 . , 4 823 236 506653 . .
+ -2ЙТзГ-”’’ + —-55737-------”• +---------- 35731--------- ”’+■ - ■

Если желательно получить очень большую точность, то лучше не 
прибегать к разложениям по степеням т, а находить непосредственно 
численные значения g и коэффициентов рй. В этом случае лучше и раз­
ложение функции (73) получить при помощи вычисления отдельных 

f 
значений г. Пользуясь указанными выше разложениями функций — cosy

и — sin у, Хилл нашел следующие частные значения функции /.г :

у = 0° хг~3= 1.19699 57017 23421
15° 1.19348 68051 03032
30° 1,18399 66676 76716
45" 1.17125 64904 33157
60h 1.15876 77987 29687
75' 1.1497.8 07679 95764
90’ 1,14652 34925 50570
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Таблицы 391390 XV111. Теория движения Луны., основанная на работах Хилла 
4 ,

Откуда, по обычным формулам гармонического анализа, получается

тг^= 1.17804 45712 77166
+ 0.02523 36924 97860 cos 2т
+ 0.00025 15533 50012 cos 4т
-j- 0.00000 24118 79799 cos 6т

0.00000 00226 05851 cos 8т
+ 0.00000 00002 08750 cos Ют 
4-0.00000 00000 01908 cos 12т 
4- 0.00000 00000 00017 cos 14 т

Величину g, характеризующую поступательное движение узла лун­
ной орбиты, этим методом впервые определил Адамс. 1

Таблица I.

Коэффициенты разложений C^' m по степеням эксцентриситета.

1 J. C. Ada in s, On the Motion of the Moon’s Node in the case when the Orbits of the 
Sun and Moon are supposed to have no Eccentricities, etc. Monthly Notices R. A. S., 38, 1877, 
43—49=Coll. Works, 181—188.

(Стр. 225).

n m
।

^ = 0 «=1

e* & e' e6 e г3 £5 e’

-3 0 + 1

co |c
n 

+

8 + 3 8
, 261
+ 64

14309
3072

-2 0 + 1 +4

co |oo 
+

+ 2 +1
1 96

2675
+ 4608

-1 0 + 1 0 0 0 + 1 1
8 + 192

1
9216

+ 1 0 + 1 0 о — 1 +4 5 + _L_ 
n 9216T 2 192

+ 2 0 + 1

CO |сч 
+

0 0 — 2 + 4
1

96 + 4608

+ з 0 + 1 . + 3 +4 0 — 3 9 15
+ 64

35
T 8 8 3072

— 2 2 0 0 0 0 — 1 +4 + _L
384 11520

— 1 2 0 + L
+ 8

3
2

103
+ 768

+ -^-
1 240

0 2 0 +4 +4 +Й -2 5
192 r 11520

+ 1 2 0 + A o о 5 187 , 29
+ 2 2 768 1 2880

+ 2 2 о +4 0 о 3 +4 37 . И
384 1 3840

e г3 e5 e' e° г2 e4 e*

1 0 0 0 0 + 1
3

192
7

— 2 8 9216

1 1 1 5 + 1
9 5 889

— 1 1 2 8 16 128 8 64 9216

0 1 - 1 0 0 0 + 1
9
8 + — + 192

49
9216

3 + 1
3 + A

192
7

+ 1 1 0 0 0 8 9216

+ 2 1 -2
1

’ 2
0 0 + 1

25
64

245
" 9216© ГП
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392 Таблицы Таблицы 393
(Продолжение'

п т
^ = 2 со II •С

с

е° е2 е* е* е е3 е5 е2

-3 0 0

а |еч 
+ + \ + м 

+ 32 п + 53 393
+ 128

, 24 753
+ 8 1 5120

— 2 0 0 +4 , .1
4 32 о

4
25 , 393

+ 3 64 1 512

— 1 0 0 +1
1 0 , 9 81 729
3 + 24 + 8 128 1 5120

+ 1 0 0
1 , 1 1 0 3

+ 128
567

2 4 3 16 8 ■ 5120

+ 2 0 0
1 , 1 1 0 1 , 9 81
2 + 6 48 4 + 64 560

■■

+ 3 0 0 1
+ ТГ 0 + 4” 45 189

0 2 128 1 1024

— 2 2 +1
7 85 319 69 , 3663

+ 640
3597

2 48 1440 + з 8 2560

— 1 2 +1 — 4 , 47 13 , А 131 8861
+ 1280

9921
+ 16 36 + 2 16 5120

о ■ 2 +1 4 167
+ 48

503
+ 2

27 2079 1427
720 4 + 320 «40

+ 1 2 + '1 7 + 71 551 75 5751 . 
' 1280 :

8829
2 24 720 + 2 16 5120

+ 2 2 5 ■V 179 19 1053 ’
4 640 !

1

243
+ 1 2 720 + 1 8 512

- е е3 е3 е2 ег е* е6

- 2 1 + 2 4
3 + Т

1
15 0 8

_405
128

, 5103
+ 5120

— 1 1
й 11 9 0 , 17 385 5201

+ 51206 80 8 128

0 1 +1
4

СО |оо 
+ 2 о 225 3969, 

+ 51203 45 1 128

+1 1 + т
1
3

1
180 0 4 _ 45 

128
, 567
' 5120

+ 2 1 0 4 3
8

1

+ х 
‘ 15 0 1

"8 1
. 75 .
г 128

1

_ 44 1 
1024

(Продолжение)

п т
4=4 4 = 5

е2 е1 ей е3 е3 е7

— 3 0 0 , 77
+ 8

129
+ 80 о 1773 4987т* 128 3072

— 2 0 0 103
+ 24

129 0 + - 1097 16 621
80 192 4608

— 1 0 0 + 4: 16 0 + 625 15 625
15 384 9216

+ 1 0 0 1 . 2 о 125 4375
+ 92163 ' 5 384

+ 2 0 о 1 + 2 0 25 625
6 1 15 192 + 4608

+ 3 0 0 . 1 3 0 ’ + 15 875
+ 8 10 128 3072

2 2 Л3 55 4- 10723 
+ 720

295
+ 24

13745 1 102 775
3 384 1 32 256

— 1 2 +¥ 121 10 597 389
+ 48

20 267 626 681
8 1 720 768 1 21504

0 2 . 13 259 8401
+ 720 + —+ 12

3221 163 363
‘ 4 , 24 192 1 8064

+ 1 / 2 + 2 19 + 62 125
+ 48

6625 679 375
3 1 9 768 ' 64 512

+ 2 2 +.1
5 + 94

24
1075 29 375

2 + 45 384 4 10 752

е3 г5 е2 г4 еа —

— 2 1 ' 3
32 
5

• к28
+ 45

3125
+ 384

109 375 
9216 —

— 1 1
7!

+ 24
387
80

387
+ 160

523
+ 128

70 273
9216 —

0 1 + 
СО

12 ж 
+ 45

625
+ 384

30 625
5 9216

1 2 , 8 125
+ 384

4375
+ 1 1 + 3 5 + 45 9216

1 , 3 8 __ 25 + 6125
+ 2 1 6 + 5

1
15 128 9216© ГП
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394 Таблицы Таблицы 395

(Продолжение)

п т
^ = 6 ^ = 7 « = 8 ^ = 9

& е5 е7 е* е7

— 3 0 0 3167
+ 160 0 4- 432 091

15360
0 0

-2 0 0 , 1223 
160

0 4- 47 273 
4608

0 0

— 1 0 0 , 81 0 4- 117 649 0 о1 40 46 080

+ 1 0 0 27 0 16807 0 о
80 46 080

+ 2 о 0 9 0 2401 0 о
80 23 040

+ 3 0 0 + _»_ 
80

0 4- 343 0 о
3072

— 2 2
345

+ 16
10 569 , 69 251 5 394 109 42 037

+ 720
3 306 951

160 1 1920 46 080 1 35 840

— 1 2
209 887 78 077 2228 929 17 807 3313213

+ 16 20 1 3840 30 720 + 576 1 71680

0 2
115

+ 16
2049 9893 889 303 42 037 367 439

80 1 960 23 040 1 2880 ' 17 920

2 189 16 807 1 495 823 , 256 531441
16 1 3840 92160 + 45 1 71680

+ 2 2 +4 261 2401 12 005 . 64 59 049
80 + 1920 3072 ' 45 1 35 840

е7 ¿в — £7 —

2 1 ^243 729 823 543
+ 46 080

, 8192
' 20 35 1 315

— 1 1
899

+ 160
6617
560

355 081
Н 46 080 — 47 259

+ 4480 —

0 1
81

+ 40
162 117 649 , 1024
35 1 46080 1 315

+ 1 1 4-^ 
’ 80

81 16 807
+ 46080

128
140 ‘ 315

4 2 1 9 + 27 2401 32
40 1 35 9216 105

Таблица II.

Коэффициенты разложений т по степеням эксцентриситета.
(Стр. 225).

ГТ т

1

* = 1 ^ = 2

г71
е2

1
. е6 е е’ г6

5 • И 457 5 1 4— 2 1 + 1 ~ “8 ■■ 192 9216 + 2 “У + ~6~ ~ 45

7 3 ' 199 , 3 5 35 13— 1 1. + 1 8 ' 64 9216 + 2 3 + Уб 240'

7 17 271 + 1 7 1 19
0 •1 + 1 ' 192 9216 6 + ~3“ 360

5 11 457 1 5 1 1
+ 1 1 + 1 + 2 “128 192 9216 + 24 4 45

+ 1
1 25 613 . 1 7 3

+ 2 1 У 64 9216
0 +т 24 + 80

•
5 151 1387 1 , 5 17 47

4-з 1 + 1 + 8 192 9216 2 + ■6 48 + 2440

, 7 85 237 , 9 103 , 2— 2 3 0 + 8 384 5120 — 2 + '2 60 + 15

з' , 13 329 2009 5 13 1709 13
— 1 0 + 8 384 15360 2 + 2 480 + 40

, 21 243 339 . зз 141 130 3 0 + 8" 128 5120 — о Ь 4 ’ 20 + 15

31 1213 , ИЗ 7 . 75 821 22
+1 3 0 + ~8 384 ' 1024 2 + 8 120 + 15

43 1637 , 3397 19 791 1 37+ 2 3 . 0 + Т 384 15360 — 4 + 2“ 120 + 24

е е* й8 е1
1 

г°
1 ■

е- г* ее

5 9 1321
+ 1

7 , 89 211
— 2 - 2 — 1 , + 12 + 128 ' 23040 2 + тг 2440

2
3 25 15 971 , 47 29

- 1 2 + 24 + 256 + 15360 + 1 — 4 'г 16 72

5 5 151 163 527
0 2 — 2 + 3 61 + 2880 + 1 — 4 _4-------

' 48 720

5 49 35 3941
+ 1

7 35 131
+ 1 2 ■ 2 + 24 ■ 256 + 46080 2 + 12 180

23 19 371 5 3 73
+ 2 2 — 3 + 12 + 128 + 2560 + 1 2 1 +“2“ 
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Таблицы 397

Г

396

•

Таолицы

(Продолжение)

= 3 К == 4
п П1

й° й2 й4 й6 е й3 • й6 й7
1

/

2 1 051 + - 8
459 , 4887 0 ! 4- —3

104 4 26
128 1 5120 15 1 9

-1 1 1 о ; .17 367 5489
1 5120

о 1129 , 1177
! 1 8 128 240 ' 480

0 1 0 4--
207 . 3681 1

0 +4 34 4- 1211 8 128 1 5120 15 1 90

+ 1 1 0 4-- + 8
51 543 0 +4 13 , 13
128 + 5120 30 + 72 '1

• +2 1 о 1
+ —

253
0 1 29 107

8 1 128 1024 6 1 60 240
■к + 3 1 * 0 _3 1683 0 7 131 203

8 128 5120 24 1 240 576
1

— 2 3 +1
17 951 38 947

+4 24 . , 241 5309
2 1 64 5120 < 6 210

- 1 з + 1 — 9 , 1143 И 689 4 179 . 2009 103781
+ 64 1024 8 1 48 3360

о 3 4-1 — 9 1215 71813
4-3

39 , 155 26 843
1 64 5120 2 ' 4 840

к

+ 1 з 4- 1 1143 72 131
4--2

63 , 757 15 387
2 1 64 5120 4 1 24 560

+ 2 з 4-1
15 , 927 56 599

+ 2 23 , 65 31 013
1 2 1 64 5120 2 1 3 1680

1

г
е й3 й5 е' й2 й4 й6 —

1 — 2 + 3 69 3717
I

213 , 13 
+ 2

55 10 787
8 1 640 160 3 1 720

— 1 2 + ьо
| С

и 131 8879 5037 ! +19 
4

121 10613
+ 720

1 16 1 1280 2560 ■
1

0 1 2 + 2
27 , 2061 25 929 4 13 259 , 8369
4 1 320 И 520 + 4 24 1 720

м
2 +4 75 5709

'1280
4353

4-2
19 , 247

+ 1 16 2560 3 1 36

+ 2 2
19 1087 59 + 1 5 , 763

4- 1 8 1 640 128 2 1 360

1
ы ■

г

(Продолжение)

п т
^ = 5 * = 6

й2 й4 е6 й3 й5 й7

— 2 1 .0 3125 115625 0 , 899
+ 160“

817
1 384 9216 70

— 1 1 0 523
+ 128

69 023 0 243 1215
9216 + 20 56

0 1 о 625 29 375 0
40

2511
1 384 9216 560

+ 1 1 0 125 4625 0 4- 27 135
1 384 9216 1 80 224

4-2 1 о 25 5275 о 9 , 387
128 1 9216 40 1 560

+ 3 1 0 95 , 4765 о 9 4 117
384 1 9216 40 1 224

2 1 , 85 1355 98 525
4--

239 33 951
+ 8 24 1 1024 2 160

— 1 3 ' + 67
1 8

_ 2279 
48

274 345
1 3072 4-17 2949

32
4 67213 

' 320

о з 4-51 593 75 643
4

525 43 041
8 16 1 1024 8 1 320

4-1 3 + 37
8

635
24

54 765
+■ 1024

а. 61 
' 8

677
16

56 487
+ 640

+ 2 з . 25 50 98 875 
"Г 3072 т 2

189 3807
1 8 3 8 1 80

й3 й5 й7 й4 ' й° —

— 2 2 ,295
+ 24

13 745
384

276 475
+ 8064

, 345
1 16

_ 10569 
160 —

— 1 2 , 389 20 267 104 551
+ 3584

209
+ 16

887
1 48 768 20

0 2 , 59
+ Т2

3221 , 326 101 , 115 2049
192 ' 16128 + 16 80

+ 1 2
125

1 48
6625
768

338 875
1 32 256

4-22 
1 8

189
16 ’ —

4-2 2 4-—24
1075 925 . 9 261
384 1 336 + 8 80© ГП
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398 Таблицы
Таблицы 399

(Продолжение*

п т
*=7 ^=8 ^ = 9 «-10

е' е6 еъ ei е6 ei

2 1 0 823 543 о +
8192 0 046 080 315

— 1 1 0 355081 о 47 259 0 046 080 4480

0 1 0 117 649 о 1024 0 046 080 315

+ 1 1 0 4- 16 807 о 128 о 046 080 315

+ 2 1 0 2401 о 32 0 09216 105

+ 3 1 0 9947 о 68 0 046 080 315

2 з . 17 969 301 973 , 2611 39 893 790 053 . 532 345
+ 20161 384 1280 1 30 90 5120

— 1 з 12 085 32 419 , 26 371 
+ .480

1 710 983 1 471 527 , 604 2791 384 192 5760 1 5120 1 4032

о 3
2567 35 563 2611 87 599

+
263351 106 4691 128 320 1 80 480 5120 1 1344

4-1 3
4553 84109 8551 288 221 i 26 809 . 305 593

1 384 1280 1 480 2880 “Г 1024 г 8064

4-2 3
2401 127 253 , 128 416 59 049 15 62 5

1 384 3840 1 15 9 1 5120 1 1008

1 /

е5 е' е6 — ei —

— 2 2
, 69 251 5 394 109 42 037 _1_ 3 306 951
1 1920 46 080 1 720 1 35 840

— 1 2
78 077 2 228929 , 17 807 4- 3313213

1 3840 30 720 1 576 71 680

0 2 9893 889303 42 037 4- 367 439
1 960 23 040 1 2880 17 920

+ 1 2 16 807 1 495 823 256 531 441
1 3840 92 160 + 45 71 680

4" 2 2 2401 12 005 , 64 - 59 049
1 1920 3072 1 45 1 35 840

Таблица III.
Функция Энке f (q) и ее логарифм.

(Стр. 205).

/ 1g/
1^11 <7 1

^>0 </<0 ^>0

0.000 3.0000 3.0000 0.47712 0.47712 0.000
75 75 108 1090.001 2.9925 3.0075 0.47604 0.47821 0.001
74 /6 109 109

0.002 2.9851 3.0151 _ 0.47495 0.47930 0.00274 76 „ 108 109
0.003 2.9777 3.0227 _ 0.47387 0.48039 0.003
0.004

/ л 
2.9703 3.0303 0.47280 0.48148 109 0.004

74 76 108 110
0.005 2.9629 3.0379 _ 0.47172 0.48258 0 00573 107 110
0.006 2-9556 0-0456 „„ 0.47065 0.48368 0 00673 78 107 „ ПО
0.007 2.9483 3.0534 0.46958 0.48478 0 00772 77 107 „ ПО
0.008 2.9411 3-0611 „„ 0.46851 0.48588 0 00872 107 Л 1110.009 2.9339 3.0689 0.46744 0.48699 0.009

72 79 106 111
0.010 2.9267 3.0768 0.46638 , 0.48810 0 01071 79 106 . 1110.011 2.9196 3-0847 0.46532 0.48921 ООН71 106 , 1110.012 2.9125 3.0926 _ 0.46426 0.49032 1 1 0 01271 106 Л 112
0.013 2.9054 З.Ю05 0.46320 0.49144 1 001371 105 „ „ 112
0.014 2.8983 З.Ю85 0.46215 0.49256 0.014

70 81 106 112
0.015 2-8913 3.1166 „ 0.46109 0.49368 0 015/0 105 119
0.016 2-8843 3.1247 0.46004 0.49480 001669 104
0.017 2-8774 _ 3.1328 0.45900 0.49593 ° 0 01769 105 1130.018 2-8705 3.1409 0.45795 0.49706 001869 104 1130.019 2.8636 3.1491 0.45691 0.49819 0.019

69 82 105 113
0.020 2.8567 „ 3.1573 0.45586 „ 0.49932 0 02068 83 104 1140.021 2.8499 3.1656 0.45482 0.50046 0 02168 103 1130.022 2-8431 3.1739 0.45379 0.50159 0 02268 104 1150.023 2.8363 3.1823 0.45275 0.50274 0 02367 103 1140.024 2.8296 3.1907 0.45172 0.50388 0.024

67 84 103 115
0.025 2.8229 3.1991 0.45069 0.50503 0 025
0.026 67

2.8162 3.2076 85 0.44966 103 11 5 
0.50618 0.026

0.027 67
2.8095 3.2161 85 0.44863 103 0.50733 115 0.027

0.028 2.8029 6 85
3.2246 102 

0.44761 0.50848 115 0.028
0,029 2.7963 66 86 

3.2332 102 
0.44659 0.50964 116 0.029

66 87 102 116
0.030 2.7897 3.2419 0.44557 0.51080 0.030© ГП
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Таблица IV.
Различные постоянные величины, употребляемые при вычислении возмущений.

Радиус круга в градусах .

. » „ минутах. .

„ , , секундах

Гауссова постоянная . .

Число 
.... 57°29577951

■ • • • 3 437'746771

• • ■ 206 264?806247

£ 0.017 20209895

3548 Д8761 
0.000 2959122

Логарифм 
1.758 1226 324

3.536 2738 828

5.314 4251 332

8.235 5814 414—10
3.550 0066
6.471 1629—10

*
Интервал 1и = 10* 20й 40й 80й

1 Верхняя строка дает 1§ {т^"т)
т Нижняя строка дает 1§ (107

Меркурий ................... 6000000 |
8.6930—10

8.0729-10
9.2951-10

8.3739—10
9.8972-10

8.6749-10
0.4993

Венера ....................... 408000 | 8.9394—10
9.8605—10

9.2404—10
0.4626

9.5414-10
1.0646

9.8424—10
1.6667

Земля + Луна .... 329 390 | 9.0323—10
9.9534—10

9.3333—10
0.5555

9.6344-10
1.1576

9.9354-10
1.75963

Марс ....................... 3093500 | 8.0596—10
8.9807—10

8.3606-10
9.5828—Ю

8.6616-10
0.1848

8.9626-10
0.7869

Юпитер....................... 1047.355 | 1.529913
2.451 069

1.830 943
3.053 129

2.131 973
3.655 189

2.433 003
4.257 249

Сатурн....................... 3501.6 | 1.00574
1.92690

1.30677
2.52896

1.60780
3.13102

1.90883
3.73308

Уран........................... 99 яко 1 0.1908 0.4918 0.7928 1.0938
1.1119 1.7140 2.3160 2.9181

Нептун....................... 19 706 ( 0.2556 0.5566 0.8576 1.1586
1.1767 1.7788 2.38С8 2.9829

Плутон . „ ................ 350 000 | —

1 1 1 1 9.909-10
1.733

0.0295912 0.118 365 0.473 460 1.893 838

1§ = 8.471 163-10 9.073 223—10 9.675 283—10 0.277 343 |
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