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ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÄËß ÇÀÄÀ×È FLOW SHOP
Ñ ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÌÈ ÇÀÄÅÐÆÊÀÌÈ

À.À. Àãååâ
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à òèïà FLOW SHOP (ïîòîêîâàÿ êîíâåéåðíàÿ ñõåìà) íà

äâóõ ìàøèíàõ ñ ìèíèìàëüíûìè çàäåðæêàìè. Â çàäà÷å äàíî ìíîæåñòâî J = {1, . . . , n}
íåçàâèñèìûõ ðàáîò. Êàæäàÿ ðàáîòà j ∈ J ñîñòîèò èç ïåðâîé è âòîðîé îïåðàöèé (íà
ïåðâîé è âòîðîé ìàøèíå), íà âûïîëíåíèå êîòîðûõ òðåáóåòñÿ aj è bj åäèíèö âðåìåíè
ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîé ðàáîòû j ∈ J çàäàíî íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå
÷èñëî lj, íàçûâàåìîå çàäåðæêîé. Âûïîëíåíèå âòîðîé îïåðàöèè ðàáîòû j ∈ J ìîæåò
íà÷àòüñÿ íå ðàíåå, ÷åì ïî èñòå÷åíèè lj åäèíèö âðåìåíè ïîñëå îêîí÷àíèÿ âûïîëíå-
íèÿ ïåðâîé îïåðàöèè. Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü äëèíó ðàñïèñàíèÿ. Â ñòàíäàðòíîé
òðåõìåñòíîé ñèñòåìå îáîçíà÷åíèé çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé èññëåäóåìàÿ çàäà÷à çà-
ïèñûâàåòñÿ êàê F2 | lj | Cmax.

Â [5,6] äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à F2 | lj | Cmax NP-òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå â
ñëó÷àå åäèíè÷íûõ äëèòåëüíîñòåé âñåõ îïåðàöèé. Äåëë Àìèêî [3] â 1996 ã. äëÿ îáùåãî
ñëó÷àÿ çàäà÷è ïðåäëîæèë ÷åòûðå àëãîðèòìà ñ îäíîé è òîé æå îöåíêîé òî÷íîñòè 2
è âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ O(n log n). Ñ òåõ ïîð ýòîò ðåçóëüòàò íå óëó÷øàëñÿ, õîòÿ
âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ñ ëó÷øåé îöåíêîé òî÷íîñòè
ïîäíèìàëñÿ ðÿäîì èññëåäîâàòåëåé (ñì., íàïðèìåð, [4]). Äëÿ äâóõ âàæíûõ ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ çàäà÷è òàêèå àëãîðèòìû âñ¼-òàêè óäàëîñü ïîñòðîèòü - ýòè ðåçóëüòàòû è ñî-
ñòàâëÿþò ñîäåðæàíèå äàííîãî äîêëàäà.

Â [1] áûë ïîñòðîåí àëãîðèòì ñ âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ O(n2) è îöåíêîé òî÷íîñòè
3/2 äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äëèòåëüíîñòü îïåðàöèè êàæäîé ðàáîòû íå çàâèñèò îò íîìåðà
ìàøèíû, ò. å. aj = bj ïðè âñåõ j ∈ J . Â [2] ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ñ òàêîé æå
âðåìåííîé ñëîæíîñòüþ áûë ïîñòðîåí äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà aj ≡ a, bj ≡ b. Ýòîò àëãîðèòì
èìååò îöåíêó òî÷íîñòè min{1 + 2q+2

q+4
, 2− q} < 1.628, ãäå

q =
max{a, b} −min{a, b}

max{a, b} .

Â ñëó÷àå a = b àëãîðèòìû èìåþò îäèíàêîâóþ îöåíêó òî÷íîñòè 3
2
(è â ýòîì ñëó÷àå

ñîâïàäàþò).
Â îñíîâå îáîèõ ðåçóëüòàòîâ ëåæèò îäíà è òà æå ïåðåñòàíîâî÷íàÿ èäåÿ. Ïåðâûé

àëãîðèòì âíà÷àëå óïîðÿäî÷èâàåò ðàáîòû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå aj + lj ≤
aj+1 + lj+1 äëÿ âñåõ j ∈ J \ {n}. Çàòåì îí ñòðîèò n äîïóñòèìûõ ðàñïèñàíèé òàêèì
îáðàçîì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûïîëíåíèÿ ðàáîò íà âòîðîé ìàøèíå ó âñåõ ýòèõ
ðàñïèñàíèè îäíà è òà æå � 1, 2, . . . , n, à ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîò íà ïåðâîé ìàøèíå
çàâèñèò îò ðàñïèñàíèÿ è ñîñòîèò èç äâóõ ïåðåñòàâëåííûõ ìåñòàìè îòðåçêîâ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè ðàáîò íà âòîðîé ìàøèíå. Èç ïîëó÷åííûõ ðàñïèñàíèé â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ
âûáèðàåòñÿ íàèáîëåå êîðîòêîå. Ïðè àíàëèçå àëãîðèòìà ôóíäàìåíòàëüíóþ ðîëü èãðà-
åò íåòðèâèàëüíîå îáîáùåíèå íèæíåé ãðàíèöû íà äëèíó îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ,
óñòàíîâëåííîé â [2,3]. Âòîðîé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ êîìáèíàöèåé ïåðâîãî àëãîðèòìà
(äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ aj ≡ a, bj ≡ b) ñ íîâûì àëãîðèòìîì äëÿ
îáùåãî ñëó÷àÿ çàäà÷è, êîòîðûé èìååò îöåíêó òî÷íîñòè 2 è âðåìåííóþ ñëîæíîñòü
O(n log n), íî ïðîùå àëãîðèòìîâ Äåëë Àìèêî. Ôàêòè÷åñêè óñòàíîâëåíî, ÷òî â ëþáîå
ðàçóìíîå (â îïðåäåëåííîì ñìûñëå) ðàñïèñàíèå èìååò äëèíó, íå áîëåå ÷åì â 2 ðàçà
ïðåâîñõîäÿùóþ äëèíó êðàò÷àéøåãî ðàñïèñàíèÿ. Ýòî ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëÿåò ñàìî-
ñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ. Ïðè àíàëèçå âòîðîãî àëãîðèòìà èñïîëüçóåòñÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà
èç [2,3] è ñïåöèàëüíûå ñâîéñòâà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ.
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Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåíî ïîäðîáíîå îïèñàíèå àëãîðèòìîâ è èçëîæåíà òåõíèêà ïî-
ëó÷åíèÿ îöåíîê èõ òî÷íîñòè.
Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 08-01-00370.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÈÑÊÓÑÑÒÂÅÍÍÛÕ ÏÎÃËÎÙÀÞÙÈÕ ÑÐÅÄ
Â.À. Àëåêñàøåíêî, À.À. Ñîëîâüåâ, À.À. Ñîëîäîâ

Èñêóññòâåííûå ìàòåðèàëû, èç êîòîðûõ ìîæíî ñîçäàâàòü îáðàçîâàíèÿ ñî ñïåöè-
ôè÷åñêèì ñëàáûì îòðàæåíèåì è áîëüøèì ïîãëîùåíèåì â ÑÂ×-äèàïàçîíå âûçûâàþò
èíòåðåñ, íàïðèìåð, â ñâÿçè ñ çàùèòîé âîåííîé òåõíèêè îò âûñîêîòî÷íîãî îðóæèÿ è
äðóãèõ ñëó÷àÿõ. Ïðîîáðàçîì òàêèõ ñðåä ìîãóò ñëóæèòü ïûëåâûå îáëàêà, ñîñòîÿùèå
èç ôðàêòàëüíûõ êëàñòåðîâ, íàíîñòðóêòóð, ò.å. ÷àñòèö ñ ðûõëîé ñòðóêòóðîé. Ìàññî-
âàÿ äîëÿ òàêèõ ÷àñòèö, âçâåøåííûõ â âîçäóõå, ìîæåò áûòü íåçíà÷èòåëüíîé, ïîýòîìó
îáëàêî êàê ñðåäà õàðàêòåðèçóåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðåëîìëåíèÿ n ∼= 1, è îòðàæåíèå
îò ãðàíèöû îáëàêà â ÑÂ×-äèàïàçîíå âåñüìà ìàëî. Óêàçàííûå ñòðóêòóðû ÷àñòî ôîð-
ìèðóþòñÿ â âèäå ðûõëûõ íèòåé ñ îòíîøåíèåì äëèíû ê ïîïåðå÷íèêó L/d À 1. Ïðè
ýòîì óäåëüíûé ðàñõîä ìàññû (ã/ì2) íà ñîçäàíèå ïîãëîùàþùåãî îáëàêà îêàçûâàåòñÿ
íåçíà÷èòåëüíûì.

Ðàññìîòðèì îòðàæåíèå ýëåêòðîìàãíèòíûõ âîëí íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ ñðåä.
Ïðè íîðìàëüíîì ïàäåíèè ÝÌ âîëíû íà ïëîñêóþ ãðàíèöó ðàçäåëà âàêóóì - ïîãëîùà-
þùàÿ ñðåäà êîýôôèöåíò îòðàæåíèÿ èìååò âåëè÷èíó:

R =
(n− 1)2 + k2

(n + 1)2 + k2
, (1)

ãäå áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû n, k � ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ è êîýôôèöèåíò ïîãëî-
ùåíèÿ â ñðåäå. Åñëè λ, λ∗ � äëèíà âîëíû â âàêóóìå è â ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäå, l �
äëèíà ïîãëîùåíèÿ, òî n = λ/λ∗, k = λ∗/l. Ñîãëàñíî (1), îòðàæåíèå âîëíû ñ ÷àñòî-
òîé ω îò ãðàíèöû ïîäàâëåíî, åñëè äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû ε(ω) ∼= 1 è
ïðè ýòîì ïîãëîùåíèå íåçíà÷èòåëüíî. Íàïðèìåð, åñëè n ∼= 1 è k = 0.1, òî ïàðàìåòð
R = 2.5 · 10−3.

Â êà÷åñòâå èìèòàòîðà êëàñòåðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü èñêóññòâåííîå ïîëèìåðíîå
âîëîêíî, ñîäåðæàùåå äèñïåðãèðîâàííûé ïðîâîäÿùèé ìàòåðèàë â âèäå íàïîëíèòåëÿ.
Ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ïðè îáúåìíîé äîëå íàïîëíèòåëÿ >∼ 20% ÷àñòü ïðîâîäÿùèõ
÷àñòèö ñîåäèíÿåòñÿ ìîñòèêàìè ïðîâîäèìîñòè, â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàþò ïðîâîäÿùèå
ó÷àñòêè, êîòîðûå ðàñïðåäåëåíû âäîëü íèòè ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Â äðóãîì âàðèàíòå
ìîæíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå îñíîâû ñòåêëÿííûå íèòè, íà êîòîðûõ ïî òåõíîëîãèè
íèçêîòåìïåðàòóðíîé ìåòàëëèçàöèè ñîçäàíû ïðîâîäÿùèå ó÷àñòêè.

Ðàñïðåäåëÿÿ íèòè ñ ïðîâîäÿùèìè ó÷àñòêàìè â íåêîòîðîì îáúåìå, ìîæíî èìèòè-
ðîâàòü îáëàêî êëàñòåðíûõ ÷àñòèö. Åñëè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèòÿìè ìåíüøå äëèíû
âîëíû, òî ñðåäó ìîæíî ñ÷èòàòü êâàçèîäíîðîäíîé. Ýôôåêòèâíàÿ äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü ñðåäû â ýòîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå:

εe� = 1 + (ε− 1)µ/µ0,

ãäå ε � äèýëåêòðè÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü ìàòåðèàëà íèòè, µ � ìàññà íèòåé â åäèíè÷-
íîì îáúåìå ïîãëîùàþùåé ñðåäû, µ0 � ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà íèòåé, µ/µ0 � îáúåìíàÿ
äîëÿ íèòåé â ðàññìàòðèâàåìîì îáúåìå. Î÷åâèäíî, ëåãêî äîñòèãàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà
ýôôåêòèâíûé ïîêàçàòåëü ïðåëîìëåíèÿ ñðåäû óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ nf ∼= 1.

Îöåíêè ýôôåêòîâ ïîãëîùåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèïèñûâàÿ ñðåäå ýôôåêòèâíóþ
ïðîâîäèìîñòü σ. Óðàâíåíèÿ Ìàêñâåëëà äëÿ ïðîâîäÿùåé ñðåäû ñ äèýëåêòðè÷åñêîé
ïðîíèöàåìîñòüþ ε ∼= ε0 çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:
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divE = ρ/ε0,
divB = 0,
rotE = −∂B/∂t,
c2rotB = j/ε0 + ∂E/∂t,

(2)

ãäå B è E � ìàãíèòíàÿ èíäóêöèÿ è íàïðÿæåííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, ρ è j �
ïëîòíîñòü çàðÿäà è òîê. Â ñèñòåìå ÑÈ êîíñòàíòû â (2) èìåþò âåëè÷èíó:

c = 3 · 108 ì/ñåê, ε0 = (4π · 9 · 109)−1 ôàðàäà/ì.

Ïëîñêàÿ âîëíà â èçîòðîïíîé ñðåäå îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèÿìè âèäà

E(x, t) = E0 exp(iωt− ikx), B(x, t) = B0 exp(iωt− ikx),

ãäå E0, B0 � ïîñòîÿííûå âåêòîðû. Âîçáóæäàåìûé âîëíîé òîê ïðîâîäèìîñòè èìååò
âèä j = σE. Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî, âûïîëíåííîå äëÿ ïëîñêîé âîëíû:

j = σE =
σ

iω
· ∂E

∂t
,

èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (2) ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ âîëíîâîãî âåêòîðà k

k =
ω

c

√
1 +

σ

iε0ω
. (3)

Ôèçè÷åñêè ÿñíî, ÷òî îòðàæåíèå âîëíû ïðè ïåðåõîäå â ïðîâîäÿùóþ ñðåäó ñëàáîå, åñëè
èíäóöèðóåìûå â ñðåäå òîêè (ïîëÿðèçàöèè èëè ïðîâîäèìîñòè) ñëàáî âîçìóùàþò ïîëå
ïàäàþùåé âîëíû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûïîëíåíèÿ íóæíîãî ñâîéñòâà íåîáõîäèìî â
(3) âûïîëíèòü óñëîâèå

1/2σ

ε0ω
¿ 1. (4)

Åñëè âûïîëíåíî (4), òî âîëíà â ñðåäå îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé âèäà

E = E0 exp(iωt) exp
(
−1/2σ

ε0ω
x

)
,

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ÷àñòîòå âûøå ãðàíè÷íîé ω > σ/2ε0 ñðåäà ñëàáî îòðàæàåò ïàäà-
þùóþ âîëíó. Ïîãëîùåíèå ïðîõîäèò íà äëèíå l, ïðè÷åì ïðè ω À σ/ε0 äëèíà ïîãëî-
ùåíèÿ l íå çàâèñèò îò ÷àñòîòû. Îöåíêà l â åäèíèöàõ ÑÈ èìååò âèä

l =
2ε0c

σ
=

1

60πσ
. (5)

Ñîîòíîøåíèÿ (4) è (5) ïîçâîëÿþò ñôîðìóëèðîâàòü êîëè÷åñòâåííûå òðåáîâàíèÿ
ê ïîãëîùàþùåé ñðåäå. Ñðåäà ìîæåò áûòü âûïîëíåíà, íàïðèìåð, êàê ðåãóëÿðíàÿ
ðåøåòêà èç ïðîâîäÿùèõ íèòåé ñ øàãîì 1 ìì. Òàêèì îáðàçîì, âåðõíÿÿ ãðàíèöà ïî
÷àñòîòå îïðåäåëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâíûìè ñîîáðàæåíèÿìè è ëåæèò â äèàïàçîíå äëèí
âîëí ∼ 1 ìì. Âòîðàÿ ãðàíèöà îïðåäåëÿåòñÿ ñîâìåñòíî êðèòåðèÿìè (4) è (5). Ïóñòü,
íàïðèìåð, äîïóñòèìàÿ òîëùèíà ïîãëîùàþùåãî ñëîÿ ∼ 1 ì, è äëèíà ïîãëîùåíèÿ
l ∼ 10 − 100 ñì. Òîãäà äëÿ ÷àñòîò â îáëàñòè λ∗ = 3 ñì, ω∗ = 2π · 1010, êðèòåðèè (4),
(5) äàþò ñîîòíîøåíèÿ:

σ ¿ ε0ω
∗ ∼= 0.5 îì−1ì−1, (6a)

σ ∼ 1/(60πl) ∼ 1/20÷ 1/200 îì−1ì−1. (6á)
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Êðèòåðèè (6) íàéäåíû ïî çàäàííîé òîëùèíå ïîãëîùàþùåãî ýêðàíà è ïîçâîëÿþò îïðå-
äåëèòü äëèíó ïîãëîùåíèÿ è íèæíþþ ãðàíèöó ÷àñòîò, íà êîòîðûõ ýêðàí ðàáîòîñïîñî-
áåí. Íàïðèìåð, âûáîð ïðîâîäèìîñòè ñðåäû 1/100 Ñèì ôèêñèðóåò äëèíó ïîãëîùåíèÿ
l = 0.5 ì. Ïðè òîëùèíå ïîãëîùàþùåãî ýêðàíà 0.5-1 ì ýêðàí ýôôåêòèâåí â äèïàçîíå
äëèí âîëí ∼ 1 ìì÷ 0.5 ì.

Äëÿ óïðîùåííîé îöåíêè ðàñõîäà ìàòåðèàëîâ ìîæíî ïðèíÿòü ìîäåëü, â êîòîðîé
ïðîâîäèìîñòü ñðåäû σ ïðîïîðöèîíàëüíà îáúåìíîé äîëå ïðîâîäÿùåãî ìàòåðèàëà â
ïîãëîùàþùåì ñëîå:

σ = σ0(m/m0), (7)

ãäå σ0 è m0 � ïðîâîäèìîñòü è ïëîòíîñòü èñïîëüçóåìîãî ìàòåðèàëà, σ è m � ïðîâîäè-
ìîñòü ñðåäû è ìàññà ïðîâîäÿùåãî ìàòåðèàëà â åäèíè÷íîì îáúåìå.

Ïîêàçàíî, ÷òî íà áàçå ðûõëûõ ñòðóêòóð, èìèòèðóþùèõ íèòåâèäíûå ôðàêòàëüíûå
êëàñòåðû, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èñêóñòâåííûå ñëàáî ïðîâîäÿùèå ñðåäû ñ ýëåêòðîìàã-
íèòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, â êîòîðûõ ñî÷åòàþòñÿ ñâîéñòâà ãàçîâ (äèýëåêòðè÷åñêàÿ
ïðîíèöàåìîñòü áëèçêà 1) è ìàòåðèàëîâ ñ íèçêîé ïðîâîäèìîñòüþ (ïðîâîäèìîñòü ñðå-
äû â èíòåðâàëå ∼ 10−2 Ñèì). Íà áàçå óêàçàííûõ ñðåä ìîæíî ñîçäàâàòü ýêðàíû, íå
îòðàæàþùèå, íî ïîãëîùàþùèå ÑÂ×-èçëó÷åíèå.

Òåõíîëîãè÷åñêè óêàçàííûå ìàòåðèàëû ìîãóò áûòü âûïîëíåíû íà îñíîâå òîíêèõ
äèýëåêòðè÷åñêèõ íåñóùèõ íèòåé ñ íàïîëíèòåëåì èç ìåëêîäèñïåðñíûõ ïðîâîäÿùèõ
ìàòåðèàëîâ.

Â ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ íàìè ðàññìîòðåí âàðèàíò, êîãäà êîìïîçèòíûå íèòè ïî-
ñòàâëåíû â âèäå ðåãóëÿðíîé ðåøåòêè ñ ïëîòíîñòüþ íèòåé ∼ 1 íèòü/ìì2. Åñëè ïðî-
âîäÿùèå ó÷àñòêè íà íèòÿõ äîñòàòî÷íî äëèííûå, òî ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèåì
ýôôåêòèâíîé ïðîâîäèìîñòè ñðåäû. Â óêàçàííîì âàðèàíòå òåõíîëîãè÷åñêèé êðèòå-
ðèé ýôôåêòèâíîñòè ñðåäû ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâàì (6à), (6á). Ïî îöåíêàì, â äàííîì
âàðèàíòå ýêðàíû, íå îòðàæàþùèå, íî ïîãëîùàþùèå ÑÂ×-èçëó÷åíèå , ìîãóò èìåòü
òîëùèíó ïîðÿäêà 0.1 � 1 ì ïðè óäåëüíîé ìàññå ýêðàíà ïîðÿäêà 0.5 êã/ì3.

Ïðîâîäÿùèå ó÷àñòêè íà íèòÿõ ìîãóò áûòü è êîðîòêèìè, â ýòîì ñëó÷àå îíè èìåþò
âèä "èãîëîê". Íàèáîëåå ñëîæíûé âàðèàíò âîçíèêàåò â òîì ñëó÷àå, åñëè ðàññòîÿíèå
ìåæäó èãîëêàìè îêàçûâàåòñÿ áîëüøå ðàçìåðà èãëû. Â ïîäîáíîì âàðèàíòå ìàññîâûå
õàðàêòåðèñòèêè ýêðàíà âîçðàñòàþò ïðîïðöèîíàëüíî äîëå íåïðîâîäÿùèõ ó÷àñòêîâ íà
íåñóùåé íèòè.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷¼òîâ ïîäòâåðæäàþòñÿ ýêñïåðèìåíòàìè â ëàáîðàòîðíûõ è íàòóð-
íûõ óñëîâèÿõ, íàïðèìåð, ïðè çàùèòå òàíêîâ îò îáíàðóæåíèÿ â ðàäèî÷àñòîòíîì è
îïòè÷åñêîì äèàïàçîíàõ.

Ñîëîâüåâ Àíàòîëèé Àëåêñååâè÷,
Ñèáèðñêàÿ ãîñóäàðñòâåííàÿ àâòîìîáèëüíî-äîðîæíàÿ àêàäåìèÿ,
ïð. Ìèðà, 5, Îìñê, 644080, Ðîññèÿ, òåë. (3812) 65-17-63.
E-mail: solovyov_aa@sibadi.org

Àëåêñàøåíêî Âèêòîð Àíäðååâè÷, Ñîëîäîâ Àëåêñåé Àëåêñàíäðîâè÷,
Öåíòðàëüíûé íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèé ðàäèîòåõíè÷åñêèé èíñòèòóò,
óë. Íîâàÿ Áàñìàííàÿ, 20, Ìîñêâà, 105066, Ðîññèÿ.
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ÑÅÄËÎÂÛÅ ÈÃÐÛ ÄÂÓÕ ËÈÖ:
ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ È ÌÅÒÎÄÛ ÈÕ ÐÅØÅÍÈß

À.Ñ. Àíòèïèí

1. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû. Çàäà÷à ñêàëÿðíîé îïòèìèçàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
êëàññè÷åñêèé èíñòðóìåíò ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèòóàöèé ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé, êîãäà íà ìíîæåñòâå àëüòåðíàòèâ íåîáõîäèìî âûáðàòü íàèëó÷øåå ðåøåíèå.
Ýòà çàäà÷à ñûãðàëà âàæíóþ ðîëü â ôîðìèðîâàíèè òåîðèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Îä-
íàêî ñî âðåìåíåì ñèòóàöèÿ èçìåíèëàñü, ïîÿâèëàñü íåîáõîäèìîñòü èçó÷àòü ïðîáëåìû
ãðóïïîâîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé íà ìíîæåñòâå àëüòåðíàòèâ ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ
íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ áàëàíñîâûõ óñëîâèé. Ñóùåñòâóþò ðàçíîîáðàçíûå ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ñèòóàöèé ãðóïïîâîãî âûáîðà. Îñíîâíûå ýëåìåí-
òû ýòèõ ìîäåëåé - ýòî öåëåâûå ôóíêöèè è ìíîæåñòâà, êîòîðûå ïîçâîëÿþò êàæäîìó
ó÷àñòíèêó âûáðàòü ëó÷øóþ àëüòåðíàòèâó è áàëàíñû èëè óñëîâèÿ, êîòîðûì äîëæ-
íû óäîâëåòâîðÿòü âûáðàííûå àëüòåðíàòèâû. Ðåøåíèÿ òàêèõ ìîäåëåé íàçûâàþòñÿ
ðàâíîâåñíûìè, ïîñêîëüêó îíè ñîãëàñîâûâàþò èíòåðåñû ó÷àñòíèêîâ ñèòóàöèè ïðèíÿ-
òèÿ ðåøåíèé. Ðàâíîâåñíûå ðåøåíèÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ íåïîäâèæíûìè òî÷êàìè
íåêîòîðûõ ýêñòðåìàëüíûõ îòîáðàæåíèé, ê êîòîðûì âñåãäà ìîæíî ñâåñòè ðàâíîâåñ-
íûå çàäà÷è. Âñå ýòè çàäà÷è ìîãóò áûòü îáúåäèíåíû â ðàìêàõ êîíöåïöèè ðàâíîâåñíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ [1],[2], êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ òàêèå ðàçäåëû êàê: èãðû n ëèö ñ
ðàâíîâåñèÿìè ïî Íýøó, ìíîãîêðèòåðèàëüíûå ðàâíîâåñíûå çàäà÷è, îáðàòíûå çàäà÷è
îïòèìèçàöèè è äðóãèå.

Â äàííîé ðàáîòå ìû ðàññìîòðèì îòíîñèòåëüíî íîâóþ êîíñòðóêöèþ ñåäëîâîé èãðû
äâóõ ëèö, ïîêàæåì åå âîçìîæíîñòè êàê èíñòðóìåíòà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ è ðàññìîòðèì ìåòîäû åå ðåøåíèÿ. Ñåäëîâóþ èãðó äâóõ ëèö ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü êàê ñèñòåìó çàäà÷ âèäà

x∗ ∈ Argmax{〈λ∗, f(x)〉 | g(x) ≤ b(y∗), x ∈ X}, (1)

〈p− p∗, g(x∗)− b(y∗)〉 ≤ 0, p ≥ 0, (2)
y∗ ∈ Argmax{〈p∗, b(y)〉 | h(y) ≤ f(x∗), y ∈ Y }, (3)

〈λ− λ∗, h(y∗)− f(x∗)〉 ≤ 0, λ ≥ 0. (4)
Çäåñü f(x) = (f1(x), ..., fm1(x)), b(y) = (b1(y), ..., bm2(y)) - âûïóêëûå ââåðõ (âîãíóòûå),
à g(x) = (g1(x), ..., gm2(x)), h(y) = (h1(y), ..., hm1(y)) - âûïóêëûå âíèç ôóíêöèè äëÿ
âñåõ x ∈ X, y ∈ Y , ãäå X ⊂ Rm1 , Y ⊂ Rm2- âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Ïàðà
x∗, y∗ ∈ X × Y ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (1)-(4), êîòîðàÿ âñåãäà ñóùåñòâóåò, åñ-
ëè ìíîæåñòâî X × Y îãðàíè÷åíî (òåîðåìà Êàêóòàíè). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà ïàðà
ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ñèñòåìû ýêñòðåìàëüíûõ âêëþ÷åíèé ïðàâîé ÷àñòè èç
(1)-(4). Çàìåòèì, ÷òî âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà (2),(4) òàêæå âñåãäà ìîæíî ïåðåïè-
ñàòü â ôîðìå ýêñòðåìàëüíûõ âêëþ÷åíèé.

Äëÿ çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (1),(3) ââåäåì ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L1(λ
∗, y∗, p, x) = 〈λ∗, f(x)〉 − 〈p, g(x)− b(y∗)〉, x ∈ X, p ≥ 0, (5)

L2(λ, y, p∗, x∗) = 〈p∗, b(y)〉 − 〈λ, h(y)− f(x∗)〉, y ∈ Y, λ ≥ 0, (6)
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òîãäà â òåðìèíàõ ýòèõ ôóíêöèé ñèñòåìó (1)-(4) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â áîëåå êîìïàêò-
íîì âèäå - ñåäëîâîé èãðû äâóõ ëèö [3]

p∗, x∗ ∈ ArgSdl{L1(λ
∗, y∗, p, x), x ∈ X, p ≥ 0}, (7)

λ∗, y∗ ∈ ArgSdl{L2(λ, y, p∗, x∗), y ∈ Y, λ ≥ 0}, (8)
ãäå ñèìâîë ArgSdl îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ òî÷åê ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè
Ëàãðàíæà îòíîñèòåëüíî ñîáñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ïðè ôèêñèðîâàííûõ ïàðàìåòðàõ.
Ýòà èãðà ïîðîæäàåò ñåäëîâîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà Rm1

+ , Y, Rm2
+ , X â ñåáÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ñåäëîâóþ çàäà÷ó (1)-(4) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñêàëÿ-
ðèçàöèþ èëè ëèíåéíóþ ñâåðòêó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé èãðû äâóõ ëèö âèäà

x∗ ∈ ParetoMax{f(x) | g(x) ≤ b(y∗), x ∈ X}, (9)

y∗ ∈ ParetoMax{b(y) | h(y) ≤ f(x∗), y ∈ Y }. (10)
Çäåñü òðåáóåòñÿ íàéòè ïàðó x∗, y∗, òàêóþ, ÷òî x∗, y∗ ∈ Φ(x∗, y∗), ãäå Φ(x, y)- òî÷å÷íî-
ìíîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå, ëþáîé îáðàç êîòîðîãî ñîñòîèò èç ïàðû ïàðåòîâñêèõ
ìíîãîîáðàçèé, çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, îòâå÷àþùèõ êîíêðåòíûì
x, y ∈ X × Y .

Çàäà÷è (1)-(4) èëè (7),(8) ôîðìóëèðóþòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðÿìûõ x, y è äâîéñòâåí-
íûõ ïåðåìåííûõ p, λ. Â ñèòóàöèÿõ ýêîíîìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äâîéñòâåííûå ïå-
ðåìåííûå, êàê ïðàâèëî, èíòåðïðåòèðóþòñÿ êàê öåíû èëè îöåíêè. Åñëè ó÷åñòü, ÷òî
ëþáûå ìàòåðèàëüíûå ïîòîêè â ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ âñåãäà ñîïðîâîæäàþòñÿ ôè-
íàíñîâûìè èëè öåíîâûìè ïîòîêàìè, òî íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ñåäëîâûå èãðû ìîãóò
ïðåäñòàâëÿòü ïîëåçíûé èíñòðóìåíò äëÿ îïèñàíèÿ ìàòåðèàëüíûõ è ôèíàíñîâûõ ïî-
òîêîâ îäíîâðåìåííî. Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ÷àñòíûå ïðèìåðû îáùåé êîíñòðóêöèè
(1)-(4).

2. Ðàâíîâåñíàÿ ìîäåëü ïðîèçâîäñòâà (ôèðìû). Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðî-
èçâîäñòâà (ôèðìû) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ âèäà

x∗ ∈ Argmax{f(x) | g(x) ≤ y, x ∈ X}, (11)

〈p− p∗, g(x∗)− y〉 ≤ 0, p ≥ 0, (12)
ãäå f(x) è g(x) ñîîòâåòñòâåííî ñêàëÿðíàÿ è âåêòîðíàÿ âûïóêëûå ôóíêöèè, y � ôèê-
ñèðîâàííûé âåêòîð ðåñóðñîâ, p∗ � âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà çàäà÷è (11) (äâîé-
ñòâåííàÿ êîìïîíåíòà ñåäëîâîé òî÷êè ôóíêöèè Ëàãðàíæà ýòîé çàäà÷è). Â ýòîé ìîäåëè
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â åäèíèöó âðåìåíè x = 1 èñïîëüçóåòñÿ g(1) åäèíèö ðåñóðñîâ è
âûðàáàòûâàåòñÿ f(1) åäèíèö ïðîäóêòîâ, åñëè ïðîèçâîäñòâî ðàáîòàåò ñ èíòåíñèâíî-
ñòüþ x åäèíèö âðåìåíè, òî ñîîòâåòñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ è âûïóñêàåòñÿ g(x) è f(x)
åäèíèö ðåñóðñîâ è ïðîäóêòîâ, ïðè ýòîì èñïîëüçóåìûå ðåñóðñû íå äîëæíû ïðåâîñõî-
äèòü èìåþùèåñÿ çàïàñû y. Âåêòîð p∗ òðàêòóåòñÿ êàê âåêòîð öåí èëè îöåíîê èñïîëü-
çóåìûõ ðåñóðñîâ. Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ âûáðàòü âåêòîð èíòåíñèâíîñòè ðàáîòû x = x∗,
êîòîðûé îáåñïå÷èò ìàêñèìóì âûïóñêà ïðîäóêöèè.

Â ïðèâåäåííîé ìîäåëè íå ó÷èòûâàþòñÿ òàêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîèçâîäñòâà, êàê
åãî ðåíòàáèëüíîñòü, óðîâåíü äåôèöèòíîñòè ðåñóðñîâ, à òàêæå ñâÿçü âõîäíûõ ðåñóð-
ñîâ ñ îáúåìîì âûïóñêà ïðîäóêöèè. Ýòà ñâÿçü èìååò ðåøàþùåå çíà÷åíèå äëÿ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ ôèðìû. Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî ÷åì áîëüøå ïåðåðàáàòûâàåòñÿ
ðåñóðñîâ, òåì áîëüøå âûïóñê ïðîäóêöèè è, ñëåäîâàòåëüíî, âûøå ïðèáûëü. Îäíàêî
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ïðè ïîêóïêå áîëüøèõ îáúåìîâ ðåñóðñîâ è èõ õðàíåíèè äîëÿ ýòèõ ðàñõîäîâ ìîæåò
ñîñòàâëÿòü çíà÷èòåëüíóþ ÷àñòü â îáùåé ïðèáûëè, ïîýòîìó ÷èñòàÿ ïðèáûëü ìîæåò
ðåçêî ïàäàòü ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìîâ ðåñóðñîâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàîáîðîò, åñëè
îáúåìîâ ðåñóðñîâ íåäîñòàòî÷íî, òî âîçðàñòàåò èõ äåôèöèòíîñòü (íåõâàòêà), êîòîðàÿ
ïîòðåáóåò èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðîèçâîäñòâà, ÷òî ïðèâåäåò ê âîçðàñòàíèþ òåõíî-
ëîãè÷åñêèõ èçäåðæåê è óìåíüøåíèþ ÷èñòîé ïðèáûëè ôèðìû. Èç ýòèõ ðàññóæäåíèé
ñëåäóåò, ÷òî ñòîèìîñòü âõîäíûõ ðåñóðñîâ äîëæíà áûòü ñîãëàñîâàíà ñî ñòîèìîñòüþ
âûïóñêà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, ñòîèìîñòü ðåñóðñîâ äîëæíà áûòü íå âûøå ïðèáûëè (â
êðàéíåì ñëó÷àå, ñîâïàäàòü).

Íà áàçå (11),(12) ñôîðìóëèðóåì ðàâíîâåñíóþ ìîäåëü, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò âûøå-
ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ [1]. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäåíèé ïðèâåäåì ôóíêöèè èç (11)
ê îäíîìó çíàêó. Äëÿ ýòîãî ââåäåì ôóíêöèþ f−(x) = −f(x), êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü
ôóíêöèåé èçäåðæåê, ïðè ýòîì ìèíóñ èçäåðæêè −f−(x) = f(x) ñîâïàäàþò ñ ïðèáû-
ëüþ. Èñïîëüçóÿ ââåäåííóþ ôóíêöèþ ñôîðìóëèðóåì ðàâíîâåñíóþ ìîäåëü â ôîðìå

x∗ ∈ Argmin{f−(x) | g(x) ≤ p∗, x ∈ X}, (13)

〈p− p∗, g(x∗)− p∗〉 ≤ 0, p ≥ 0, (14)
p∗ = s(y∗) (15)

Ñðàçó æå îòìåòèì, ÷òî çàäà÷è (13),(14) îïðåäåëÿþò ñåäëîâóþ òî÷êó ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà L(x, p) = f−(x) + 〈p, g(x) − s(y∗)〉 äëÿ âñåõ x ∈ X, p ≥ 0, ïîä÷èíåííóþ ñèñòåìå
íåðàâåíñòâ

f−(x∗) + 〈p, g(x∗)− s(y∗)〉 ≤ f−(x∗) + 〈p∗, g(x∗)− s(y∗)〉 ≤ f−(x) + 〈p∗, g(x)− s(y∗)〉
äëÿ âñåõ x ∈ X, p ≥ 0 è ñëó÷àÿ, êîãäà p∗ = s(y∗). Òàêèì îáðàçîì, â ýòîé çàäà÷å
òðåáóåòñÿ âûáðàòü ïàðàìåòð ðåñóðñîâ (âåêòîð ïðàâîé ÷àñòè îãðàíè÷åíèé çàäà÷è (13))
òàê ÷òîáû îí ñîâïàë ñ âåêòîðîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (óðàâíåíèå (15)). Âåêòîð
ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóáãðàäèåíò ôóíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè

ϕ(y) = f−(x∗) = Min{f−(x) | g(x) ≤ y, x ∈ X}, (16)

ò.å. ∂ϕ(y)
∂y

= p∗, à âåêòîð s(y) � ãðàäèåíò ôóíêöèè ñòîèìîñòè ðåñóðñîâ S = S(y), ò.å.
dS(y)

dy
= s(y). Äðóãèìè ñëîâàìè, îáà ãðàäèåíòà èìåþò ñìûñë öåí, òî÷íåå ìàðãèíàëü-

íûõ öåí. Ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà � ýòî âíóòðåííèå öåíû, ñâÿçàííûå ñ òåõíîëîãèåé
ìîäåëè, à s(y) - ýòî âíåøíèå öåíû ðûíêà. Âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ s(y) = p îòîáðàæàåò
âåêòîð ðåñóðñîâ y, èçìåðåííûé â íàòóðàëüíûõ åäèíèöàõ, â ñòîèìîñòè, èçìåðåííûå â
äåíåæíûõ åäèíèöàõ. Òîãäà îòíîøåíèå p/s(y) îáîçíà÷àåò ñòîèìîñòü åäèíèöû ðåñóðñà,
ò.å. åãî öåíó. Îòîáðàæåíèå p = s(y) èçíà÷àëüíî ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîíîðìèðîâàííûì,
òîãäà îáå ïåðåìåííûå áóäóò èìåòü ñìûñë öåí è ìîæíî ãîâîðèòü î èõ ðàâåíñòâå. Îáå
ïåðåìåííûå ìîæíî ïîêîîðäèíàòíî ïåðåìíîæàòü, ÷òî áóäåò îçíà÷àòü ïåðåñ÷åò öåíû
ðåñóðñà èç îäíîé ñèñòåìû öåí â äðóãóþ, íàïðèìåð, âíåøíèå öåíû âî âíóòðåííèå è
íàîáîðîò.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (13)-(15) ðàñïàäàåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå çàäà÷è, ñíà÷àëà ðåøà-
åòñÿ ñåäëîâàÿ çàäà÷à (13),(14), çàòåì, èñïîëüçóÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå âåêòîðà ìíîæè-
òåëåé Ëàãðàíæà, ðåøàåòñÿ óðàâíåíèå (15). Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ y = y∗ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé "òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ"äâóõ ìíîãîçíà÷íûõ îòîáðàæåíèé, îäíî èç êîòîðûõ � ñóá-
ãðàäèåíò ôóíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè, äðóãîå (ñóá)ãðàäèåíò ôóíêöèè ñòîèìîñòè ðå-
ñóðñîâ. Â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ðàâåíñòâà öåí (15). Îòêëîíåíèå îò
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òî÷êè ðàâíîâåñèÿ y = y∗ ïîðîæäàåò ëèáî ðîñò öåí íà ðåñóðñû çà ñ÷åò óâåëè÷åíèÿ èõ
îáúåìà, ëèáî ðîñò öåí (ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà) çà ñ÷åò óñèëåíèÿ äåôèöèòà ðåñóðñîâ.
Ëþáûå îòêëîíåíèÿ îò ðàâíîâåñèÿ ïðèäàþò ñèñòåìå íå óñòîé÷èâûé õàðàêòåð.

3. Ðàâíîâåñíàÿ ïîñòàâêà ðåñóðñîâ. Ýòà ìîäåëü [4] áëèçêà ê çàäà÷å (13)-(15) ñ
òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî çäåñü âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ s(y) ÿâíî íå çàäàíà, à îïðåäåëÿåòñÿ
ïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷åé îïòèìèçàöèè, êîòîðàÿ â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ìîäåëüþ
ïîñòàâùèêà ðåñóðñîâ

x∗ ∈ Argmin{f−(x) + 〈p∗, g(x)− y∗〉 | x ∈ X}, (17)

〈p− p∗, g(x∗)− y∗〉 ≤ 0, p ≥ 0, (18)
〈y − y∗, p∗〉 ≤ 0, y ∈ Y. (19)

Çäåñü, ïîñòàâùèê ðåñóðñîâ, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âåêòîð öåí p∗ ≥ 0 åìó èçâåñòåí, âû-
÷èñëÿåò âåêòîð ðåñóðñîâ y∗ ∈ Y , ðåøàÿ çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè (19) 〈y, p∗〉 ≤ 〈y∗, p∗〉
íà îãðàíè÷åííîì çàìêíóòîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå Y . Çàòåì ïîñòàâëÿåò íàéäåííûé
âåêòîð ïåðâîìó ó÷àñòíèêó. Åñëè âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà çàäà÷è (17),(18) ñîâ-
ïàäàåò ñ âåêòîðîì öåí p∗ ≥ 0 ïîñòàâùèêà, òî çàäà÷à ðåøåíà. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
ðåøåíèå ñèñòåìà çàäà÷ (17)-(19) ñâîäèòñÿ ê âû÷èñëåíèþ ñåäëîâîé òî÷êè p∗ ≥ 0, x∗ ∈
X, y∗ ∈ Y ôóíêöèè

L(p, x, y) = f−(x) + 〈p, g(x)− y〉,
êîòîðàÿ çàâèñèò îò ïðÿìûõ x ∈ X, y ∈ Y è äâîéñòâåííûõ p ≥ 0 ïåðåìåííûõ.

4. Ìîäåëü ðàâíîâåñíîãî êðåäèòíîãî ðûíêà. Ìîäåëü [5] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ñèñòåìó çàäà÷ îïòèìèçàöèè, êîòîðàÿ îïèñûâàåò ïîâåäåíèå äâóõ ìàêðî-èãðîêîâ: çàåì-
ùèêà è êðåäèòîðà. Ïðèíÿòèå ðåøåíèé êàæäîãî èç íèõ îïèñûâàåòñÿ çàäà÷åé âûïóê-
ëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à áàëàíñèðîâàíèå ïðèíÿòûõ ðåøåíèé ïðåäñòàâëåíî âàðèà-
öèîííûìè íåðàâåíñòâàìè èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ëèíåéíûìè çàäà÷àìè îïòèìèçàöèè.
Ìîäåëü èìååò âèä

w∗ ∈ Argmax{S1(w) + (1 + r∗)M(w) | g(w) ≤ y∗, w ∈ W0}, (20)

〈p− p∗, g(w∗)− y∗〉 ≤ 0, p ≥ 0, (21)
y∗ ∈ Argmax{S2(y) + 〈p∗, y〉 | 〈m, y〉 ≤ M(w∗), y ∈ Y }. (22)

(r − r∗)(〈m, y∗〉 −M(w∗)) ≤ 0, r ≥ 0. (23)
Çäåñü S1(w), S2(y),M(w) - âûïóêëûå ââåðõ (âîãíóòûå) ôóíêöèè äëÿ w ∈ W0, y ∈ Y ,
ãäå W0 ⊂ Rn, Y ⊂ Rm- âûïóêëûå çàìêíóòûå ìíîæåñòâà. Ïåðâûå äâå ôóíêöèè îïè-
ñûâàþò ïëàíèðóåìóþ ïðèáûëü ó÷àñòíèêîâ ñèòóàöèè, ïîñëåäíÿÿ - çàåìíûå ñðåäñòâà,
âçÿòûå â âèäå êðåäèòîâ. g(w) - âûïóêëàÿ âíèç ôóíêöèÿ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ôîð-
ìèðóþòñÿ áàëàíñû òåõíîëîãè÷åñêîãî ñåêòîðà. r∗ > 0 - ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà èëè öå-
íà êðåäèòà, áàçîâûé ïàðàìåòð ìîäåëè îò çíà÷åíèÿ êîòîðîãî çàâèñèò íåíàñûùåííûé
ñïðîñ è ñîîòâåòñòâåííî ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Ñèñòåìû, áëèçêèå ê (20)-(23)
ðàññìàòðèâàëèñü â [3].

Çàäà÷è (20) è (22) îïèñûâàþò ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé çàåìùèêîì è êðåäèòî-
ðîì. Íàéäåííûå ïðÿìûå ðåøåíèÿ, à èìåííî, âåëè÷èíû w∗, y∗ èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ôîð-
ìèðîâàíèÿ áàëàíñîâ äðóã ó äðóãà. Îíè ïðèñóòñòâóþò â áàëàíñàõ (21) è (23). Êðîìå
òîãî, â ïðîöåññå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ó÷àñòíèêè âûðàáàòûâàþò òàê íàçûâàåìûå äâîé-
ñòâåííûå ðåøåíèÿ, à èìåííî, âåëè÷èíû p∗ ∈ Rm

+ , r∗ ∈ R1
+, ãäå Rm

+ , R1
+ -ïîëîæèòåëüíûå
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îðòàíòû. Ñ ïîìîùüþ ýòîé èíôîðìàöèè îíè âëèÿþò íà öåëåâûå ôóíêöèè äðóã äðóãà
è ñëåäîâàòåëüíî íà ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé. Âåêòîð p∗ ≥ 0 ôîðìèðóåò öåëåâóþ
ôóíêöèþ (22), à ÷èñëî r∗ > 0 ïî ñâîåìó ñîäåðæàòåëüíîìó ñìûñëó íå äîëæíî âûðîæ-
äàòüñÿ â íîëü, ïîñêîëüêó öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (22) ïðåäïîëîæèòåëüíî îáëàäàåò
ñâîéñòâîì íåíàñûùàåìîñòè. Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìàêñèìóì çàäà÷è âñåãäà ëåæèò íà ãðà-
íèöå ìíîæåñòâà è r∗ êàê ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà, îòëè÷åí îò íóëÿ. Ôèêñèðîâàííûé
âåêòîð m ≥ 0 - ýòî âåêòîð ðûíî÷íûõ öåí, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ïîêóïàåòñÿ âåêòîð
ðåñóðñîâ y∗ ∈ Y .

Çàìåòèì, ÷òî âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ó÷àñòíèêîâ ñèòóàöèè ïðîèñõîäèò ïî ñõåìå:
êðåäèòîð ïåðåäàåò çàåìùèêó âåêòîð ðåñóðñîâ y∗ è ïðîöåíòíóþ ñòàâêó r∗ > 0, à
çàåìùèê ïåðåäàåò êðåäèòîðó âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (âíóòðåííèõ öåí) p∗,
ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî êðåäèòîð ôîðìèðóåò ñâîþ ôóíêöèþ ïðèáûëè äëÿ ó÷àñòèÿ â
ïðîåêòå è âåëè÷èíó íåîáõîäèìîãî êðåäèòà M(w∗). Â ýòîé ñõåìå äâîéñòâåííûå âåêòîðà
p∗ è r∗ èãðàþò ðîëü îáðàòíûõ ñâÿçåé, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå
ñèñòåìû (20)-(23).

5. Ìåòîäû ðåøåíèÿ ñåäëîâûõ èãð äâóõ ëèö. Ñèñòåìà çàäà÷è (1)-(4) ÿâëÿåòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì áîëåå îáùåé êîíñòðóêöèè. ×òîáû ïîêàçàòü ýòî, ââåäåì ñëåäóþùèå
îáîçíà÷åíèÿ:

z =

(
x
y

)
, l =

(
p
λ

)
, ϕ(z) =

(
f(x)
b(y)

)
, Φ(z) =

(
g(x)
h(y)

)
, B =

(
0 I2

I1 0

)
,

ãäå I1, I2 - åäèíè÷íûå ìàòðèöû ðàçìåðîâ ñîîòâåòñòâåííî, m1×m1 è m2×m2. Íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ñèñòåìà (1)-(4) â ïðîñòðàíñòâå
ïåðåìåííûõ Z = Q× U ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

z∗, l∗ ∈ ArgSdl{〈l∗, Bϕ(z)) | Φ(z) ≤ Bϕ(z∗), z ∈ Z} (24)

Âåêòîð z∗, l∗ â ëåâîé ÷àñòè âêëþ÷åíèÿ (24) - ñåäëîâàÿ òî÷êà ôóíêöèè Ëàãðàíæà

L0(z, l, z
∗, l∗) = 〈l∗, Bϕ(z)〉 − 〈l, Φ(z)−Bϕ(z∗)〉.

Çàäà÷à (24) îïðåäåëÿåò òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Ψ(z, l), îáðàç êîòîðîãî
åñòü ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ òî÷åê ôóíêöèè L0(z, l, z

∗, l∗). Ñ ïîìîùüþ ýòîãî îòîáðà-
æåíèÿ ðåøåíèå çàäà÷è (24) ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ íåïîäâèæíîé òî÷êè âêëþ÷åíèÿ
z∗, l∗ ∈ Ψ(z∗, l∗). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (24) èñïîëüçóåì ïðÿìûå è äâîéñòâåííûå ìåòî-
äû ýêñòðàïðîêñèìàëüíîãî òèïà [3]:

Äâîéñòâåííûé ìåòîä

l̄n = π+(ln + α(Φ(zn)−Bϕ(zn)),

zn+1 ∈ argmax{−1/2|z − zn|2 + αL0(z, l̄
n, zn) | z ∈ Z},

ln+1 = π+(ln + α(Φ(zn+1)−Bϕ(zn+1)). (25)
Ïðÿìîé ìåòîä

z̄n ∈ argmax{−1/2|z − zn|2 + αL0(z, l̄
n, zn) | z ∈ Z},

ln+1 = π+(ln + α(Φ(z̄n)−Bϕ(zn̄)),

zn+1 ∈ argmax{−1/2|z − zn|2 + αL0(z, l̄
n+1, zn) | z ∈ Z}. (26)
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Çäåñü ðàçìåðíîñòè ìàòðèö è âåêòîðîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû, íî ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî îíè ñîãëàñîâàíû ìåæäó ñîáîé òàê, ÷òî âñå ìàòðè÷íî-âåêòîðíûå îïåðàöèè
êîððåêòíû. Â ïðåäïîëîæåíèè âûïóêëîñòè ôóíêöèé è ìíîæåñòâ, ôîðìèðóþùèõ çà-
äà÷ó, è ïðè íåêîòîðîì îãðàíè÷åíèè íà äëèíó øàãà α > 0 äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ýòèõ
ïðîöåññîâ ê ðàâíîâåñíîìó ðåøåíèþ èñõîäíîé çàäà÷è, âêëþ÷àÿ, â ÷àñòíîñòè, ìîäåëè,
ðàññìîòðåííûå çäåñü îòäåëüíî.
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ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀ ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈß Â ÏÐÎÖÅÑÑÅ
ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß Ñ ÄÐÓÃÈÌÈ ÑÓÁÚÅÊÒÀÌÈ. ÏÎÈÑÊ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß

À.Å. Áàõòèí

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïðîèçâîäñòâà íà ïðåäïðèÿòèÿõ â óñëîâèÿõ
èõ âçàèìîäåéñòâèÿ, â ÷àñòíîñòè, â ïðîöåññå âçàèìîâûãîäíîãî îáìåíà ïðîèçâîäñòâåí-
íûìè ðåñóðñàìè (ôàêòîðàìè ïðîèçâîäñòâà). Äëÿ ýòîãî íàðÿäó ñ òåõíîëîãèÿìè ïðî-
èçâîäñòâà â ìîäåëü ïðåäïðèÿòèÿ âêëþ÷àþòñÿ âîçìîæíûå ñïîñîáû îáìåíà ðåñóðñàìè,
ãäå óêàçûâàþòñÿ âûãîäíûå íàïðàâëåíèÿ îáìåíà è íîðìû (êîýôôèöèåíòû) îáìåíà,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èñêîìûìè âåëè÷èíàìè è ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ. Òàêîå ðàñøèðå-
íèå ìîäåëè îïòèìèçàöèè ïðîèçâîäñòâà ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî â îãðàíè÷åíèÿõ çàäà÷è
âìåñòå ñ èñêîìûìè îáú¼ìàìè ïðîèçâîäñòâà è âåëè÷èíàìè ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ïî
îáìåíèâàåìûì ðåñóðñàì ïîÿâëÿþòñÿ è íåèçâåñòíûå íîðìû îáìåíà, ò.å. â ìàòðèöó
çàäà÷è äîáàâëÿþòñÿ áèëèíåéíûå ýëåìåíòû. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå îáìåííîãî ïðîöåñ-
ñà íà îñíîâíûå ïîêàçàòåëè ïðåäïðèÿòèÿ, òàêèå êàê îáú¼ìû ïðîèçâîäñòâà, âåëè÷èíà
ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ, îáùàÿ ïðèáûëü ïðåäïðèÿòèÿ. Íà ïðèìåðå çàäà÷è ñ äâóìÿ ðå-
ñóðñàìè íåëèíåéíûé õàðàêòåð óêàçàííûõ çàâèñèìîñòåé îò íîðì îáìåíà èññëåäîâàí
êàê ãðàôè÷åñêè ñ ïîìîùüþ äâîéñòâåííîé çàäà÷è òàê è àíàëèòè÷åñêè ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñèìïëåêñ-ìåòîäà. Ïîêàçàíî, ÷òî ãðàôèêè òî÷åê ñïðîñà è
ïðåäëîæåíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çèãçàãîîáðàçíûå ëîìàíûå ëèíèè, à òî÷êó ðàâíîâå-
ñèÿ â ñëó÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ïðåäïðèÿòèé ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ÿùèêà
Ýäæâîðòà êàê òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ òàêèõ ëîìàíûõ ëèíèé [2].

Ãðàôèêè æå ôóíêöèé ÷èñòîãî ñïðîñà è ïðåäëîæåíèÿ ïî êàæäîìó ðåñóðñó ïðåä-
ñòàâëÿþòñÿ êóñî÷íî-ãèïåðáîëè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè â çàâèñèìîñòè îò íîðì îáìåíà.
Ðàâíîâåñèå ìåæäó ñïðîñîì è ïðåäëîæåíèåì äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàâíîâåñíûõ íîðìàõ
îáìåíà ðåñóðñîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû êàê íåïîäâèæíûå òî÷êè â èòå-
ðàòèâíîì ïðîöåññå âçàèìîäåéñòâèÿ ïðåäïðèÿòèé, íàïîìèíàþùåì ïàóòèíîîáðàçíóþ
ïðîöåäóðó ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ ñ ïîìîùüþ öåí.

Â äîêëàäå ïðèâîäèòñÿ èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ïðåäïðèÿ-
òèé è ïðîöåäóðà ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ. Ýêñïåðèìåíòû ïî ïðåäëàãàåìîìó èòåðàòèâíîìó
ìåòîäó íà ðàçëè÷íûõ ÷èñëîâûõ ïðèìåðàõ ïîäòâåðæäàþò åãî ñõîäèìîñòü ê ðàâíîâåñ-
íîìó ñîñòîÿíèþ ïðè ëþáîé íà÷àëüíîé íîðìå îáìåíà. Åñëè æå íà÷àëüíîå ïðèáëè-
æåíèå âçÿòî âáëèçè ðàâíîâåñèÿ, òî ñõîäèìîñòü ìîæåò áûòü äîêàçàíà òåîðåòè÷åñêè,
èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî âûïóêëîñòè ãèïåðáîëè÷åñêèõ ôóíêöèé.
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ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÄËß ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÊÎÍÊÓÐÅÍÒÍÎÃÎ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈÉ

Â.Ë. Áåðåñíåâ
Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé (ñðåäñòâ îáñëóæèâàíèÿ) ñ íåîãðàíè÷åííûìè

ìîùíîñòÿìè � õîðîøî èçâåñòíàÿ çàäà÷à äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè [1]. Â çàäà÷å ðàçìå-
ùåíèÿ (íà ìàêñèìóì) ïðîèçâîäèòåëü ðåøàåò âîïðîñ î òîì, â êàêèõ ìåñòàõ èç ìíîæå-
ñòâà âîçìîæíûõ îòêðûòü ïðåäïðèÿòèÿ, ïðîèçâîäÿùèå íåêîòîðûé ïðîäóêò, è ê êàêî-
ìó îòêðûòîìó ïðåäïðèÿòèþ ïðèêðåïèòü êàæäîãî èç çàäàííûõ ïîòðåáèòåëåé äàííîãî
ïðîäóêòà, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü (äîõîä).

Íèæå ðàññìàòðèâàåòñÿ áîëåå îáùàÿ ñèòóàöèÿ � ðàçìåùåíèå ïðåäïðèÿòèé â óñëî-
âèÿõ êîíêóðåíöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äâå êîíêóðèðóþùèå ôèðìû � ïðîèçâîäè-
òåëè íåêîòîðîãî ïðîäóêòà, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèíèìàþò ðåøåíèÿ îá îòêðûòèè ñâîèõ
ïðåäïðèÿòèé íà çàäàííîì ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ ìåñò èõ ðàçìåùåíèÿ. Êðîìå òîãî, â
äàííîé ñèòóàöèè êàæäûé ïîòðåáèòåëü ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñòîðîíà, ïðèíèìàþùàÿ
ðåøåíèÿ, êîòîðàÿ, èñõîäÿ èç ñâîèõ ñîáñòâåííûõ ïðåäïî÷òåíèé, ñðåäè îòêðûòûõ ïðåä-
ïðèÿòèé âûáèðàåò äëÿ ñåáÿ íàèëó÷øåå è ïðèíîñèò òåì ñàìûì äîõîä îäíîé èç ôèðì.
Ïðîöåññ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïðè êîíêóðåíòíîì ðàçìåùåíèè ïðåäïðèÿòèé ïî àíàëî-
ãèè ñ ìîäåëüþ Øòàêåëüáåðãà [4] ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîñòîÿùèì èç òðåõ ýòàïîâ. Íà ïåð-
âîì ýòàïå îäíà èç ôèðì (ôèðìà�ëèäåð), ó÷èòûâàÿ âîçìîæíóþ ðåàêöèþ âòîðîé ôèð-
ìû (ôèðìû�ïîñëåäîâàòåëÿ), ðàçìåùàåò ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ. Íà âòîðîì ýòàïå ôèðìà�
ïîñëåäîâàòåëü, èìåÿ èíôîðìàöèþ î ðàñïîëîæåíèè ïðåäïðèÿòèé ôèðìû�ëèäåðà, îò-
êðûâàåò ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ. Íàêîíåö, íà òðåòüåì ýòàïå êàæäûé ïîòðåáèòåëü, èñõîäÿ
èç ñâîèõ ñîáñòâåííûõ ïðåäïî÷òåíèé, âûáèðàåò ëó÷øåå äëÿ ñåáÿ ïðåäïðèÿòèå.

Çàäà÷à, ôîðìóëèðóåìàÿ îò ëèöà ôèðìû�ëèäåðà, ñîñòîèò â âûáîðå òàêîãî ðàç-
ìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
ôèðìà�ïîñëåäîâàòåëü, òàêæå ñòðåìÿùàÿñÿ ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü, "çà-
õâàòèò" ÷àñòü ïîòðåáèòåëåé.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çà-
äà÷ó öåëî÷èñëåííîãî äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [3]. Èññëåäîâàíèå äàííîé
çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, êîãäà äëÿ êàæäîãî ïîòðå-
áèòåëÿ çàäàíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé (ìåñò ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé),
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ "äîïóñòèìûìè" äëÿ ýòîãî ïîòðåáèòåëÿ. Êðîìå òîãî, äîõîä, ïîëó-
÷àåìûé ëþáûì äîïóñòèìûì ïðåäïðèÿòèåì îò îáñëóæèâàíèÿ äàííîãî ïîòðåáèòåëÿ íå
çàâèñèò îò ñàìîãî ïðåäïðèÿòèÿ.

Íà çàäà÷ó êîíêóðåíòíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ïðè óêàçàííûõ ïðåäïîëîæå-
íèÿõ ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåí ïðåäëîæåííûé â [2] ìåòîä âû÷èñëåíèÿ âåðõíåé ãðà-
íèöû öåëåâîé ôóíêöèè. Ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè çàäà÷è
ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñïåöèàëüíîãî âèäà è îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è.

Ïðåäëàãàåìûå àëãîðèòìû ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è êîíêóðåíò-
íîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïðîöåäóðó ëîêàëüíîãî ïîäúåìà
îòíîñèòåëüíî îêðåñòíîñòè ñïåöèàëüíîãî âèäà, íà÷èíàþùåãîñÿ èç íà÷àëüíîãî ïðè-
áëèæåííîãî ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìîãî îäíîâðåìåííî ñ âû÷èñëåíèåì âåðõíåé ãðàíèöû.
Èñïîëüçóåìûå â àëãîðèòìàõ îêðåñòíîñòè ñòðîÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âêëþ÷àòü
â ñåáÿ îãðàíè÷åííîå ÷èñëî "ïåðñïåêòèâíûõ" âàðèàíòîâ ïðèìåíåíèÿ òåêóùåãî ðåøå-
íèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 09�01�00059) è ÀÂÖÏ
Ðîñîáðàçîâàíèÿ (ïðîåêò 2.1.1/3235).
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ÃËÎÁÀËÜÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß
Â.Ï. Áóëàòîâ, Î.Â. Õàìèñîâ

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

cT x → min, (1)

Ax ≤ b, (2)

x ∈ X = {x : xj ≤ xj ≤ xj, j = 1, n}, (3)

ãäå c, x, x ∈ En, A � m×n ìàòðèöà, b ∈ Em. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî êîýôôèöèåíòû
âåêòîðîâ c è b è ýëåìåíòû ìàòðèöû A èçìåíÿþòñÿ â ïðåäåëàõ çàäàííûõ èíòåðâàëîâ:

cj ≤ cj ≤ cj, j = 1, n, (4)

aij ≤ aij ≤ aij, j = 1, n, i = 1,m, (5)

bi ≤ bi ≤ bi, i = 1,m. (6)

Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå çàäà÷è (1)-(3) çàâèñèò îò íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ (c, A, b).
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ

ϕ(c, A, b) = min
x
{cT x : Ax ≤ b, xj ≤ x ≤ x}, (7)

à ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ (c, A, b), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (4)-(6) îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç W . Îïèøåì òåõíèêó, ïðåäëàãàåìóþ â äàííîì äîêëàäå, íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ãðàíèöû ϕ and ϕ òàêèå, ÷òî

ϕ ≤ ϕ(c, A, b) ≤ ϕ, ∀(c, A, b) ∈ W. (8)

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãðàíèöû ϕ ðàññìîòðèì çàäà÷ó

ϕ(c, A, b) → min, (9)

(c, A, b) ∈ W. (10)

Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à (9)-(10) ýêâèâàëåíòíà ñëåäóþùåé:
min

(x,c,A,b)
cT x (11)

Ax ≤ b, (12)

x ∈ X = {x : x ≤ x ≤ x}, (13)

(c, A, b) ∈ W. (14)

Çàäà÷à (11)-(14) � çàäà÷à áèëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îíà ëèíåéíà ïî x ïðè
ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ (c, A, b) è ëèíåéíà ïî (c, A, b) ïðè ôèêñèðîâàííîì x, ò.å. çà-
äà÷à (9)-(10) åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è áèëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è åå ìîæíî
ðåøàòü, íàïðèìåð, ìåòîäàìè íåâûïóêëîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â äî-
êëàäå ïðåäëàãàåòñÿ èíîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ñâîéñòâàõ ôóíêöèè ϕ(c, A, b).
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Çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà çàäà÷è (1)-(3)

L(x, c, A, b, λ) = cT x + λT Ax− λT b (15)

è äâîéñòâåííóþ ïî Ëàãðàíæó ôóíêöèþ

θ(c, A, b, λ) = min
x∈X

{cT x + λT Ax− λT b}. (16)

Òîãäà, â ñèëó ñîîòíîøåíèé äâîéñòâåííîñòè

ϕ(c, A, b) = max
λ≥0

θ(c, A, b, λ). (17)

Ïóñòü (ĉ, Â, b̂) � íåêîòîðûé äîïóñòèìûé íàáîð êîýôôèöèåíòîâ. Ðåøèâ ñîîòâåòñòâó-
þùóþ çàäà÷ó (1)-(3), íàéäåì ïàðó (x̂, λ̂) (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî (ĉ, Â, b̂) îïðåäåëÿåò
íåïóñòóþ äîïóñòèìóþ îáëàñòü). Â ñèëó ïîñòðîåíèÿ

ϕ(ĉ, Â, b̂) = θ(ĉ, Â, b̂, λ̂),

ϕ(c, A, b) ≥ θ(c, A, b, λ̂),

ò.å. θ(c, A, b, λ̂) � îïîðíàÿ ôóíêöèÿ-ìèíîðàíòà ôóíêöèè ϕ(c, A, b). Èç (16) ñëåäóåò, ÷òî
θ(c, A, b, λ̂) ëèíåéíàÿ ïî b è âîãíóòàÿ, êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïî (c, A). Òîãäà, äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è (9)-(10) ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè
ñ âîãíóòûìè ôóíêöèÿìè-ìèíîðàíòàìè [1-3]. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ϕ èñïîëüçó-
åòñÿ àíàëîãè÷íàÿ òåõíèêà.

Åñëè êîìïîíåíòû âåêòîðà x íåîòðèöàòåëüíû, òî îïèñàííàÿ âûøå ìåòîäèêà ïðèâî-
äèò ê ëèíåéíîé ôóíêöèè-ìèíîðàíòå è, ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (9)-(10) â ýòîì ñëó÷àå
ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòîò ôàêò ñîãëàñóåòñÿ ñ ðåçóëüòà-
òàìè, ïîëó÷åííûìè ðàíåå Å.Ã. Àíöèôåðîâûì è Á.È. Áåëîâûì.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå ÷àñòíûå ñëó÷àè çàäàíèÿ ìíîæåñòâà W , íàïðèìåð, ïðè
óñëîâèè, ÷òî âñå ýëåìåíòû ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, èçìåíÿÿñü ÷èñëåííî, íå ìåíÿþò
çíàêà. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ çàäà÷à (9)-(10) áóäåò çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ.

Îñíîâíîé ïðîöåäóðîé ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîä îòñå÷åíèé â êîìáèíàöèè ñ ìåòîäîì
âåòâåé è ãðàíèö. Ïîêàçàíî, ÷òî èäåíòèôèêàöèÿ íåñîâìåñòíîñòè óñëîâèé (2)-(3) ïðè
îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç W íå ïðèâíîñèò ñóùåñòâåííîé òðóäíîñòè â
îñíîâíîé ïðîöåññ ðåøåíèÿ, òàê êàê ìîæíî ïîñòðîèòü ïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå ïàðà-
ìåòðîâ W , îòñåêàþùóþ íàáîð ãåíåðèðóþùèé íåñîâìåñòíîñòü, è ïðîäîëæàòü ïðîöåññ
äàëåå íà óñå÷åííîì ìíîæåñòâå ïàðàìåòðîâ.

Ïðåäëàãàåìàÿ ìåòîäèêà ñîïðîâîæäàåòñÿ òåñòîâûìè ðàñ÷åòàìè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 09-01-00307-a.
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ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÅ ÐÀÑØÈÐÅÍÈÅ ÎÓÝÍÀ
È ÌÓËÜÒÈÏËÈÊÀÒÈÂÍÎÅ ÏÐÎÄÎËÆÅÍÈÅ ÀÓÌÀÍÀ-ØÅÏËÈ

Â.À. Âàñèëüåâ

1. Ââåäåíèå

Â äîêëàäå äàåòñÿ îïèñàíèå íîâîãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ îáîáùåííîãî ðàñøèðåíèÿ
Îóýíà äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ òàê íàçûâàåìûõ ðåãóëÿðíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ êîîïå-
ðàòèâíûõ èãð. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè íåàääèòèâíîãî èíòåãðèðîâà-
íèÿ, îáúåäèíÿþùåãî è êîíêðåòèçèðóþùåãî èäåè v-èíòåãðèðóåìîñòè, ïðåäëîæåííûå
â [3]. Ïîìèìî ïîñòðîåíèÿ è àíàëèçà ðÿäà êîíñòðóêöèé ïðîäîëæåíèÿ, ñâÿçàííûõ ñ
íåàääèòèâíûì èíòåãðèðîâàíèåì, áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ðàçëè÷íûì àñïåêòàì
àêñèîìàòèçàöèè ñâîéñòâ îòîáðàæåíèÿ, ñîïîñòàâëÿþùåãî èãðàì èõ îáîáùåííûå ðàñ-
øèðåíèÿ Îóýíà. Â ÷àñòíîñòè, îäèí èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ äîêëàäà ïîêàçûâàåò, ÷òî
â êà÷åñòâå èñêîìîé àêñèîìàòèçàöèè äëÿ íåêîòîðûõ êëàññîâ íåàòîìè÷åñêèõ êîîïåðà-
òèâíûõ èãð ìîæíî èñïîëüçîâàòü àêñèîìàòèçàöèþ Àóìàíà-Øåïëè [1], ïðåäíàçíà÷åí-
íóþ äëÿ îïèñàíèÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðîäîëæåíèÿ íåàòîìè÷åñêèõ èãð, íåîáõîäè-
ìîãî äëÿ áåñêîíå÷íîìåðíîãî îáîáùåíèÿ èçâåñòíîé èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Îóýíà [1,
2]. Êàê îäíî èç âàæíûõ ñëåäñòâèé óêàçàííîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷åíà ÿâíàÿ ôîðìó-
ëà äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðîäîëæåíèÿ Àóìàíà-Øåïëè, ïðåäñòàâëÿþùàÿ èíòåðåñ
êàê äëÿ ÷èñëåííîãî îòûñêàíèÿ âåêòîðà Øåïëè íåàòîìè÷åñêèõ êîîïåðàòèâíûõ èãð,
òàê è äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîëÿðíûõ ôîðì ýòèõ èãð [3]. ×òî êàñàåòñÿ äèñêðåò-
íûõ êîîïåðàòèâíûõ èãð, òî äëÿ ýòîãî êëàññà íàéäåíà àêñèîìàòèçàöèÿ êëàññè÷åñêîãî
ðàñøèðåíèÿ Îóýíà, îòëè÷àþùàÿñÿ îò àêñèîìàòèçàöèè Àóìàíà-Øåïëè ëèøü îñëàá-
ëåííûì âàðèàíòîì àêñèîìû ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè (ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ýòà àê-
ñèîìà íå âûïîëíÿåòñÿ â ïîëíîì îáúåìå íè äëÿ äèñêðåòíûõ, íè äëÿ ñìåøàííûõ èãð ).
Èìåííî, â îòëè÷èå îò íåàòîìè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, ðàñøèðåíèå Îóýíà ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ
äèñêðåòíûõ èãð ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ðàñøèðåíèé ñîìíîæèòåëåé òîëüêî ïðè óñëîâèè
äèçúþíêòíîñòè ìèíèìàëüíûõ íîñèòåëåé ýòèõ èãð.

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â àíàëèçå
òàê íàçûâàåìûõ ïîëÿðíûõ ôîðì íåàòîìè÷åñêèõ êîîïåðàòèâíûõ èãð è èõ èñïîëüçîâà-
íèè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðà Øåïëè (ïîäðîáíîñòè, êàñàþùèåñÿ ïîëÿðíûõ ôîðì,
ñì. â [3]). Äîêëàä çàâåðøàåòñÿ îáñóæäåíèåì îäíîãî èç òàêèõ ïðèìåíåíèé: ðàçðàáîò-
êîé íîâîé ñõåìû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ïîëÿðíîì ïðåäñòàâëåíèè âåêòîðà Øåïëè,
îñíîâàííîé íà îáîáùåííîé èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå Îóýíà.

2. Ðåãóëÿðíûå ïîëèíîìèàëüíûå èãðû
Íèæå äàåòñÿ îïèñàíèå îñíîâíîãî êëàññà èãð, èñïîëüçóåìîãî â ãëàâíûõ êîíñòðóêöèÿõ
äîêëàäà (è, ïðåæäå âñåãî, â ÿâíîì îïðåäåëåíèè ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðîäîëæåíèÿ
Àóìàíà-Øåïëè).

Ïóñòü (Q, d) - ïðîèçâîëüíûé íåïóñòîé ìåòðè÷åñêèé êîìïàêò ñ ìåòðèêîé d. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç B áîðåëåâñêóþ σ-àëãåáðó ýòîãî êîìïàêòà è ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü
V ôóíöèé ìíîæåñòâà v : B → R, óäîâëåòâîðÿþùèõ òðåáîàíèþ v(∅) = 0. Ñîãëàñíî
òåîðåòèêî-èãðîâîé òåðìèíîëîãèè [1] òðîéêó Γ = (Q,B, v) ñ v èç V íàçûâàþò êîîïå-
ðàòèâíîé èãðîé (ñ ïîáî÷íûìè ïëàòåæàìè), ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Q - èãðîêàìè, à
ïîäìíîæåñòâà e ⊆ Q, ïðèíàäëåæàùèå àëãåáðå B - êîàëèöèÿìè èãðîêîâ. Íàïîìíèì,
÷òî çíà÷åíèå v(e) èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ìàêñèìàëüíûé ãàðàíòèðîâàííûé äîõîä êî-
àëèöèè e. Â äàëüíåéøåì, êàê ýòî ïðèíÿòî â ëèòåðàòóðå, êîîïåðàòèâíûìè èãðàìè
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áóäåì íàçûâàòü è ñàìè ôóíêöèè v.
Äåòàëüíîå îïèñàíèå èíòåðåñóþùåãî íàñ êëàññà ïîëèíîìèàëüíûõ êîîïåðàòèâíûõ

èãð òðåáóåò ââåäåíèÿ íåêîòîðûõ âñïîìîãàòåëüíûõ ïîíÿòèé è îáîçíà÷åíèé (áîëüøèí-
ñòâî èç íèõ, âêëþ÷àÿ èñïîëüçóåìûå ïîíÿòèÿ òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê, ìîæíî íàé-
òè â [3]; òàì æå óêàçàí ðÿä ïîëåçíûõ ññûëîê íà ëèòåðàòóðó ïî ñìåæíîé òåìàòèêå).
Ïóñòü e - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò àëãåáðû B. Îáîçíà÷èì ÷åðåç H(e) ñîâîêóïíîñòü êî-
íå÷íûõ B-èçìåðèìûõ ðàçáèåíèé e è ïîëîæèì H = ∪e∈BH(e). Äàëåå, äëÿ êàæäîãî
ðàçáèåíèÿ η = {ei}i∈Ω ∈ H, ñîñòîÿùåãî èç m ýëåìåíòîâ (|Ω| = m), è äëÿ ôóíêöèè
v ∈ V ÷åðåç v(η) = v({ei}i∈Ω) îáîçíà÷èì ïîëèíîìèàëüíóþ m-ðàçíîñòü, îïðåäåëÿåìóþ
ôîðìóëîé

v(η) :=
∑

ω⊆Ω

(−1)|Ω|−|ω| v(∪i∈ωei), (1)

ãäå, êàê îáû÷íî, ñèìâîë |ω| îáîçíà÷àåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà ω.
Ïîëèíîìèàëüíàÿ âàðèàöèÿ ||v||o ôóíêöèè v ∈ V îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

‖v‖o := sup{∑

ω⊆Ω

|v(ηω)|
∣∣∣ η = {ei}i∈Ω ∈ H(Q)}

ãäå ηω := {ei}i∈ω, à v(ηω) îïðåäåëåíà ñîãëàñíî ôîðìóëå (1). Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ
v ∈ V èìååò îãðàíè÷åííóþ ïîëèíîìèàëüíóþ âàðèàöèþ, åñëè ||v||o < ∞. Ïîëîæèì
V := {v ∈ V

∣∣∣ ‖v‖o < ∞} è îïðåäåëèì êîíóñ ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ âåêòîðíîãî
ïðîñòðàíñòâà V, íàäåëÿþùèé åãî ñòðóêòóðîé âåêòîðíîé ðåøåòêè. Íàïîìíèì [3], ÷òî
èãðà v ∈ V íàçûâàåòñÿ âïîëíå ïîëîæèòåëüíîé, åñëè v(η) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ
η = {ei}m

1 èç ∈ H. Â êà÷åñòâå âûøåóïîìÿíóòîãî êîíóñà ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ
â äàëüíåéøåì ðàññìàòðèâàåòñÿ âûïóêëûé êîíóñ âïîëíå ïîëîæèòåëüíûõ èãð. Îáî-
çíà÷èì ýòîò êîíóñ ÷åðåç V+. ßñíî, ÷òî âñå ýëåìåíòû êîíóñà V+ èìåþò îãðàíè÷åí-
íóþ ïîëèíîìèàëüíóþ âàðèàöèþ. Êðîìå òîãî, êàê ïîêàçàíî â [3], ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê
u ≥o v ⇐⇒ u − v ∈ V+, èíäóöèðóåìûé V+ (âìåñòå ñ íîðìîé ïîëèíîìèàëüíîé âàðèà-
öèè ‖ · ‖o), íàäåëÿåò V ñòðóêòóðîé áàíàõîâà âåêòîðíîãî êîëüöà. Áîëåå ïîäðîáíî [3]:
V ÿâëÿåòñÿ áàíàõîâîé è äåäåêèíäîâî ïîëíîé âåêòîðíîé ðåøåòêîé, ñ ñîãëàñîâàííûìè
ñòðóêòóðàìè óïîðÿäî÷åííîãî è íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà (ìîíîòîííàÿ ïîðÿäêî-
âàÿ ñõîäèìîñòü âëå÷åò ìîíîòîííóþ ñõîäèìîñòü ïî íîðìå).

Ñëåäóÿ ñòàíäàðòíûì îáîçíà÷åíèÿì òåîðèè âåêòîðíûõ ðåøåòîê, äëÿ êàæäîé èãðû
v ∈ V ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîëîæèòåëüíóþ (v+), îòðèöàòåëüíóþ (v−) è ïîëíóþ
(|v|) âàðèàöèþ ýòîé èãðû, ïîëàãàÿ v+ := v ∨ 0, v− := (−v) ∨ 0 è |v| := (−v) ∨ v,
ñîîòâåòñòâåííî (çäåñü ÷åðåç u∨w = sup{u,w} è u∧w = inf{u, w} îáîçíà÷àþòñÿ òî÷íàÿ
âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíè äâóõýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà {u, v} â ïîëóóïîðÿäî÷åííîì
âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå (V,≥o)). Îáîçíà÷èì ÷åðåç F ñîâîêóïíîñòü âñåõ íåïóñòûõ
çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ ìåòðè÷åñêîãî êîìïàêòà Q. Óêàæåì òèïè÷íûé êëàññ èãð,
ôèãóðèðóþùèõ â äàëüíåéøèõ ðàññìîòðåíèÿõ.

Îïðåäåëåíèå 1. Èãðà v ∈ V íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé, åñëè åå ïîëíàÿ âàðèàöèÿ |v|
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ: |v|({ei}m

1 ) = sup{|v|( {fi}m
1 )

∣∣∣ fi ⊆ ei, fi ∈ F, i = 1, . . . ,m}
äëÿ ëþáîãî ðàçáèåíèÿ η = {ei}m

1 ∈ H.
Ñîâîêóïíîñòü ðåãóëÿðíûõ èãð îáîçíà÷èì ÷åðåç rV = rV (B).

Îïðåäåëåíèå 2. Èãðà v ∈ rV íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé ïîëèíîìèàëüíîé èãðîé
ïîðÿäêà n, åñëè âñå åå ïîëèíîìèàëüíûå ðàçíîñòè ïîðÿäêà n + 1 îáðàùàþòñÿ â 0:
v({ei}n+1

1 ) = 0 äëÿ êàæäîãî ðàçáèåíèÿ {ei}n+1
1 ∈ H.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç rV n ïðîñòðàíñòâî âñåõ ðåãóëÿðíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ èãð ïîðÿä-
êà n è ïîëîæèì rpV = ∪∞n=1rV

n. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èãðà v ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé
ïîëèíîìèàëüíîé èãðîé, åñëè v ïðèíàäëåæèò rpV .

3. Íåàääèòèâíîå èíòåãðèðîâàíèå è îáîáùåííîå ðàñøèðåíèå Îóýíà
Äëÿ îïèñàíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïîëèíîìèàëüíîé íåàääèòèâíîé ôóíêöèè ìíîæå-
ñòâà èç rpV, çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ≥ 1 è ôóíêöèþ v ∈ rV n.
Ïåðâîå, ÷òî ïîòðåáóåòñÿ äëÿ õàðàêòåðèçàöèè èñêîìîãî èíòåãðèðîâàíèÿ - ïîñòðîèòü
ïðîäîëæåíèå v íà n-òóþ ñèììåòðè÷åñêóþ ñòåïåíü B[n] àëãåáðû B. Ñ ýòîé öåëüþ íàì
ïîíàäîáèòñÿ îïðåäåëåíèå n-òîé ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíè e[n] êîàëèöèè e ∈ B, çàäàâà-
åìîå ôîðìóëîé: e[n] = {τ ⊆ e

∣∣∣ |τ | ≤ n}, ãäå, êàê è ðàíåå, ÷åðåç |τ | îáîçíà÷àåòñÿ ÷èñëî
ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà τ .

Îïðåäåëåíèå 3 [3]. Ñèììåòðè÷åñêîé ñòåïåíüþ ïîðÿäêà n àëãåáðû B íàçûâà-
åòñÿ íàèìåíüøàÿ àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Q[n], ñîäåðæàùàÿ ñåìåéñòâî ñèì-
ìåòðè÷åñêèõ ñòåïåíåé {e[n]

∣∣∣ e ∈ B} âñåõ ýëåìåíòîâ àëãåáðû B.

Íà îñíîâàíèè îïèñàíèÿ ñòðîåíèÿ àëãåáðû B[n], ïðåäëîæåííîãî â [3], óñòàíîâëåíî,
÷òî ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà λv : B[n] → R, óäî-
âëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ: λv(e

[n]) = v(e) äëÿ êàæäîãî e ∈ B. Áîëåå òîãî, ó÷èòûâàÿ
ðåãóëÿðíîñòü v è êîìïàêòíîñòü ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà (Q, d), ñ ïîìîùüþ ñòàí-
äàðòíîé àðãóìåíòàöèè ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èìååòñÿ åäèíñòâåííîå ñ÷åòíî-àääèòèâíîå
ïðîäîëæåíèå µv ôóíêöèè λv íà íàèìåíüøóþ σ-àëãåáðó σB[n], ñîäåðæàùóþ àëãåáðó
B[n] (äðóãèìè ñëîâàìè, àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ λv : B[n] → R äîïóñêàåò åäèíñòâåííîå
ñ÷åòíî-àääèòèâíîå ïðîäîëæåíèå µv : σB[n] → R íà σ-àëãåáðó σB[n], ïîðîæäåííóþ
àëãåáðîé B[n]). Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî σ-àëãåáðà σB[n] èìååò äîñòàòî÷íî ïðîñòîå
îïèñàíèå â òðàäèöèîííûõ òåðìèíàõ òåîðèè ìåðû.

Ïðåäëîæåíèå 1. Àëãåáðà σB[n] ñîâïàäàåò ñ áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé ìåòðè÷åñêî-
ãî ïðîñòðàíñòâà (Q[n], d[n]), ãäå d[n] åñòü ñóæåíèå ñòàíäàðòíîé ìåòðèêè Õàóñäîðôà íà
Q[n] : d[n](τ, τ ′) := min {ε

∣∣∣ τ ⊆ τ ′ε, τ
′ ⊆ τε}, ãäå τε, τ ′ε - ε-îêðåñòíîñòè τ, τ ′ â ïðîñòðàíñòâå

(Q, d).

Ïóñòü òåïåðü f - ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà I(Q,B) îãðà-
íè÷åííûõ è B-èçìåðèìûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Q. Ââåäåì ïîëèíîìèàëüíîå
ïðîäîëæåíèå f [n]

ρ ôóíêöèè f íà Q[n], îïðåäåëÿåìîå ôîðìóëîé

f [n]
ρ (τ) :=

∏

t∈τ

f(t), τ ∈ Q[n].

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëèíîìèàëüíîå ïðîäîëæåíèå êàæäîé ôóíêöèè f ∈ I(Q,B)
ÿâëÿåòñÿ σB-èçìåðèìîé îãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé, îïðåäåëåííîé íà ìíîæåñòâå Q[n]

(äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ êàæäîé ôóíêöèè f ∈ I(Q,B) åå ïîëèíîìèàëüíîå ïðîäîë-
æåíèå f [n]

ρ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó I(Q[n], σB[n]) îãðàíè÷åííûõ σB[n]-èçìåðèìûõ
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà Q[n]. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ I(Q,B) åå
ïðîäîëæåíèå f [n]

ρ ÿâëÿåòñÿ µv-èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé. Íî ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíî-
ñòè, ÷òî äëÿ êàæäîãî v ∈ rV n ôóíêöèîíàë Pv : I(Q,B) → R, çàäàâàåìûé ôîðìóëîé

Pv(f) :=
∫

f [n]
ρ dµv, f ∈ I(Q,B), (2)

îïðåäåëåí êîððåêòíî.
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Èñïîëüçóÿ ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ è êîíñòðóêöèè, ñôîðìóëèðóåì îäíî èç ãëàâíûõ
ïîíÿòèé äîêëàäà.

Îïðåäåëåíèå 4. Äëÿ êàæäîãî v ∈ rV n ôóíêöèîíàë Pv, îïðåäåëÿåìûé ôîðìóëîé
(2), íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ðàñøèðåíèåì Îóýíà êîîïåðàòèâíîé èãðû v.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî â ñëó÷àå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà Q ââåäåííîå ïîíÿòèå îáîá-
ùåííîãî ðàñøèðåíèÿ Îóýíà ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì ïîëèëèíåéíîãî
ïðîäîëæåíèÿ êîîïåðàòèâíîé èãðû, ïðåäëîæåííûì Îóýíîì â [2]. ×òî êàñàåòñÿ áåñêî-
íå÷íîãî ñëó÷àÿ, òî çäåñü ìû îòìåòèì ëèøü íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå ñâîéñòâà îáîá-
ùåííîãî ðàñøèðåíèÿ Îóýíà, ïîêàçûâàþùèå, ÷òî è â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà èã-
ðîêîâ âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè ðÿäà êëþ÷åâûõ ñîîòíîøåíèé, òèïè÷íûõ äëÿ êîíå÷íûõ
êîîïåðàòèâíûõ èãð. Äëÿ ôîðìóëèðîâêè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåçóëüòàòà ïîòðåáóþòñÿ
íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 5. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ v ∈ rV n ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé
ïîðÿäêà n, åñëè îíà äèçúþíêòíà ñ ïðîñòðàíñòâîì rV n−1 (òî åñòü, âûïîëíÿåòñÿ ñî-
îòíîøåíèå: |v| ∧ |u| = 0 äëÿ âñåõ u ∈ rV n−1). Ñîâîêóïíîñòü îäíîðîäíûõ ïîðÿäêà n
ðåãóëÿðíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç rV (n) (V 0 = V (0) := {0}).

Ïðåäëîæåíèå 2. Äëÿ âñåõ n ≥ 1 ïðîñòðàíñòâà rV (n) ÿâëÿþòñÿ ïîëîñàìè ïðî-
ñòðàíñòâà rV.

Îòìåòèì ñðàçó æå, ÷òî ñîãëàñíî ïðåäëîæåíèþ 2, äëÿ êàæäîé ôóíêöèè v ∈ rpV è
äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî m ≥ 1 ñóùåñòâóåò ïðîåêöèÿ v(m) íà rV (m), îïðåäåëÿåìàÿ
ôîðìóëîé

v(m) := sup {u ∈ rV (m)
∣∣∣v+ ≥0 u} − sup {u ∈ rV (m)

∣∣∣v− ≥0 u}. (3)

Ïåðåõîäÿ ê îïèñàíèþ íåêîòîðûõ âàæíûõ äëÿ äàëüíåéøåãî ñâîéñòâ îáîáùåííîãî ðàñ-
øèðåíèÿ Îóýíà, íàïîìíèì, ÷òî íèæå ÷åðåç χe îáîçíà÷àåòñÿ èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ
ìíîæåñòâà e ∈ B, ÷åðåç P(n) - ñîâîêóïíîñòü îäíîðîäíûõ ïîðÿäêà n íåïðåðûâíûõ ïî-
ëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèîíàëîâ íà I(Q,B) (c îáû÷íîé íîðìîé ||f ||∞ := sup { |f(t)|

∣∣∣ t ∈
Q} íà ïðîñòðàíñòâå I(Q, B)), à ÷åðåç P+ - ñîâîêóïíîñòü íåïðåðûâíûõ ïîëèíîìèàëü-
íûõ ôóíêöèîíàëîâ l íà I(Q,B), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì:

∑

ω⊆{1,...,m}
(−1)m−|ω|l(

∑

i∈ω

fi) ≥ 0

äëÿ ëþáûõ m ≥ 1 è fi ∈ I(Q,B), i = 1, . . . , m.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé èãðû v ∈ rV n îáîáùåííîå ðàñøèðåíèå Îóýíà Pv ÿâëÿ-
åòñÿ íåïðåðûâíûì ïîëèíîìèàëüíûì ôóíêöèîíàëîì ïîðÿäêà n íà íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå (I(Q,B), || · ||∞). Ïðè ýòîì âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

(P.1) Pv(χe) = v(e) äëÿ ëþáîé êîàëèöèè e ∈ B;
(P.2) Pv ∈ P+, åñëè v ∈ rV n

+ := rV n ∩ V+;
(P.3) Pv ∈ P (n), åñëè v ∈ rV (n);
(P.4) |Pv(f)| ≤ ∑n

m=1 ||f ||m∞ · ||v(m)||o äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ I(Q,B)
(çäåñü v(m) - îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû èãðû v, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëîé (3)).

4. Àêñèîìàòèçàöèÿ îáîáùåííîãî ðàñøèðåíèÿ Îóýíà
Íàïîìíèì ñíà÷àëà àêñèîìàòèçàöèþ ìóëüòèïëèêàòèâíîãî ïðîäîëæåíèÿ äëÿ íåàòîìè-
÷åñêèõ êîîïåðàòèâíûõ èãð, ïðåäëîæåííóþ â [1] â ñâÿçè ñ íåîáõîäèìîñòüþ îáîáùåíèÿ
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èçâåñòíîé èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Îóýíà íà ñëó÷àé áåñêîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èãðî-
êîâ. Äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ïðîñòðàíñòâà pvNA, ïðåäñòàâëÿþùåãî èç
ñåáÿ çàìûêàíèå â ðàññìàòðèâàâøåéñÿ âûøå íîðìå ïîëèíîìèàëüíîé âàðèàöèè || · ||o
ëèíåéíîé îáîëî÷êè âñåâîçìîæíûõ ñòåïåíåé µk, k ≥ 1, íåàòîìè÷åñêèõ ìåð µ. Êàê
è â [1], áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé, êîãäà Q = [0, 1], à B - áîðåëåâñêàÿ σ-àëãåáðà
åäèíè÷íîãî èíòåðâàëà [0, 1]. Ïðîäîëæåíèå ϕ Àóìàíà-Øåïëè èãðû v íà ïðîñòðàíñòâî
I(Q, B) îïðåäåëÿåòñÿ íåÿâíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ óêàçàíèÿ ñâîéñòâ îïåðàòîðà ϕ, ñî-
ïîñòàâëÿþùåãî êàæäîé èãðå v ∈ pvNA åå ðàñøèðåíèå ϕ(v) : I(Q, B) → R (ñ êëàññà
èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé íà âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ îãðàíè÷åííûõ B-èçìåðèìûõ
ôóíêöèé íà Q):

(Qw.1) ϕ(v)(χe) = v(e), v ∈ pvNA, e ∈ B;
(Ow.2) ϕ(αv + βw) = αϕ(v) + βϕ(w), α, β ∈ R, v, w ∈ pvNA;
(Ow.3) ϕ(v · w) = ϕ(v) · ϕ(w), u, w ∈ pvNA;
(Ow.4) ϕ(v)(f) =

∫
fdv, f ∈ I(Q,B), v ∈ rV 1.

Â çàêëþ÷åíèå ñôîðìóëèðóåì îäèí èç ãëàâíûõ ðåçóëüòàòîâ äîêëàäà - àêñèîìàòè÷å-
ñêîå îïèñàíèå îáîáùåííîãî ðàñøèðåíèÿ Îóýíà Pv íà ïðîñòðàíñòâå pvNA.

Òåîðåìà 2. Îòîáðàæåíèå ϕ : pvNA → P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (Ow.1)−(Ow.4)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà ϕ(v) = Pv, v ∈ pvNA.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 07-06-00363, ÐÃÍÔ 09-06-00337 è ãðàíòîì Ïðå-
çèäåíòà ÐÔ � ÍØ 4113.2008.6.
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Î ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÎÌ ÀÍÀËÈÇÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ
ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÇÀÄÀ× ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ý.Õ. Ãèìàäè

Ââåäåíèå

Îäíèì èç àêòóàëüíûõ íàïðàâëåíèé â äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðî-
åíèå ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ òðóäíûõ çàäà÷ ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèé è èõ âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç íà ñëó÷àéíûõ âõîäíûõ äàííûõ [1-3, 6, 8-11].
Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷àåìûå ïî âåðîÿòíîñòíîìó àíàëèçó àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ òðóäíûõ
çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, êàê ïðàâèëî, ñâÿçàíû ñ ïðåäïîëîæåíèåì î íåçàâè-
ñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â èññëåäóåìóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ çàäà÷è.
Íåòðèâèàëüíûå òðóäíîñòè âîçíèêàþò ïðè íàëè÷èè çàâèñèìûõ ñîñòàâëÿþùèõ â öå-
ëåâîé ôóíêöèè. Â êà÷åñòâå òàêîãî ïðèìåðà ìîæíî ïðèâåñòè ðàáîòó [1] ïî âåðîÿò-
íîñòíîìó àíàëèçó ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà îòûñêàíèÿ â ïîëíîì ñëó÷àéíîì ãðàôå
îäíîðîäíîãî ñâÿçíîãî ïîäãðàôà. Àíàëîãè÷íûå ïðîáëåìû âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè çà-
äà÷è k-VRP (ñì. äîêëàä À.Â. Øàõøíåéäåð íà äàííîé êîíôåðåíöèè).

Íèæå ïðåäñòàâëåíû ïîëèíîìèàëüíûå ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû è ðåçóëüòàòû èõ
âåðîÿòíîñòíîãî àíàëèçà äëÿ äâóõ èçâåñòíûõ òðóäíîðåøàåìûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îï-
òèìèçàöèè [4]: çàäà÷è êîììèâîÿæåðà (ÇÊ) [11] è çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ â òàê íàçûâà-
åìîé p-ìåäèàííîé ôîðìå [7]. Ó÷åò ôàêòîðà çàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàí íà ïðèìåðå âòîðîé çàäà÷è.

Äàëåå íàì ïîíàäîáÿòñÿ íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è ñâéäåíèÿ. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì
A ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è íà ìèíèìóì. Âåëè÷èíàìè FA(I), F ∗(I) ìû îáî-
çíà÷èì çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è íà ðåøåíèè, ïîëó÷åííîì àëãîðèòìîì A íà
âõîäå I, è íà îïòèìàëüíîì ðåøåíèè äëÿ ýòîãî æå âõîäà ñîîòâåòñòâåííî.

Àëãîðèòì A èìååò îöåíêè (εn, δn) â êëàññå Kn çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ðàçìåðíîñòè
n, åñëè äëÿ êàæäîãî n âûïîëíåíî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

Pr

{
FA(I) > (1 + εn)F ∗(I)

}
≤ δn,

ãäå Pr{·} � âåðîÿòíîñòü ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîáûòèÿ; εn � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåø-
íîñòü, δn � âåðîÿòíîñòü íåñðàáàòûâàíèÿ àëãîðèòìà A. Àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè òî÷íûì â êëàññå çàäà÷ K = ∪{Kn|n = 1, 2, . . .}, åñëè äëÿ íåãî ñóùåñòâó-
þò òàêèå îöåíêè (εn, δn), ÷òî εn → 0, δn → 0 ïðè n →∞.

Îïðåäåëèì êëàññ K ïîëíûõ n-âåðøèííûõ ãðàôîâ ñ ðàññòîÿíèÿìè cij ìåæäó âåð-
øèíàìè i è j � íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè èç îòðåçêà (an, bn), an > 0,
ñ îäèíàêîâîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Pξ(x) = Pr{ξ < x} íîðìàëèçîâàííîé ñëó÷àé-
íîé âåëè÷èíû ξ = (cij − an)/(bn − an), 0 ≤ ξ ≤ 1.

Äëÿ âåðîÿòíîñòíîãî àíàëèçà ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ
Òåîðåìà 1 [5]. Ðàññìîòðèì íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X1, . . . , Xn è ïî-

ëîæèì S =
∑n

j=1 Xj. Ïóñòü ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå g1, . . . , gn è
T òàêèå, ÷òî

EetXj ≤ e
1
2
gjt2 (j = 1, . . . , n)
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äëÿ âñåõ 0 ≤ t ≤ T. Ïîëîæèì G =
∑n

j=1 gj. Òîãäà

Pr{S > x} ≤
{

e−x2/2G , åñëè 0 ≤ x < GT,
e−Tx/2 , åñëè x ≥ GT.

2. Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà (ÇÊ) íà ïîëíîì ãðàôå

Ðåøåíèå ÇÊ íà ïîëíîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå ïîëó÷àåì ïîñðåäñòâîì àëãîðèòìà
Ã, äåéñòâóþùåãî ñîãëàñíî æàäíîé ýâðèñòèêå � "Èäè â áëèæàéøèé íåïðîéäåííûé
ãîðîä" [3]. Ïîëó÷àåìóþ ïðè ýòîì äëèíó îáõîäà âåðøèí ãðàôà (ãîðîäîâ) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â íîðìàëèçîâàííîì âèäå

S
Ã

=
F

Ã
− nan

bn − an

= ξ1 + ξ2 + . . . + ξn−1 + ξ,

ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé ñóììó íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ãäå ξk ðàâíî ìèíè-
ìóìó ñðåäè k ñëó÷àéíûõ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èí ñ îäèíàêîâîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-
íèÿ Pξ(x) = Pr{ξ < x}, 0 ≤ x ≤ 1; ξ = ξ1. Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî çàêîíà ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξk èìååò âèä Pξk

(x) = 1− (1− x)k, 1 ≤ k < n.
Ëåììà 1. Äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè âñÿêèõ 1 ≤ k < n ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî
Eetξk =

∞∑

i=0

ti

(k + 1) · · · (k + i)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî k. Ïðè k = 1 èìååì

Eetξ1 =
∫ 1

0
etxdx =

et − 1

t
=

1

0!

∞∑

i=0

ti
1

(i + 1)!
.

Ñ÷èòàÿ óòâåðæäåíèå äîêàçàííûì äëÿ âûáîðà ìèíèìàëüíîãî èç k < n ýëåìåíòîâ,
ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ïðè âûáîðå èç k + 1 ýëåìåíòîâ:

Eetξk+1 =
∫ 1

0
etxdPξk+1

(x) =
∫ 1

0
etx(k + 1)(1− x)ndx

=
k + 1

t

(
k

∫ 1

0
etx(1− x)k−1dx− 1

)
=

k + 1

t
(Eetξk − 1) =

=
k + 1

t

( ∞∑

i=0

ti

(k + 1) · · · (k + i)
−1

)
=

k + 1

t

∞∑

i=1

ti

(k + 1) · · · (k + i)
=

∞∑

i=0

ti

(k + 2) · · · (k + 1 + i)
.

Ëåììà 2. Ïóñòü gk = 1/(k + 1)2, ξ̃k = ξk − Eξk, 1 ≤ k < n. Òîãäà äëÿ âñÿêèõ
0 ≤ t ≤ 1, 1 ≤ k < n âåðíî íåðàâåíñòâî Eetξ̃k ≤ egkt2/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì αk = 1
k+1

. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Eξk = αk è 0 ≤ t ≤ 1,
èç ëåììû 1 ñëåäóåò

Eetξk =
∞∑

i=0

ti

(k + 1) · · · (k + i)
≤ 1 +

t

k + 1
+

( t

k + 1

)2 (k + 1)

(k + 2)

∞∑

i=0

(
t

k + 3

)i

≤ 1 + αkt + (αkt)
2 (k + 1)

(k + 2)(1− t/(k + 3))
≤ 1 + αkt + (αkt)2 ≤ eαkt+(αkt)2/2 = etEξk+gkt2/2.
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Îòñþäà Eet(ξk−Eξk) ≤ e
gkt2

2 . Ëåììà äîêàçàíà.
Òåîðåìà 2. ÇÊ íà êëàññå K ñëó÷àéíûõ âõîäîâ ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì

ðåøàåòñÿ àëãîðèòìîì Ã ñ îöåíêàìè

εn = O
( bn/an

n/ ln n

)
; (1)

δn =
1√
n

, (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ñóììû âñåõ gk, ξk è ξ̃k ÷åðåç G, S è S̃, ñîîòâåò-
ñòâåííî. Èìååì

ES = 1/2 +
n−1∑

k=1

1

k + 1
≤ ln n + 1/10; G = 1/2 +

n−1∑

k=1

1/(k + 1)2 ≤ π2/6− 3/4 < 1.

Îöåíèì âåðîÿòíîñòü íåñðàáàòûâàíèÿ àëãîðèòìà Ã:

Pr
{
FA(I) > (1 + εn)F ∗(I)

}
≤ Pr

{
FÃ(I) ≥ (1 + εn)nan

}

≤ Pr
{
nan + (bn − an)S ≥ (1 + εn)nan

}
≤ Pr

{
S̃ ≥ nεn

bn/an − 1
− ES

}
.

Ïîëîæèâ εn = (bn/an − 1)(ln n + ES)/n, ñ ó÷åòîì ES ≈ ln n èìååì (1), à ïîñêîëüêó
ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå ξ̃k óäîâëåòâîðÿþò òåîðåìå Ïåòðîâà äëÿ ïðèíÿòûõ gk, G, è
T = 1, ïîëó÷èì (2):

Pr
{
FA(I) > (1 + εn)F ∗(I)

}
≤ Pr{S̃ ≥ ln n} ≤ exp

{
−T ln n/2

}
=

1√
n

= δn.

Îòñþäà ñëåäóåò àñèìïòîòè÷åñêàÿ òî÷íîñòü àëãîðèòìà Ã.

3. Çàäà÷à î p-ìåäèàíå

Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü öåëåâóþ ôóíêöèþ FÂ =
n∑

i=1

n∑
j=1

cijxij ïðè ñëåäóþùèõ

óñëîâèÿõ:
n∑

i=1
xi = p;

n∑
i=1

xij = 1, äëÿ âñÿêèõ j = 1, n ; xij ≤ xi, äëÿ âñÿêèõ
1 ≤ i, j ≤ n ; ïåðåìåííûå âûáîðà xi è íàçíà÷åíèÿ xij � áóëåâû.

Àëãîðèòì Â. Ñíà÷àëà âñå âåðøèíû íåïîìå÷åíû. Ïîëîæèì m = dn/pe − 1. Äëÿ
óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî n = (m + 1)p.

Îáùèé øàã k = 1, . . . , p. Ñðåäè íåïîìå÷åííûõ âåðøèí ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà
âûáèðàåòñÿ â êà÷åñòâå ìåäèàííîé, à òàêæå m áëèæàéøèõ ê íåé, ïîñëå ÷åãî âûáðàí-
íûå âåðøèíû ïîìå÷àþòñÿ, à ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåííûå âûáîðà è íàçíà÷åíèÿ ïî-
ëàãàþòñÿ ðàâíûìè 1.

Ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ðàâíî

FÂ = (n− p)an + (bn − an)S,

ãäå S � íîðìàëèçîâàííîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè, ïðåäñòàâèìîå â âèäå ñóììû
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

S =
p∑

k=1

(
X(1)(nk) + . . . + X(m)(nk)

)
;
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nk = n − (k − 1)(m + 1) − 1 ðàâíî ÷èñëó íåïîìå÷åííûõ âåðøèí â íà÷àëå k-ãî øàãà
àëãîðèòìà, èç êîòîðûõ âûáèðàþòñÿ m âåðøèí, áëèæàéøèõ ê ïîñëåäíåé ìåäèàííîé;
X(r)(nk) � r-ÿ ïîðÿäêîâàÿ ñòàòèñòèêà, 1 ≤ r ≤ m, íà k-îì øàãå.

Çàìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 1 ðå÷ü èäåò î ñëó÷àéíûõ íåçàâèñèìûõ âåëè÷èíàõ. Â íà-
øåì æå ñëó÷àå íà øàãàõ àëãîðèòìà ìû ïîëó÷àåì ñóììû ïîðÿäêîâûõ ñòàòèñòèê, êî-
òîðûå íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè. Ïîýòîìó ìû íå ìîæåì
èñïîëüçîâàòü òåîðåìó 1 íàïðÿìóþ.

Ïðåäñòàâèì íîðìàëèçîâàííîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â âèäå ñóììû íåçàâèñè-
ìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí S = Θ1 + . . . + Θp, ãäå

Θk = X(1)(nk) + . . . + X(m)(nk), 1 ≤ k < p; Θp = mξ.

Òåîðåìà 3. Àëãîðèòì Â ðåøåíèÿ çàäà÷è î p-ìåäèàíå íà êëàññå K ñëó÷àéíûõ âõî-
äîâ ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì àñèìïòîòè÷åñêè òî÷åí ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé

bn

an

= o
(

p

ln p

)
; p = p(n) →∞ ïðè n →∞.

Ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç ïðèâåäåííûõ íèæå ëåìì, äîêàçàòåëüñòâà êî-
òîðûõ äëÿ êðàòêîñòè èçëîæåíèÿ îïóùåíû.

Ëåììà 3. Â ñëó÷àå ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè âñÿêèõ 1 ≤ m ≤ nk ≤ n è
t ≤ 1 äëÿ m-é ïîðÿäêîâîé ñòàòèñòèêè X(m)(nk) èìååì:

EetX(m)(nk) =
1

(m− 1)!

∞∑

i=0

(i + 1) · · · (i + m− 1)

(nk + 1) · · · (nk + i)
ti ≤ e

mt
nk+1 e

( mt
nk+1

)2/2
.

Ëåììà 4. Äëÿ âñÿêèõ 1 ≤ k < p, t ≤ 1 è 1 ≤ m ≤ nk/2 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ
îöåíêà ñâåðõó äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû etΘk :

EetΘk ≤ Ee(1+ρ)(m+1)X(m)(nk)t/2,

ãäå ρ = 1/18. Îáîçíà÷èì βk = m(m+1)
2(nk+1)

; gk = (1 + ρ)2β2
k . Î÷åâèäíî, EΘk = βk.

Ëåììà 5. Ïðè t ≤ 1/m äëÿ öåíòðèðîâàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû EetΘ̃k èìååò
ìåñòî ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

EetΘ̃k ≤ eρβkt eg2
kt2/2.

Ëåììà 6. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

ES =
p∑

k=1

≤ n ln p

2p
; G =

p∑

k=1

(1 + ρ)2β2
k ≤

(
(1 + ρ)m

)2

4
.

Ëåììà 7. Ïðè T = 1/m àëãîðèòì Â èìååò ñëåäóþùèå îöåíêè îòíîñèòåëüíîé
ïîãðåøíîñòè è âåðîÿòíîñòè íåñðàáàòûâàíèÿ:

εn = O
(

bn/an

p/ ln p

)
; δn =

1

nλ/2
äëÿ âñÿêîãî λ > 0.

Çàìå÷àíèå. Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â ñòàòüå äëÿ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ÇÊ è î p-ìåäèàíå ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ ðàñïðåäåëåíèé ìàæîðèðóþùåãî òè-
ïà: Pξ(x) ≤ x, 0 ≤ x ≤ 1. Îíè ñïðàâåäëèâû êàê äëÿ îðèåíòèðîâàííûõ, òàê è íåîðè-
åíòèðîâàííûõ ãðàôîâ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 08-01-00516 è 01-07-00222.
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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÇÀÄÀ×È ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÎÃÎ ÏÐÈÍßÒÈß ÐÅØÅÍÈÉ
Â.Ò. Äåìåíòüåâ, Ð.Ì. Ëàðèí, À.Â. Ïÿòêèí, Þ.Â. Øàìàðäèí

Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ðàññìîòðåíèÿ íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ çàäà÷ èññëå-
äîâàíèÿ îïåðàöèé, ñôîðìóëèðîâàííûõ â äâóõóðîâíåâîé ïîñòàíîâêå. Âñå îíè â îáùåì
ñëó÷àå ÿâëÿþòñÿ NP-òðóäíûìè. Ïîýòîìó îñíîâíûå óñèëèÿ áûëè íàïðàâëåíû íà âû-
ÿâëåíèå ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìûõ ñëó÷àåâ, à òàêæå ïîëó÷åíèå îöåíîê îïòèìóìîâ
çàäà÷ ñ öåëüþ èñïîëüçîâàíèÿ èõ ïðè ðàçðàáîòêå òî÷íûõ àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ìåòî-
äà âåòâåé è ãðàíèö.

1. Äâóõóðîâíåâàÿ çàäà÷à ñòàíäàðòèçàöèè è ðàçìåùåíèÿ [1-4].
Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ âåðõíåãî óðîâíÿ � äîõîä ïðîèçâîäèòåëÿ, êîòîðûé çàâèñèò îò

âûáèðàåìîé èì íîìåíêëàòóðû ïðîäóêöèè, à òàêæå îò ðåàëèçàöèè åå ïîòðåáèòåëÿìè.
Íèæíèé óðîâåíü � ïîòðåáèòåëü îñóùåñòâëÿåò çàêóïêè ñîãëàñíî ñâîåé âûãîäå, ìè-

íèìèçèðóÿ çàêóïî÷íî-ýêñïëóàòàöèîííûå çàòðàòû. Îò òîãî, êàêîé âûáîð ñäåëàåò ïî-
òðåáèòåëü, çàâèñèò äîõîä ïðîèçâîäèòåëÿ.

Ðàññìàòðèâàëèñü ïîñòàíîâêè çàäà÷ ñ îãðàíè÷åííûìè è íåîãðàíè÷åííûìè ïðîèç-
âîäñòâåííûìè ìîùíîñòÿìè. Ïðåäïîëàãàÿ âûïîëíåíèå íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ
ñâîéñòâ ìàòðèöû çàòðàò, óäàëîñü âûäåëèòü ýôôåêòèâíûå ñëó÷àè ðåøåíèÿ äâóõóðîâ-
íåâîé çàäà÷è.

Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå ýòèõ çàäà÷ êàñàëîñü ïîñòðîåíèÿ òðåõóðîâíåâîé ìîäåëè
ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé ïî ñîãëàñîâàíèþ èíòåðåñîâ ïîòðåáèòåëåé è ïðîèçâîäèòåëÿ ñ ïî-
ìîùüþ äîòàöèé îò ãîñóäàðñòâåííûõ ñòðóêòóð. Çäåñü âåðõíèé óðîâåíü � ãîñóäàðñòâî
ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü äîòàöèè íèæíèì óðîâíÿì � ïðîèçâîäèòåëþ è ïîòðåáè-
òåëÿì. Ïðîèçâîäèòåëü ïîëó÷àåò ïðè ýòîì ãàðàíòèðîâàííûé äîõîä, à ñàìûé íèæíèé
óðîâåíü � ïîòðåáèòåëè ñ ìèíèìàëüíûìè çàòðàòàìè ïîëíîñòüþ óäîâëåòâîðÿþò ñâîè
ïîòðåáíîñòè. Â äàííîé ìîäåëè, ââåäÿ óñëîâèå �α - îòäåëèìîñòè� ðåøåíèÿ çàäà÷è
âòîðîãî óðîâíÿ, óäàëîñü ñâåñòè èñõîäíóþ çàäà÷ó ê ñåðèè çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ.

2. Äâóõóðîâíåâàÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ [5, 6].
Â äàííîé çàäà÷å âåðõíèé óðîâåíü � çàêàç÷èê, èìåþùèé m ðàáîò, íèæíèé óðîâåíü

� èñïîëíèòåëü, èìåþùèé n ðàáî÷èõ (m > n). Çàäàíû äâå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè m×n:
ìàòðèöà äîõîäîâ (äëÿ çàêàç÷èêà) è ìàòðèöà çàòðàò (äëÿ èñïîëíèòåëÿ).

Çàêàç÷èê ñòðåìèòñÿ âûáðàòü n ðàáîò òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü íàèáîëüøèé äîõîä ñ
ó÷åòîì èíòåðåñà èñïîëíèòåëÿ, êîòîðûé íàçíà÷àåò n ðàáî÷èõ íà âûáðàííûå ðàáîòû,
ìèíèìèçèðóÿ ñâîè ñóììàðíûå çàòðàòû.

Äëÿ ýòîé çàäà÷è óñòàíîâëåíà NP-òðóäíîñòü è ïðåäëîæåí ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö,
ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü ðåøåíèå â îáùåì ñëó÷àå (äàæå ïðè íååäèíñòâåííîñòè ðåøå-
íèé çàäà÷è íèæíåãî óðîâíÿ). Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöà çàòðàò â çàäà÷å íèæ-
íåãî óðîâíÿ óäîâëåòâîðÿåò îáîáùåííîìó óñëîâèþ Ìîíæà, ïîêàçàíà ïîëèíîìèàëüíàÿ
ðàçðåøèìîñòü èñõîäíîé äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è.

3. Äâóõóðîâíåâàÿ áèìàòðè÷íàÿ èãðà [7].
Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõóðîâíåâàÿ áèìàòðè÷íàÿ èãðà, â êîòîðîé èãðîê âåðõíåãî

óðîâíÿ íå òîëüêî âûáèðàåò ñìåøàííóþ ñòðàòåãèþ, íî è èìååò âîçìîæíîñòü èçìå-
íÿòü ýëåìåíòû ìàòðèö âûèãðûøåé. Èãðîê íèæíåãî óðîâíÿ ñòðîèò ñâîþ îïòèìàëü-
íóþ ñòðàòåãèþ ñ ó÷åòîì âûáîðà ñòðàòåãèè íà âåðõíåì óðîâíå è èçìåíåíèÿ ìàòðèöû
âûèãðûøåé.
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Ïîêàçàíî, ÷òî â êîîïåðàòèâíîì ñëó÷àå, êîãäà èíòåðåñû íèæíåãî óðîâíÿ íå ïðîòè-
âîðå÷àò èíòåðåñàì âåðõíåãî óðîâíÿ, ðåøåíèå èãðû ñâîäèòñÿ ê ñåðèè çàäà÷ ëèíåéíî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â àíòèêîîïåðàòèâíîì ñëó÷àå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ε-îïòè-
ìàëüíûõ ðåøåíèé.

4. Çàäà÷è âûáîðà öåí íà ïðîäóêöèþ [8, 9].
Â ýòèõ çàäà÷àõ âåðõíèé óðîâåíü � ïðîèçâîäèòåëü âûáèðàåò öåíû ñ ó÷åòîì âîçìîæ-

íîñòåé è ñïðîñà ïîòðåáèòåëåé, æåëàÿ ïîëó÷èòü íàèáîëüøèé äîõîä. Íèæíèé óðîâåíü
� ïîòðåáèòåëè ñòðåìÿòñÿ çàêóïàòü ïðîäóêöèþ ñ íàèìåíüøèìè çàòðàòàìè.

Çäåñü ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ðÿäà ïîñòàíîâîê çàäà÷. Âûÿâëåíû ýôôåêòèâíî ðàç-
ðåøèìûå ñëó÷àè.

5. Äåöåíòðàëèçîâàííàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à [10].
Êàê èçâåñòíî, êëàññè÷åñêàÿ òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à ìîäåëèðóåò öåíòðàëèçîâàííîå

ðàñïðåäåëåíèå ïðîäóêöèè. Â ðûíî÷íûõ æå óñëîâèÿõ êàæäûé ïîòðåáèòåëü äåéñòâóåò
èíäèâèäóàëüíî, ìàêñèìèçèðóÿ ñâîþ ñîáñòâåííóþ âûãîäó.

Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîèçâîäèòåëü ìîæåò êîíòðîëè-
ðîâàòü ëèøü î÷åðåäíîñòü îáñëóæèâàíèÿ (äîñòóïà) ïîòðåáèòåëåé. Êðîìå òîãî, ñ÷èòà-
åòñÿ, ÷òî ïîòðåáèòåëè èìåþò òó æå ìàòðèöó äîõîäîâ, ÷òî è ïðîèçâîäèòåëü. Î÷åâèäíî,
÷òî âûãîäà êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ çàâèñèò îò î÷åðåäíîñòè, â êîòîðîé îí áóäåò äîïó-
ùåí ê ïðîèçâîäèòåëþ.

Ïðè çàäàííîé î÷åðåäíîñòè îáñëóæèâàíèÿ, êîòîðóþ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ïåðåñòàíîâêó ñòðîê ìàòðèöû äîõîäîâ, äîõîä êàæäîãî ïîòðåáèòåëÿ ëåãêî íàõîäèòñÿ
èç ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðîñòåéøèõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Â çàäà÷å òðåáóåòñÿ íàéòè ïåðåñòàíîâêó, ïðè êîòîðîé ñóììàðíûé äîõîä ïðîèçâî-
äèòåëÿ ìàêñèìàëåí.

Óñòàíîâëåíî, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé. Äëÿ ñëó÷àÿ îäèíàêîâûõ
îáúåìîâ ñïðîñà ïðåäëàãàåòñÿ ýôôåêòèâíûé ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ñ îöåíêîé òî÷-
íîñòè ðåøåíèÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà èíòåãðàöèîííûì ãðàíòîì ÑÎ ÐÀÍ � 30.
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ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ Ñ ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒßÌÈ
ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

À.Â. Åðåìååâ

Ââåäåíèå. Â ïîñëåäíèå ãîäû äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè
ïðåäëîæåíû ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû (ÝÀ), èìåþùèå ñðåäíåå âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ îï-
òèìàëüíîãî ðåøåíèÿ, áëèçêîå ê òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìîîâ äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ (ÄÏ). Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ è
ñðàâíèâàþòñÿ îöåíêè òðóäîåìêîñòè ïîëó÷åííûõ ÝÀ è ÄÏ.

Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû çàðåêîìåíäîâàëè ñåáÿ êàê ïðàêòè÷åñêè ðàáîòîñïîñîá-
íûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè â áîëüøîì ÷èñëå ïðèëîæåíèé [6], îäíàêî, òåîðåòè÷åñêè ýòè
ìåòîäû äî ñèõ ïîð èçó÷åíû íåäîñòàòî÷íî, íåñìîòðÿ íà àêòèâíûå èññëåäîâàíèÿ [3].
Îñîáûé èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñðàâíåíèå
ÝÀ ñ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè.

Âàæíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè àíàëèçå ÝÀ äëÿ òàêèõ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ äèñ-
êðåòíîé îïòèìèçàöèè êàê çàäà÷à î êðàò÷àéøåì ïóòè â ãðàôå [8], çàäà÷à îá îñòîâíîì
äåðåâå ìèíèìàëüíîãî âåñà [5], çàäà÷è î ïîêðûòèè ìíîæåñòâà [4]. Îäíàêî, îáîáùåíèé
ðåçóëüòàòîâ î ïîâåäåíèè ÝÀ íà öåëûõ êëàññàõ çàäà÷ íåäîñòàòî÷íî. Îäíèì èç ïåð-
âûõ øàãîâ â ýòîì íàïðàâëåíèè ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà [7], ãäå ïðåäëîæåíà îáùàÿ ñõåìà ÝÀ
ñ ïîëèíîìèàëüíûì â ñðåäíåì âðåìåíåì ïîèñêà ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà
ìàòðîèäàõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ [1,2,9] Á. Äîýðð, Ê. Õî-
ðîáà, Ô. Íåéìàííà, Ì. Òèëå è àâòîðà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåñêîëüêî áîëüøåé òðóäî-
åìêîñòè â ñðåäíåì, ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû èìåþò òå æå âîçìîæíîñòè, ÷òî è ÄÏ.
Èñïîëüçóåìàÿ îáùàÿ ñõåìà ÄÏ ïîäîáíà ïðåäëîæåííîé â [10]. Ââèäó îãðàíè÷åííîñòè
îáúåìà, ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèøü ñëó÷àé ÄÏ ñ òàáëè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì.
Äëÿ èëëþñòðàöèè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ïðèâîäèòñÿ ïðîñòåéøèé ýâîëþöèîííûé
àëãîðèòì (1+1)-EA â ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ìîäèôèêàöèè.

Îáùàÿ ñõåìà ÄÏ. Ïóñòü P � çàäà÷à NP-ìèíèìèçàöèè, x îáîçíà÷àåò èñõîäíûå
äàííûå èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è, Sol(x) � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé,
fx : Sol(x) → R � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ. Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ
èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è x îáîçíà÷èì ÷åðåç f ∗x = miny∈Sol(x) fx(y). Ñëó÷àé çàäà÷è ìàê-
ñèìèçàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî è äëÿ êðàòêîñòè çäåñü è äàëåå îïóñêàåòñÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó P ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ äëÿ íåå àëãîðèòìà
ÄÏ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ P ñóùåñòâóåò òî÷íûé àëãîðèòì ÄÏ, ðàáîòà êîòîðîãî ñî-
ñòîèò èç n ñòàäèé (n, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò çàâèñåòü îò èñõîäíûõ äàííûõ x). Íà k-é
ñòàäèè ÄÏ, k = 1, . . . , n, ñòðîèòñÿ ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Sk ⊆ S, ãäå S � ìíîæåñòâî
âñåâîçìîæíûõ ñîñòîÿíèé ÄÏ. Íà ýòàïå èíèöèàëèçàöèè ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé S0

ôîðìèðóåòñÿ êàê êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî S. Ïóñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî F îòîáðà-
æåíèé âèäà F : S → S çàâèñèò îò èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è x è ñëóæèò äëÿ ïåðåõîäà
îò ñîñòîÿíèé òåêóùåé ñòàäèè ê ñîñòîÿíèÿì ñëåäóþùåé ñòàäèè. Ïóñòü òàêæå èìååòñÿ
êîíå÷íîå ìíîæåñòâî H âñïîìîãàòåëüíûõ îòîáðàæåíèé HF : S → Z (çäåñü è äàëåå Z
îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë). Äëÿ êàæäîãî F ∈ F îòîáðàæåíèå HF ∈ H
ñëóæèò äëÿ ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâèÿ ñîñòîÿíèé F (S), S ∈ S èñõîäíûì äàííûì x. Íà
ñòàäèè k, k = 1, . . . , n, ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé Sk âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå Sk−1:

Sk = {F (S) : F ∈ F , S ∈ Sk−1, HF (S) ≤ 0}. (1)
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Ïóñòü G : S → R � çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è P , âû÷èñëÿåìîå íà ýëå-
ìåíòàõ ïîñëåäíåãî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé Sn. Ââèäó ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ÄÏ
äîñòàâëÿåò òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è, f ∗x = min{G(S) : S ∈ Sn}.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü ÷òî ðåøåíèå Y (S1, . . . , Sn) ∈ Sol(x) âû÷èñëÿåòñÿ íà îñíîâå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîñòîÿíèé S0 ∈ S0, . . . , Sn ∈ Sn, åñëè ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äîïóñòèìà, ò.å. Sk = Fk(Sk−1), Fk ∈ F è HFk

(Sk−1) ≤ 0, k = 1, . . . , n.
Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü ÄÏ, êàê ïðàâèëî, ñîêðàùàåòñÿ çà ñ÷åò èñêëþ÷åíèÿ èç

ðàññìîòðåíèÿ ¾íåïåðñïåêòèâíûõ¿ ñîñòîÿíèé, íàïðèìåð, ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà
Áåëëìàíà. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ïîäîáíî [10], ¾íåïåðñïåêòèâíûå¿ ñîñòîÿíèÿ èñêëþ-
÷àþòñÿ ïîñðåäñòâîì îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî EXTk(S) ∈ Sn � äîïóñòèìîå ïðîäîëæåíèå ñîñòîÿíèÿ S, åñëè
EXTk(S) = Fn−1(Fn−2(...Fk(S)...)) äëÿ íåêîòîðûõ Fk, Fk+1, . . . , Fn−1 ∈ F è äëÿ âñåõ
i = k, . . . , n− 1 âûïîëíÿåòñÿ HFi

(Fi−1(...Fk(S)...)) ≤ 0.
Ïóñòü S, S ′ ∈ S òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ïðîäîëæåíèÿ EXTk(S) ñî-

îòâåòñòâóþùåå åìó ïðîäîëæåíèå EXTk(S
′) äîñòàâëÿåò ðåøåíèå, íå óñòóïàþùåå ïî

öåëåâîé ôóíêöèè ïåðâîìó, ò.å. G(EXTk(S
′)) ≤ G(EXTk(S)). Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü,

÷òî S ′ äîìèíèðóåò ïî ïðîäîëæåíèÿì S íà ñòàäèè k. Ñîñòîÿíèå áåç äîïóñòèìûõ ïðî-
äîëæåíèé ñ÷èòàåì äîìèíèðóåìûì ïî ïðîäîëæåíèÿì ëþáûì äðóãèì ñîñòîÿíèåì.

Íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà äîìèíèðîâàíèÿ ïî ïðîäîëæåíèÿì, âîîáùå ãîâîðÿ,
òðåáóåò ïåðåáîðà âñåõ âîçìîæíûõ ïðîäîëæåíèé, ïîýòîìó äëÿ áûñòðîãî èñêëþ÷åíèÿ
¾íåïåðñïåêòèâíûõ¿ ñîñòîÿíèé îáû÷íî ïîëüçóþòñÿ íåêîòîðûì ïðîñòî âû÷èñëèìûì
îòíîøåíèåì ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ¹dom. Äîñòàòî÷íî ïðåäóñìîòðåòü, ÷òîáû èç ñîîòíî-
øåíèÿ S ¹dom S ′ ñëåäîâàëî áû äîìèíèðîâàíèå S ñîñòîÿíèåì S ′ ïî ïðîäîëæåíèÿì.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî S ∈ S äîìèíèðóåòñÿ ñîñòîÿíèåì S ′ ∈ S, åñëè S ¹dom S ′.

Ïóñòü J ⊆ S. Òîãäà ÷åðåç M(J,ºdom) áóäåì îáîçíà÷àòü ñîâîêóïíîñòü ìèíèìàëü-
íûõ ïî âêëþ÷åíèþ äîìèíèðóþùèõ ïîäìíîæåñòâ T ⊆ J . Èíûìè ñëîâàìè, äëÿ ëþ-
áîãî T ∈ M(J,ºdom) è ëþáîãî S ∈ J íàéäåòñÿ òàêîå S ′ ∈ T , ÷òî S ¹dom S ′, íî ïðè
óäàëåíèè êàêîãî-ëèáî ýëåìåíòà èç T , äëÿ íåêîòîðûõ S ∈ J òàêîãî S ′ óæå íå íàéòè.

Åñëè ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ¹dom âûáðàí òàê, ÷òî èç äîìèíèðîâàíèÿ ñëåäóåò äî-
ìèíèðîâàíèå ïî ïðîäîëæåíèÿì, òî â ÄÏ âìåñòî ìíîæåñòâ Sk äîñòàòî÷íî ñòðîèòü
òîëüêî ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé, äîìèíèðóþùèå Sk.

Áóäåì ñ÷èòàòü ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ íà ¹dom âûïîëíåííûìè (ýòèõ óñëîâèé äî-
ñòàòî÷íî, ÷òîáû èç äîìèíèðîâàíèÿ ñëåäîâàëî äîìèíèðîâàíèå ïî ïðîäîëæåíèÿì [1]):

C1. Äëÿ ëþáûõ S, S ′ ∈ S, åñëè S ¹dom S ′, òî F (S) ¹dom F (S ′).
C2. Äëÿ ëþáûõ S, S ′ ∈ S, H ∈ H, åñëè S ¹dom S ′ è H(S) ≤ 0, òî H(S ′) ≤ 0.
C3. Äëÿ ëþáûõ S, S ′ ∈ Sn, åñëè S ¹dom S ′, òî G(S) ≥ G(S ′).

Åñëè èç äîìèíèðîâàíèÿ ñëåäóåò äîìèíèðîâàíèå ïî ïðîäîëæåíèÿì, òî îáùàÿ ñõåìà
ÄÏ ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëåå ýôôåêòèâíî: ïóñòü äîìèíèðóþ-
ùèå ìíîæåñòâà ñîñòîÿíèé Tk, k = 1, . . . , n âû÷èñëÿþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî

Tk ∈ M
(
{F (S) : F ∈ F , S ∈ Tk−1, HF (S) ≤ 0},ºdom

)
, (2)

òîãäà Tn ñîäåðæèò ñîñòîÿíèå, äîñòàâëÿþùåå îïòèìóì, ò.å., f ∗x = min{G(S) : S ∈ Tn}.
Òðóäîåìêîñòü ÄÏ çàâèñèò îò âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé F ∈ F (ïóñòü ýòî

âðåìÿ íå ïðåâûøàåò θF), âðåìåíè âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé HF (S) (ïóñòü îíî íå ïðå-
âûøàåò θH) è íàõîæäåíèÿ âñåõ ìíîæåñòâ, äîìèíèðóåìûõ çàäàííûì S ∈ Sk ñðåäè
ïîñòðîåííûõ íà äàííîé èòåðàöèè (ïóñòü ýòî âðåìÿ íå áîëåå θ¹). Ïîëîæèì, êðîìå
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òîãî, κ := |F|, è ïóñòü G âû÷èñëèìà çà âðåìÿ θG, à íà÷àëüíîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé
S0 ìîæåò áûòü ñôîðìèðîâàíî çà âðåìÿ θ0. Òîãäà òðóäîåìêîñòü ÄÏ åñòü

O

(
θ0 + κ

n∑

i=1

|Ti−1|(θF + θH + θ¹) + |Tn|θG

)
. (3)

Òàáëè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ÄÏ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà S = B1×, . . . ,×Bβ, è
Bj ⊂ Z, j = 1, . . . , β, β ≥ 2, ïðè÷åì â ÷àñòè÷íîì ïîðÿäêå ¹dom ïåðâàÿ êîîðäèíà-
òà s1 ñîñòîÿíèÿ S ∈ S èãðàåò îñîáóþ ðîëü: S ¹dom S ′ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
s1 ¹1 s′1 è sj = s′j äëÿ âñåõ j > 1. Çäåñü è äàëåå ¹1 îáîçíà÷àåò ëèíåéíûé ïîðÿäîê,
îïðåäåëåííûé íà B1. Â òàêîì ñëó÷àå, ïðîöåññ âû÷èñëåíèé ÄÏ óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü
êàê çàïîëíåíèå íåêîòîðîé òàáëèöû M ðàçìåðíîñòè m × (n + 1), ãäå m =

∏β
j=2 |Bj|.

Ñòðîêè M ñîîòâåòñòâóþò âñåâîçìîæíûì êîìáèíàöèÿì êîîðäèíàò s2, . . . , sβ (áóäåì
èíäåêñèðîâàòü ñòðîêè ïîñðåäñòâîì r = (s2, . . . , sβ)). Ñòîëáöû k = 0, . . . , n ñîîòâåò-
ñòâóþò ñòàäèÿì ÄÏ. Ïóñòü Q(s2, . . . , sβ) = {S ′ ∈ S : s′2 = s2, . . . , s

′
β = sβ} îáîçíà÷àåò

ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â ñòðîêå r = (s2, . . . , sβ).
Â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ÄÏ òàáëèöà M çàïîëíÿåòñÿ çíà÷åíèÿìè s1. Åñëè íè îäíîãî

ñîñòîÿíèÿ S ∈ Tk ∩ Q(r) íå ïîñòðîåíî, òî Mrk := ∞ (ïðåäïîëàãàåòñÿ ÷òî íèêàêîå
s1 ∈ B1 íå äîìèíèðóåòñÿ ñèìâîëîì∞ â ïîðÿäêå ¹1). Åñëè îòíîøåíèå ¹1 ïðîâåðÿåòñÿ
çà êîíñòàíòíîå âðåìÿ, òî òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà åñòü

O (θ0 + m(κn(θF + θH) + θG)) . (4)

Êàê ïðàâèëî, â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ÄÏ ñîõðàíÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ äëÿ îáðàòíîãî õîäà àëãîðèòìà. Îáîçíà÷èì ýòè çíà÷åíèÿ ÷åðåç Γrk, è ïóñòü
Γrk = r′, åñëè ñîñòîÿíèå S = (Mrk, r) ∈ Tk áûëî ïîëó÷åíî èç S ′ = (Mr′,k−1, r

′) ∈ Tk−1

ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé ôóíêöèè F ∈ F , ò.å. S = F (S ′), HF (S ′) ≤ 0. Íà îáðàòíîì
õîäå ÄÏ çíà÷åíèÿ Γ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ öåïî÷êè ñîñòîÿíèé
S0 ∈ T0, . . . , Sn ∈ Tn, íà÷èíàÿ ñ Sn ∈ Tn.

Ïóñòü M∗-òàáëèöà, ïîëó÷àåìàÿ ïî îêîí÷àíèè âû÷èñëåíèé ÄÏ. Òîãäà ïðè ïðîèç-
âîëüíûõ r è k, ñîñòîÿíèå (M∗

r,k, r) äîìèíèðóåò âñå S ∈ Sk ∩Q(r), åñëè Sk ∩Q(r) 6= ∅.

Ìíîãîêðèòåðèàëüíûé (1+1)-EA. Ïóñòü èìååòñÿ çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé
îïòèìèçàöèè ¾íà ìèíèìóì¿ ñ ìíîæåñòâîì äîïóñòèìûõ ðåøåíèé D è êîíå÷íûì ñå-
ìåéñòâîì C êðèòåðèåâ âèäà f : D → Z ∪ {∞}. Â êà÷åñòâå ýâðèñòè÷åñêîãî ìåòîäà
äëÿ ïîèñêà Ïàðåòî-îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ýâîëþöèîííûé
àëãîðèòì, òàê íàçûâàåìûé ìíîãîêðèòåðèàëüíûé (1+1)-EA [8]. Àëãîðèòì íà÷èíàåò
ðàáîòó ñ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ, è íà êàæäîé åãî èòåðàöèè ïî òåêóùåìó ðåøåíèþ X
ñòðîèòñÿ íîâîå ðåøåíèå X ′ ñ ïîìîùüþ ðàíäîìèçèðîâàííîé ïðîöåäóðû ìóòàöèè:
X ′ = Mut(X) ∈ D. Åñëè f(X ′) ≥ f(X) ïî êàæäîìó êðèòåðèþ f ∈ C, òî ïîëàãàåì
X := X ′. Èíà÷å íîâîå ðåøåíèå îòáðàñûâàåòñÿ è òåêóùåå ðåøåíèå îñòàåòñÿ ïðåæíèì.

Ïåðåéäåì îò èñõîäíîé çàäà÷è P ê çàäà÷å îòûñêàíèÿ ìàòðèöû M∗, ïîëó÷àåìîé
â ðåçóëüòàòå ðàáîòû ÄÏ. Çàäà÷à îòûñêàíèÿ M∗ ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà êàê çàäà-
÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ nm êðèòåðèÿìè Mrk â ïðåäïîëîæåíèè ÷òî
ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé D åñòü âñåâîçìîæíûå ñïîñîáû âû÷èñëåíèÿ ýëåìåí-
òîâ Mrk ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé F ∈ F . Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñòîëáåö Mr0 �
÷àñòü èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Êðîìå òîãî, ïðåäïîëîæèì ÷òî âñå F ∈ F � èíúåêöèè.
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Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé Mrk îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî, ïî âîçðàñòàíèþ k.
Äîïóñòèìîå ðåøåíèå X = (Φ, Γ) ∈ D ñîñòîèò èç öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû Γ ðàçìåð-
íîñòè m× n è (m× n)-ìàòðèöû Φ, ýëåìåíòû êîòîðîé îáîçíà÷àþò ôóíêöèè Φrk ∈ F .

Ðàññìîòðèì ìíîãîêðèòåðèàëüíûé (1+1)-EA äëÿ äàííîé çàäà÷è, ïðåäïîëàãàÿ ÷òî
íà÷àëüíîå ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì
âñåõ êîìïîíåíò Φ è Γ.

Áóäåì íàçûâàòü ëîêàëüíîé îïåðàöèåé ñëåäóþùåå èçìåíåíèå ðåøåíèÿ (Φ, Γ): âî-
ïåðâûõ, ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì âûáèðàþòñÿ r ∈ B2 ×
. . .×Bβ è k ∈ {1, . . . , n}. Âî-âòîðûõ, çíà÷åíèå Φrk âûáèðàåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ
ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì èç F , à çíà÷åíèå Γrk âûáèðàåòñÿ ðàâíûì F−1(r).

Ïóñòü s � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ðàñïðåäåëåíèåì Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ = 1.
Ïðè ìóòàöèè ñ ðåøåíèåì X íåçàâèñèìî s + 1 ðàç âûïîëíÿåòñÿ ëîêàëüíàÿ îïåðàöèÿ.

Ñðàâíåíèå ÝÀ è ÄÏ. Â [8] äëÿ çàäà÷è î êðàò÷àéøåì ïóòè â ãðàôå íà N âåðøè-
íàõ ïðåäëîæåí ìíîãîêðèòåðèàëüíûé (1+1)-EA ñî ñðåäíèì ÷èñëîì èòåðàöèé O(N3),
âîñïðîèçâîäÿùèé âñå ñòàäèè àëãîðèòìà Äåéêñòðû. Ïîäîáíóþ ðîëü îïèñàííûé âûøå
(1+1)-EA èãðàåò äëÿ êëàññà çàäà÷, ðàçðåøèìûõ ÄÏ ñ òàáëè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì:

Òåîðåìà [1]. Ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé îïèñàííîãî âûøå (1+1)-EA äî äîñòèæå-
íèÿ ðåøåíèÿ X∗ ñî çíà÷åíèÿìè êðèòåðèåâ èç òàáëèöû M∗ åñòü O(n2κm log m).

Çàìåòèì, ÷òî íà êàæäîé èòåðàöèè (1+1)-EA òðåáóåòñÿ îáíîâèòü ìàòðèöó M , ÷òî
òðåáóåò âðåìåíè O(nm(θF + θH)), åñëè ñëó÷àéíûé âûáîð ëîêàëüíîé îïåðàöèè âû-
ïîëíÿåòñÿ çà êîíñòàíòíîå âðåìÿ. Ïîýòîìó ñðåäíåå âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ ìàòðèöû M∗

ñîñòàâëÿåò O(n3κm2(θF + θH) log m) è îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà-
÷è P âû÷èñëèìî â ñðåäíåì çà âðåìÿ O(n3κm2(θF + θH) log m + mθG), ÷òî òîëüêî â
O(n2m log m) ðàç ïðåâûøàåò îöåíêó òðóäîåìêîñòè ÄÏ ñ òàáëè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì èçâåñòíûå àëãîðèòìû ÄÏ äëÿ çàäà÷è îá îä-
íîìåðíîì 0/1-ðþêçàêå ñ òðóäîåìêîñòüþ O(KW ), ãäå K-÷èñëî ïðåäìåòîâ, W � äîïó-
ñòèìûé âåñ ðþêçàêà, è äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà ñ òðóäîåìêîñòüþ O(N22N), ãäå N -
÷èñëî âåðøèí ãðàôà. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû 1 ïîêàçûâàåò, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé
ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî (1+1)-EA äî ïîëó÷åíèÿ ìàòðèöû M∗ åñòü O(K2W log W ) äëÿ
çàäà÷è îá îäíîìåðíîì 0/1-ðþêçàêå, à äëÿ äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà O(2NN3 log N).

Àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 1 ðåçóëüòàò ïîëó÷åí â [2] äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà àëãî-
ðèòìîâ ÄÏ, ãäå òàáëè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ è èíúåêòèâíîñòè F ∈ F íå ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ. Äëÿ ýòîãî â [2] ïðåäëîæåí ìíîãîêðèòåðèàëüíûé ÝÀ ñî ñðåäíåé òðóäîåìêîñòüþ

O
(
θ0 + κn log |DP | ·

n∑

i=1

|Ti−1|(θF + θH + θ¹) + |Tn|θG

)
,

ãäå |DP | = ∑n
i=1 |Ti−1|. Äàííàÿ îöåíêà òîëüêî â O(n log |DP |) ðàç ïðåâûøàåò îöåíêó

òðóäîåìêîñòè ÄÏ (3). Äîïîëíèòåëüíàÿ àäàïòàöèÿ ÝÀ äëÿ çàäà÷è êîììèâîÿæåðà [9]
ïîçâîëÿåò ñíèçèòü îöåíêó ñðåäíåãî ÷èñëà èòåðàöèé äî O(2NN3).

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí íîâûé ïîäõîä ê èñïîëüçîâàíèþ ñïåöèôèêè çà-
äà÷è â ÝÀ. Ðàññìîòðåííûå ðåçóëüòàòû íå äàþò îñíîâàíèé ãîâîðèòü î áîëåå áûñòðûõ
àëãîðèòìàõ ïî ñðàâíåíèþ ñ êëàññè÷åñêèìè ìåòîäàìè îïòèìèçàöèè (òî æå îòíîñèòñÿ
è ê ÝÀ èç [4,7,8]). Îäíàêî, ýòè ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ê ýâîëþöèîííûì àë-
ãîðèòìàì, íàðÿäó ñî ñõîäèìîñòüþ ê îïòèìóìó [3] è òî÷íîñòüþ àïïðîêñèìàöèè [4],
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åñòåñòâåííî ïðåäúÿâèòü íîâûå òðåáîâàíèÿ â òåðìèíàõ ñðåäíåãî âðåìåíè ïîëó÷åíèÿ
îïòèìóìà â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ê çàäà÷å ïðèìåíèìî ÄÏ. Êðîìå òîãî, ïîêàçàíà ïåð-
ñïåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ ÝÀ äàæå åñëè èñõîäíàÿ çàäà÷à
ÿâëÿåòñÿ îäíîêðèòåðèàëüíîé, ÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ âûâîäàìè [4].
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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÊÎÌÌÓÍÈÊÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÄÅÐÅÂÀ Â
ÁÅÑÏÐÎÂÎÄÍÎÉ ÑÅÍÑÎÐÍÎÉ ÑÅÒÈ

À.È. Åðçèí, Þ.Â. Øàìàðäèí

Áåñïðîâîäíàÿ ñåíñîðíàÿ ñåòü (ÁÑÑ) ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà ñåíñîðîâ, êîòîðûå ðàç-
ìåùåíû â îáëàñòè ìîíèòîðèíãà è èñïîëüçóþò áåñïðîâîäíóþ ñâÿçü äëÿ îáìåíà èíôîð-
ìàöèåé. Îñíîâíûìè ôóíêöèÿìè ñåíñîðà ÿâëÿþòñÿ ñáîð (ìîíèòîðèíã), ïåðâè÷íàÿ îá-
ðàáîòêà è ïåðåäà÷à èíôîðìàöèè. Â ÁÑÑ ñåíñîðû, îáåñïå÷èâàþùèå ïîêðûòèå (ò.å.
àêòèâíûå ñåíñîðû), äîëæíû ïîðîæäàòü ñâÿçíûé ãðàô. Ýíåðãîçàòðàòû íà ïåðåäà÷ó
äàííûõ ïðîïîðöèîíàëüíû d b, ãäå d � äàëüíîñòü ïåðåäà÷è, à b � çàäàííàÿ ïîëîæè-
òåëüíàÿ êîíñòàíòà. Ïóñòü äàëüíîñòü ïåðåäà÷è � ýòî ðåãóëèðóåìûé ïàðàìåòð ñåíñîðà,
ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèÿ èç çàäàííîãî îòðåçêà. Ìèíèìèçèðîâàòü ýíåðãîçàòðàòû íà
ïåðåäà÷ó äàííûõ ìåæäó àêòèâíûìè ñåíñîðàìè ñåòè ìîæíî ïóòåì âûáîðà äàëüíîñòè
ïåðåäà÷è êàæäîãî ñåíñîðà, ÷òî îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò êîììóíèêàöèîííóþ ñåòü. Â
ëèòåðàòóðå â êà÷åñòâå êîììóíèêàöèîííîãî ãðàôà ñåíñîðíîé ñåòè ïðèíÿòî ðàññìàò-
ðèâàòü îñòîâíîå äåðåâî ìèíèìàëüíîãî âåñà P , êîãäà âåñ ðåáðà, ñâÿçûâàþùåãî ïàðó
âåðøèí, � ýòî ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè âåðøèíàìè [1]. Îäíàêî ìèíèìàëüíûé îñòîâ
íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì êîììóíèêàöèîííûì ãðàôîì ÁÑÑ, ò.ê. äëÿ îáåñïå÷å-
íèÿ ñâÿçè ïî ðåáðàì (i, j) ∈ P , èíöèäåíòíûì âåðøèíå i, äàëüíîñòü ïåðåäà÷è ñåíñîðà
i äîëæíà áûòü íå ìåíåå max

j|(i,j)∈P
dij, è â öåëåâóþ ôóíêöèþ âîéäåò ñëàãàåìîå

( max
j|(i,j)∈P

dij)
b = max

j|(i,j)∈P
d b

ij.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî êîììóíèêàöèîííîãî ãðàôà, êîòîðûé
ìîæíî ñ÷èòàòü îñòîâíûì äåðåâîì, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäàí ïðîñòîé íåîðèåíòèðîâàííûé âçâåøåííûé ãðàô G = (V, E) ñ ìíîæåñòâîì
âåðøèí-ñåíñîðîâ V , |V | = n, è ìíîæåñòâîì ðåáåð E. Ðåáðî (i, j) ïðèíàäëåæèò ìíî-
æåñòâó E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàêñèìàëüíàÿ äàëüíîñòü ïåðåäà÷è ñåíñîðîâ i è
j íå ìåíåå ðàññòîÿíèÿ dij ≥ 0 ìåæäó íèìè. Ïóñòü âåñ ðåáðà (i, j) ∈ E ðàâåí cij = d b

ij.
Òðåáóåòñÿ íàéòè îñòîâíîå äåðåâî T ∗, ÿâëÿþùååñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è:

W (T ) =
∑

i∈V

max
j∈Vi(T )

cij → min
T

, (1)

ãäå Vi(T ) � ìíîæåñòâî âåðøèí, ñìåæíûõ ñ âåðøèíîé i â äåðåâå T .

Ëåììà 1. Çàäà÷à (1) ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñëûñëå.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâåäåì NP-òðóäíóþ â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷ó î ìèíèìàëüíîì

ïîêðûòèè (ÌÏ) [2] ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ çàäà÷è (1). Â çàäà÷å ÌÏ äàíî ìíîæåñòâî îáú-
åêòîâ J , ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ I è ïàðàìåòðû aij = 1, åñëè ýëåìåíò i ∈ I ïîêðûâàåò
îáúåêò j ∈ J , è aij = +∞ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Òðåáóåòñÿ íàéòè ïîäìíîæåñòâî I ′ ⊆ I
ìèíèìàëüíîé ìîùíîñòè, ïîêðûâàþùåå âñå îáúåêòû.

Ïî ïðîèçâîëüíîé èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷å ÌÏ ïîñòðîèì ãðàô G = (V,E), â êî-
òîðîì ìíîæåñòâî âåðøèí V = {0} ∪ I ∪ J , à ìíîæåñòâî ðåáåð E = {(0, i), i ∈
I} ∪ {(i, j), aij = 1, i ∈ I, j ∈ J}. Ïîëîæèì âåñà ðåáåð c0i = 0, i ∈ I, è cij = aij, i ∈
I, j ∈ J . Òîãäà â ëþáîì îñòîâíîì äåðåâå T ãðàôà G = (V,E) äëÿ ïðîèçâîëüíîé âåð-
øèíû j ∈ J èìååì max

i∈Vj(T )
cij = 1, à äëÿ ëþáîé âåðøèíû i ∈ I ëèáî max

j∈Vi(T )
cij = 1 (åñëè i

ñâÿçàíà ñ íåêîòîðîé âåðøèíîé j ∈ J), ëèáî max
j∈Vi(T )

cij = 0 (âåðøèíà i ñâÿçàíà òîëüêî ñ
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âåðøèíîé 0). Ðåøåíèå T ∗ òàêîé çàäà÷è (1) îïðåäåëÿåò ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå I ′ ⊆ I,
â êîòîðîå âîéäóò âåðøèíû ìíîæåñòâà I, ñìåæíûå ñ âåðøèíàìè ìíîæåñòâà J â äå-
ðåâå T ∗. Òàêèì îáðàçîì, NP-òðóäíàÿ â ñèëüíîì ñìûñëå çàäà÷à ÌÏ ïîëèíîìèàëüíî
ñâåäåíà ê ÷àñòíîìó ñëó÷àþ çàäà÷è (1). Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà÷à (1) òàêæå ÿâëÿåòñÿ
NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå.

Ëåììà 2. Ïóñòü ãðàô G ïîëíûé, è âåñà ðåáåð ïðèíèìàþò äâà çíà÷åíèÿ
cij ∈ {a, b}, a < b. Òîãäà çàäà÷à (1) ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ñëåäóþùèé ìèíèìàëüíûé îñòîâ, íà÷èíàÿ ñ òðèâè-
àëüíîãî ãðàôà (V, ∅). Äîáàâèì ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð âåñà a, ÷òîáû ïîëó-
÷èëèñü àöèêëè÷åñêèå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè (ïóñòü m � ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè).
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî äåðåâà íåîáõîäèìî ñâÿçàòü êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè m − 1
ðåáðîì. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè êîëè÷åñòâà âåðøèí, êîòî-
ðûå áóäóò ñâÿçàíû ñ âåðøèíàìè äðóãèõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Äëÿ ýòîãî â êàæäîé
êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè âûáåðåì ïî îäíîé âåðøèíå è ñâÿæåì èõ ðåáðàìè âåñà b, ÷òîáû
ïîëó÷èëîñü îñòîâíîå äåðåâî.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü cij ∈ {a1, a2, . . .}, ai < ai+1. Â òðèâèàëüíîå äåðåâî äîáà-
âèì ðåáðà äëèíû a1, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî àöèêëè÷åñêèõ êîìïî-
íåíò ñâÿçíîñòè. Åñëè â êàæäîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ìîæíî âûáðàòü ïî îäíîé
âåðøèíå è ñâÿçàòü ýòè âåðøèíû ðåáðàìè äëèíû a2, òî ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì
äåðåâî ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1).

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü cij ∈ [a, b], (i, j) ∈ E. Åñëè âåñà âñåõ ðåáåð â ìèíèìàëüíîì
îñòîâå P ðàâíû a, òî P ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1).

Â [3] ðàññìàòðèâàþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ðåãóëÿðíûå ïîêðûòèÿ ïëîñêîñòè êðóãàìè
äâóõ ðàäèóñîâ. Âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ â [3] ïîêðûòèÿõ ìèíèìàëüíûå îñòîâû ñîäåð-
æàò òîëüêî ðåáðà ìèíèìàëüíîé äëèíû. Çíà÷èò, â ýòèõ ïîêðûòèÿõ â êà÷åñòâå îïòè-
ìàëüíîãî êîììóíèêàöèîííîãî äåðåâà êîððåêòíî èñïîëüçîâàòü ìèíèìàëüíûé îñòîâ.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â [1] ïðåäëàãàåòñÿ ïîêðûòèå, â êîòîðîì èñïîëüçóþòñÿ êðóãè òðåõ
ðàäèóñîâ (ìîäåëü III). Ìèíèìàëüíûé îñòîâ, ñâÿçûâàþùèé àêòèâíûå ñåíñîðû â ìî-
äåëè III, íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì êîììóíèêàöèîííûì äåðåâîì, è âûâîäû àâòîðîâ
ðàáîòû [1], îòíîñÿùèåñÿ ê ýíåðãîýôôåêòèâíîñòè ñâÿçè, íå âåðíû.

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáîãî îñòîâíîãî äåðåâà T ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:
∑

(i,j)∈T

cij ≤
∑

i∈V

max
j∈Vi(T )

cij ≤ 2
∑

(i,j)∈T

cij. (2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåâîå íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè âûáðàòü ïðî-
èçâîëüíóþ âåðøèíó â êà÷åñòâå êîðíÿ äåðåâà T , òî ó êàæäîé âåðøèíû i áóäåò îäèí
ïðåäøåñòâåííèê p(i) â ïóòè â êîðåíü (ïðåäøåñòâåííèê âåðøèíû-êîðíÿ ñîâïàäàåò ñ
êîðíåì), è âåñ äåðåâà ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

∑

(i,j)∈T

cij =
∑

i∈V

ci,p(i) ≤
∑

i∈V

max
j∈Vi(T )

cij.

Ïðàâîå íåðàâåíñòâî â (2) ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî êàæäîå ðåáðî èíöèäåíòíî äâóì
âåðøèíàì è, ñëåäîâàòåëüíî, åãî âåñ ìîæåò âîéòè â öåëåâóþ ôóíêöèþ íå áîëåå, ÷åì
äâàæäû. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ïóñòü T ∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (1), ò.å.

W (T ∗) = min
T

W (T ),

à
C =

∑

(i,j)∈P

cij = min
T

∑

(i,j)∈T

cij

� âåñ ìèíèìàëüíîãî îñòîâà P .

Òåîðåìà 1. Äëÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâà P ñïðàâåäëèâà äîñòèæèìàÿ îöåíêà:

W (P )

W (T ∗)
≤ 2. (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (2) ñëåäóåò, ÷òî

C = min
T

∑

(i,j)∈T

cij ≤
∑

(i,j)∈T ∗
cij ≤ W (T ∗) = min

T

∑

i∈V

max
j∈Vi(T )

cij ≤

∑

i∈V

max
j∈Vi(P )

cij = W (P ) ≤ 2C.

Íåðàâåíñòâî (3) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, åñëè ðåáðà, âåñ êîòîðûõ ó÷òåí â ïðàâîé
÷àñòè âûðàæåíèÿ (2) ìåíåå äâóõ ðàç, èìåþò íóëåâûå âåñà. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Â ñèëó òîãî, ÷òî â ðåãóëÿðíûõ ïîêðûòèÿõ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñåíñîðàìè îãðàíè-
÷åíû ñíèçó ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè [1, 3], ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ îöåíêó
ïîãðåøíîñòè äëÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâà. Äëÿ ýòîãî óïîðÿäî÷èì ðåáðà, âîøåäøèå â
ìèíèìàëüíûé îñòîâ P , ñîãëàñíî èõ âåñàì a = c1 ≤ c2 ≤ . . . ≤ cn−1 = b. Ïóñòü êîëè÷å-
ñòâî ðåáåð äåðåâà P , âåñ êîòîðûõ ó÷òåí â öåëåâîé ôóíêöèè W (P ) äâàæäû, ðàâíî k,
êîëè÷åñòâî ðåáåð äåðåâà P , âåñ êîòîðûõ ó÷òåí â öåëåâîé ôóíêöèè îäèí ðàç, ðàâíî l, è
÷èñëî ðåáåð äåðåâà P , âåñ êîòîðûõ íå âîøåë â W (P ), ðàâíî m. Òîãäà k+l+m = n−1,
à 2k + l = n. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî l = n− 2k è m = k − 1. Çíà÷èò,

W (P ) ≤ 2
n−1∑

i=n−k

ci +
n−k−1∑

i=n−k−l

ci = 2
n−1∑

i=n−k

ci +
n−k−1∑

i=k

ci = 2C −
(

k−1∑

i=1

ci +
n−k−1∑

i=1

ci

)
.

Â ïîñëåäíèõ ñêîáêàõ n− 2 ñëàãàåìûõ, ñóììà êîòîðûõ óáûâàåò ñ ðîñòîì k. Ñ ó÷åòîì
íåðàâåíñòâà k ≤ (n− 1)/2, ïîëó÷àåì

W (P ) ≤ 2C −
[(n−1)/2]−1∑

i=1

ci −
n−[(n−1)/2]−1∑

i=1

ci ≤ 2C − 2
[(n−1)/2]−1∑

i=1

ci ≤ 2C − a(n− 2).

Ñëåäîâàòåëüíî,
ε(P ) =

W (P )

W (T ∗)
≤ 2− a(n− 2)

C
= ε1(C).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû
ε(P ) ≤ bn

C
= ε2(C).
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Âåñ C ìèíèìàëüíîãî îñòîâà P íå èçâåñòåí çàðàíåå. Îäíàêî ε1(C) âîçðàñòàåò, à ε2(C)
óáûâàåò è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íàéòè òàêîå C ∈ [a(n − 1), b(n − 1)], ïðè êîòîðîì
ε1(C) = ε2(C). Èìååì C = ((a + b)(n− 2) + 2b)/2 è

ε(P ) ≤ min
C
{ε1(C), ε2(C)} ≤ ε1(C) = ε2(C) = 2− 2a

a + b + 2b/(n− 2)
.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âåñà ðåáåð, âîøåäøèõ â ìèíèìàëüíûé îñòîâ P , ïðèíàäëåæàò
îòðåçêó [a, b]. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

ε(P ) =
W (P )

W (T ∗)
≤ 2− 2a

a + b + 2b/(n− 2)
,

è
ε(P ) ≤ 2b

a + b
(4)

ïðè n → +∞.

Â [1] ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü ïîêðûòèÿ III, ãäå â êà÷åñòâå êîììóíèêàöèîííîé
ñåòè èñïîëüçóåòñÿ ìèíèìàëüíûé îñòîâ, ñâÿçûâàþùèé óçëû áåñêîíå÷íîé ðåøåòêè, â
êîòîðûé âõîäÿò ðåáðà âåñà c1 ≈ 0.071, c2 ≈ 0.095 è c3 ≈ 1.071. Çíà÷èò, ñîãëàñíî (4)
îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äëÿ ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà PIII ðàâíà

W (PIII)−W (T ∗)
W (T ∗)

≤ 2 · 1.071

0.071 + 1.071
− 1 ≈ 0.87.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), ó÷èòûâàþ-
ùèé ñòðóêòóðó ôóíêöèîíàëà. Àëãîðèòì ñòðîèò îñòîâíîå äåðåâî ïî øàãàì, èñõîäÿ èç
íåêîòîðîãî îñòîâíîãî ëåñà. Íà êàæäîì øàãå îáúåäèíÿþòñÿ äâå èëè áîëåå êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè, ñëåäóÿ �æàäíîìó� ïðèíöèïó.

Ââåäåì âåñà âåðøèí ai, i ∈ V , âíà÷àëå ïîëàãàÿ ai = min{cij|j ∈ V \ {i}}. Âûáåðåì
îñòîâíûé ëåñ L, ðåáðà êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

cij ≤ min{ai, aj}, (i, j) ∈ L.

Îïèøåì îáùèé øàã àëãîðèòìà. Ïóñòü ëåñ L ñîäåðæèò K + 1 êîìïîíåíòó ñâÿçíî-
ñòè. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó i â íåêîòîðîé êîìïîíåíòå è îáîçíà÷èì ÷åðåç
j1, . . . , jK áëèæàéøèå ê i âåðøèíû îñòàëüíûõ êîìïîíåíò. Íóìåðàöèÿ ñîîòâåòñòâóåò
íåóáûâàíèþ äëèí ðåáåð, òî åñòü cij1 ≤ . . . ≤ cijK

.
Åñëè ê ëåñó L äîáàâèòü ðåáðà (i, j1), . . . , (i, jk), òî ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà (1)

ñîñòàâèò âåëè÷èíó

Dik = max{0, cijk
− ai}+

k∑

l=1

max{0, cijl
− ajl

}.

Ìèíèìàëüíîå ïðèðàùåíèå ôóíêöèîíàëà â ñðåäíåì, â ðàñ÷åòå íà îäíó êîìïîíåíòó,
ðàâíî âåëè÷èíå

dv = min
k=1,...,K

{
Dvk

k

}
.
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Ïóñòü âåðøèíà i îáëàäàåò ìèíèìàëüíûì ñðåäíèì ïîêàçàòåëåì ñðåäè âñåõ âåðøèí,
òî åñòü

di = min
v∈V

{dv} =
Dis

s
.

Ê ëåñó L äîáàâëÿåì íîâûå ðåáðà, ïîëàãàÿ

L = L ∪ {(i, j1), . . . , (i, js)},

è ïåðåñ÷èòûâàåì âåñà âåðøèí, ïîëàãàÿ

ai = max{ai, cijs}, ajk
= max{ajk

, cijk
}, k = 1, . . . , s.

Âåñà îñòàëüíûõ âåðøèí îñòàþòñÿ ïðåæíèìè. Åñëè ëåñ L ñîäåðæèò áîëåå îäíîé êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè, òî îïèñàííûé øàã ïîâòîðÿåòñÿ.

Íåòðóäíî ïðèâåñòè ïðèìåðû, êîãäà èçëîæåííûé àëãîðèòì ñòðîèò îñòîâíîå äåðå-
âî, ëó÷øåå ïî ôóíêöèîíàëó (1), ÷åì ìèíèìàëüíûé îñòîâ P . Îäíàêî âîïðîñ î ãàðàí-
òèðîâàííîé îöåíêå òî÷íîñòè àëãîðèòìà îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 08-07-91300-ÈÍÄ_à.
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ÌÎÄÅËÈ È ÌÅÒÎÄÛ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß
ÂÇÀÈÌÎÑÂßÇÀÍÍÛÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ ÍÀ ÏËÎÑÊÎÑÒÈ

Ã.Ã. Çàáóäñêèé
Âàæíûì íàïðàâëåíèåì â îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé ÿâëÿåòñÿ àíàëèç è ðå-

øåíèå çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ. Òàêèå çàäà÷è íåîáõîäèìî ðåøàòü
ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ïðåäïðèÿòèé è ðîáîòîòåõíîëîãè÷åñêèõ êîìïëåêñîâ, îïðåäåëå-
íèè ìåñò ðàñïîëîæåíèÿ ïóíêòîâ îáñëóæèâàíèÿ, àâòîìàòèçèðîâàííîì êîíñòðóèðîâà-
íèè ýëåêòðîííûõ óñòðîéñòâ è âûïîëíåíèè ìíîãèõ äðóãèõ ðàáîò [1, 3, 5, 8, 9-12].

Â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ìîæíî âûäåëèòü äâà êëàññà: çàäà÷è ðàç-
ìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ îáúåêòîâ è çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ-ðàñïðåäåëåíèÿ. Îòëè÷èå
ñîñòîèò â òîì, ÷òî â çàäà÷àõ ïåðâîãî êëàññà íåîáõîäèìî íàéòè ìåñòà ðàñïîëîæåíèÿ
îáúåêòîâ, ìåæäó êîòîðûìè èìåþòñÿ ôèêñèðîâàííûå ñâÿçè. Â çàäà÷àõ âòîðîãî êëàññà
ñâÿçè óñòàíàâëèâàþòñÿ â ðåçóëüòàòå èõ ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè ðàçìåùåíèè ïóíê-
òîâ îáñëóæèâàíèÿ ê íèì ïðèêðåïëÿþòñÿ êëèåíòû (óñòàíàâëèâàþòñÿ ñâÿçè). Êëàññè-
÷åñêèìè ïðåäñòàâèòåëÿìè ïåðâîãî êëàññà ÿâëÿþòñÿ çàäà÷à Âåáåðà è êâàäðàòè÷íàÿ
çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ (ÊÇÍ). Ðàçðàáîòêîé ýòîé ïðîáëåìàòèêè çàíèìàëèñü Àõìå-
äîâ È.Ñ., Äåìèäåíêî Â.À., Ïàíþêîâ À.Â., Ñåðãååâ Ñ.È., Ñèãàë È.Õ., Òðóáèí Â.À.,
Francis R.L., Koopmans T.C. è äð. Íàèáîëåå èçâåñòíûå çàäà÷è âòîðîãî êëàññà: ïðî-
ñòåéøàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ, çàäà÷è î p-ìåäèàíå è î p-öåíòðå. Çàìåòíûé âêëàä â èõ
èññëåäîâàíèå âíåñëè Àãååâ À.À., Áåðåñíåâ Â.Ë., Ãèìàäè Ý.Õ., Ãëåáîâ Í.È., Äåìåí-
òüåâ Â.Ò., Êîëîêîëîâ À.À., Êî÷åòîâ Þ.À., Hakimi S.L., Kariv O., Krarup J. è ðÿä
äðóãèõ àâòîðîâ.

Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à Âåáåðà íà ïëîñêîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íà ïëîñêî-
ñòè èìåþòñÿ ôèêñèðîâàíûå îáúåêòû è íà íåé íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü äðóãèå îáúåê-
òû, êîòîðûå ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé è ñ ôèêñèðîâàííûìè. Êðèòåðèé � ìèíèìóì ñóì-
ìàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé ìåæäó âñåìè îáúåêòàìè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå çàäà÷à
Âåáåðà ñ ìèíèìàêñíûì êðèòåðèåì. Îòìåòèì, ÷òî â óêàçàííûõ çàäà÷àõ íåò îãðàíè÷å-
íèé íà âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ, â ÷àñòíîñòè, äîïóñêàåòñÿ èõ ðàçìåùåíèå â
îäíîé òî÷êå. ÊÇÍ � ýòî äèñêðåòíûé âàðèàíò çàäà÷è Âåáåðà, êîãäà â êàæäóþ ïðåïî-
ëàãàåìóþ òî÷êó ðàçìåùàåòñÿ òîëüêî îäèí îáúåêò. Çàäà÷à Âåáåðà ñ ìèíèìàêñíûì è
ìèíèñóììíûì êðèòåðèÿìè ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà, åñëè ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îáú-
åêòàìè èçìåðÿåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíîé ìåòðèêå, à ÊÇÍ � NP-òðóäíà.

Îäíî èç íàïðàâëåíèé îáîáùåíèÿ çàäà÷è Âåáåðà, êîòîðîå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ íà
ïðàêòèêå, � ýòî íàëè÷èå çîí çàïðåòà äëÿ ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ. Çàïðåùåííûìè çîíà-
ìè ìîãóò áûòü ýëåìåíòû ãåîãðàôè÷åñêîãî ëàíäøàôòà (ãîðû, îçåðà), à òàêæå çäàíèÿ,
ñàíèòàðíûå çîíû è äðóãèå ó÷àñòêè. Çàïèøåì ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ çàäà÷è Âå-
áåðà ñ îòìå÷åííûìè âûøå êðèòåðèÿìè ïðè íàëè÷èè çàïðåùåííûõ çîí.

Íà ïëîñêîñòè èìåþòñÿ ôèêñèðîâàííûå îáúåêòû P1, P2, . . . , Pm, M = {1, 2, . . . ,m}
� ìíîæåñòâî èõ íîìåðîâ è (ai, bi) � êîîðäèíàòû îáúåêòîâ, i ∈ M . Íà ýòîé æå ïëîñ-
êîñòè ðàçìåùàþòñÿ îáúåêòû X1, X2, . . . , Xn , N = {1, 2, . . . , n} � ìíîæåñòâî íîìåðîâ
ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ è (xj, yj) � èõ êîîðäèíàòû, j ∈ N . Óäåëüíóþ ñòîèìîñòü ñâÿçè
ìåæäó i-ì ôèêñèðîâàííûì è j-ì ðàçìåùàåìûì îáúåêòàìè îáîçíà÷èì ÷åðåç wij ≥ 0,
i ∈ M, j ∈ N , à vjk ≥ 0 � óäåëüíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçè ìåæäó j-ì è k-ì ðàçìåùàåìû-
ìè îáúåêòàìè j, k ∈ N , j < k. Êðîìå òîãî, çàäàíî z ïðÿìîóãîëüíûõ çàïðåùåííûõ
çîí F1, F2, . . . , Fz ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè îñÿì êîîðäèíàò, Z = {1, 2, . . . , z} �
ìíîæåñòâî èõ íîìåðîâ. Ïóñòü F =

⋃
k∈Z Fk, d(Pi, Xj) � ðàññòîÿíèå ìåæäó i-ì ôèêñè-

ðîâàííûì è j-ì ðàçìåùàåìûì îáúåêòàìè, à d(Xj, Xk) � ðàññòîÿíèå ìåæäó j-ì è k-ì
ðàçìåùàåìûìè îáúåêòàìè, êîòîðîå èçìåðÿåòñÿ â ïðÿìîóãîëüíîé ìåòðèêå l1.
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Òðåáóåòñÿ ðàçìåñòèòü îáúåêòû X1, X2, . . . , Xn âíå çàïðåùåííûõ çîí F1, F2, . . . , Fz

òàê, ÷òîáû ëèáî ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçåé ìåæäó âñåìè îáúåêòàìè ëèáî ìàêñè-
ìàëüíàÿ ñâÿçü áûëà ìèíèìàëüíîé

f1(X1, X2, . . . , Xn) =
m∑

i=1

n∑

j=1

wijd(Pi, Xj) +
n−1∑

j=1

n∑

k=j+1

vjkd(Xj, Xk) → min
X

, (1)

f2(X1, X2, . . . , Xn) = max{ max
j,k∈J,j<k

vjkρ(Xj, Xk), max
i∈I,j∈J

wijρ(Pi, Xj)} → min
X

, (2)

Xj 6∈ F, j ∈ N. (3)

Çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèé f1 è f2 áåç óñëîâèÿ (3) â ìåòðèêå l1 äîñòàòî÷íî
õîðîøî èññëåäîâàíû. Çàäà÷à (1) äåêîìïîçèðóåòñÿ íà äâå íåçàâèñèìûå çàäà÷è ëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ) îäèíàêîâîé ñòðóêòóðû. Ñ ó÷åòîì ñïåöèôèêè òàêîé
çàäà÷è ËÏ ïðåäëîæåíû áîëåå ýôôåêòèâíûå àëãîðèòìû åå ðåøåíèÿ. Â ðàáîòå [9] óêà-
çàííàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ïîòîêà ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè â ñïåöèàëüíî
ïîñòðîåííîé ñåòè. Òðóáèí Â.À. ïðåäñòàâèë åå ðåøåíèå â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
çàäà÷ î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå [6]. Â ðàáîòå [12] çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ íàõîæ-
äåíèÿ ìèíèìàëüíûõ ðàçðåçîâ â ñåòè ñ ÷èñëîì óçëîâ ñåòè íå áîëåå n+2. Ìèíèìèçàöèÿ
ôóíêöèè f2 ñâîäåíà ê çàäà÷å ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ñåòè, äëèíû äóã êîòîðîé
çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà [11].

Íàëè÷èå îãðàíè÷åíèé (3) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çà-
äà÷ (1),(3) è (2),(3) ÿâëÿåòñÿ íåâûïóêëé è íåñâÿçíîé. Îíà ìîæåò áûòü íàéäåíà ñ
ïîìîùüþ ìåòîäîâ âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè, â ÷àñòíîñòè, ìåòîäà ïëîñêîãî çàìåòà-
íèÿ [7]. Îäèí èç ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ òàêèõ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ � ýòî èñïîëüçîâàíèå
ìîäåëåé è ìåòîäîâ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ). Äëÿ ýòîãî
îáëàñòü äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷ ñ ïîìîùüþ áóëåâûõ ïåðåìåííûõ ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ âûïóêëûõ ïðÿìîóãîëüíûõ îáëàñòåé. Ýòî ïîäõîä ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷íî ðàçðàáîòàííûé àïïàðàò öåëî÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè. Êðî-
ìå òîãî, ñâîéñòâà öåëåâîé ôóíêöèè f1 çàäà÷è (1),(3) ïîçâîëÿþò ðàçðàáàòûâàòü ýô-
ôåêòèâíûå êîìáèíàòîðíûå àëãîðèòìû, òàê êàê èñõîäíàÿ íåïðåðûâíàÿ çàäà÷à ìîæåò
áûòü ñâåäåíà ê äèñêðåòíîé.

Çàäà÷è ñ ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûìè ðàññòîÿíèÿìè ìåæäó îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ
äàëüíåéøèì îáîáùåíèåì îãðàíè÷åíèé íà ðàñïîëîæåíèå îáúåêòîâ. Çàäà÷à íà ëèíèè
ñ òàêèìè îãðàíè÷åíèÿìè ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòå [1]. Ïîêàçàíî, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ
NP-òðóäíîé äàæå äëÿ ïðîñòåéøåé ñòðóêòóðû ñâÿçåé ìåæäó îáúåêòàìè � êîðíåâîãî
äåðåâà. Â äåðåâå âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò îáúåêòàì, à äóãè óêàçûâàþò íà íàëè÷èå
ñâÿçåé ìåæäó íèìè è çàäàþò ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà èõ ðàçìåùåíèå. Äëÿ ðåøåíèÿ
òàêèõ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìîäåëè è ìåòîäû ÖËÏ. Èñ-
ñëåäîâàíà ñòðóêòóðà ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîãîãðàííîãî ìíîæåñòâà òàêîé çàäà÷è, â
÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíû îöåíêè öåïåé äðîáíûõ L-êëàññîâ [4]. Â ñëó÷àå ðàçìåùåíèÿ îáú-
åêòîâ íà ïëîñêîñòè ìîæíî ýôôåêòèâíî íàõîäèòü ëîêàëüíûå îïòèìóìû. Ïîäîáíûé
àëãîðèòì äëÿ ìåòðèêè l1 â öåëåâîé ôóíêöèè è l∞ â îãðàíè÷åíèÿõ ïðèâåäåí â [6].

×àñòî äëÿ ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ òðåáóåòñÿ óìåòü
âû÷èñëÿòü íèæíèå îöåíêè îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé öåëåâûõ ôóíêöèé. Åñëè â ìàò-
ðèöå ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûõ ðàññòîÿíèé íàðóøàåòñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà, òî
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äëÿ ïîñòðîåíèÿ íèæíåé îöåíêè ñóììàðíîé ñòîèìîñòè ñâÿçåé ìåæäó îáúåêòàìè ìîæ-
íî ðåøàòü çàäà÷ó ËÏ. Äëÿ ÊÇÍ ñ ìèíèìàëüíî äîïóñòèìûìè ðàññòîÿíèÿìè òàêèå
îöåíêè ìîæíî íàõîäèòü ñ ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ ñïåöèàëüíîé çàäà÷è î íàçíà÷åíèÿõ ñ
çàïðåòàìè. Ñòðóêòóðà çàïðåòîâ ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ðåøàòü òàêóþ çàäà÷ó.
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ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÅ ÈÍÄÅÊÑÛ È ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÑÐÅÄÍÈÕ
Â.È. Çîðêàëüöåâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ àãðåãèðîâàííûõ ýêîíîìè÷åñêèõ èíäåêñîâ
íà ïðèìåðå èíäåêñîâ öåí. Ïóñòü P τ

i , P t
i � öåíû äâóõ ìîìåíòîâ âðåìåíè τ è t äëÿ

íàáîðà áëàã i = 1, . . . , n ïðè n ≥ 2. Îáîçíà÷èì pi = P t
i /P

τ
i � òåìï ðîñòà öåíû áëàãà i ê

ìîìåíòó t ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîìåíòîì τ . Îáîçíà÷èì l, r � ìàêñèìàëüíîå è ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèÿ pi ïî âñåì i = 1, . . . , n. Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî òåìïû ðîñòà öåí ïî îòäåëüíûì
áëàãàì ðàçëè÷àþòñÿ, l > r.

Ââåäåì íàáîð ïîëîæèòåëüíûõ âåñîâ îòäåëüíûõ áëàã αi > 0, i = 1, . . . , n â ñóììå
ðàâíûõ åäèíèöå, ∑

αi = 1. Ïóñòü

I(m) =

(
n∑

i=1

αi(pi)
m

)1/m

(1)

� ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà îò òåìïîâ ðîñòà öåí íà îòäåëüíûå òîâàðû, m� ïàðàìåòð ñðåäíåãî,
âåëè÷èíà èç èíòåðâàëà (−∞, +∞). Ïðè m = 2 èìååì ñðåäíþþ êâàäðàòè÷åñêóþ, ïðè
m = 1 � ñðåäíþþ àðèôìåòè÷åñêóþ. Ïðè m → 0 âûðàæåíèå (1) ïåðåõîäèò â ñðåäíþþ
ãåîìåòðè÷åñêóþ

I(0) =
n∏

i=1

(pi)
αi . (2)

Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ äëÿ ðàñêðûòèÿ íåîïðåäåëåííîñòè
0/0, ïîëó÷àåì

lim
m→0

ln I(m) = lim
m→0

ln
∑

αi(pi)
m

m
= lim

m→0

d (ln(
∑

αi(pi)
m) /dm

dm/dm

= lim
m→0

∑
αi(pi)

m ln pi∑
αi(pi)m

=
∑

αi ln pi = ln I(0).

Â òå÷åíèå XIX âåêà âî ìíîãèõ ñòðàíàõ àêòèâíî èñïîëüçîâàëèñü èíäåêñû öåí â
ôîðìå ñðåäíèõ àðèôìåòè÷åñêèõ I(1). Íåêîòîðûé èíòåðåñ, â òîì ÷èñëå â ñâÿçè ñ
òåîðåòè÷åñêèì èçó÷åíèåì èíäåêñîâ, áûë ïðîÿâëåí ê èíäåêñó öåí â ôîðìå ñðåäíåé
ãàðìîíè÷åñêîé I(−1). Áîëåå ñîâåðøåííûì ÿâëÿåòñÿ èíäåêñ öåí â ôîðìå ñðåäíåé ãåî-
ìåòðè÷åñêîé I(0). Îí áûë ââåäåí â êîíöå XIX âåêà Ó. Äæåâîíñîì è àêòèâíî èñïîëü-
çîâàëñÿ â Ðîññèè â 20-õ ãîäàõ. Â äîêëàäå ïëàíèðóåòñÿ ðàññìîòðåòü áîëåå ïîäðîáíî
äîñòîèíñòâà è íåäîñòàòêè èíäåêñîâ â ôîðìå ñðåäíèõ ñ ïîñòîÿííûìè è ïåðåìåííûìè
âåñàìè, èõ âçàèìîcâÿçè ñ øèðîêî èñïîëüçóåìûìè â íàñòîÿùåå âðåìÿ àãðåãàòíûìè
èíäåêñàìè (â ò.÷. Ëàñïåéðåñà, Ïààøå).

Â àíîíñèðóåìîé íèæå òåîðåìå ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà è âçàèìîñâÿçè èí-
äåêñîâ â ôîðìå ñðåäíèõ (1), (2). Îáîçíà÷èì I ′(m), I ′′(m) ïåðâóþ è âòîðóþ ïðîèçâîä-
íûå ñðåäíåé âåëè÷èíû I(m) ïî ïàðàìåòðó ñðåäíåãî m.

Ïî êëàññèôèêàöèè Ê. Äæèíè [2] ðàññìàòðèâàåìûå çäåñü ñðåäíèå I(m) îòíîñÿòñÿ
ê ïîäêëàññó ñðåäíèõ ñòåïåííûõ âçâåøåííûõ êëàññà ñðåäíèõ àíàëèòè÷åñêèõ âçâåøåí-
íûõ.

Òåîðåìà. Ïðè ëþáîì m ∈ (−∞, +∞)

l > I(m) > r, (3)

I ′(m) > 0. (4)
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Ïðè ýòîì
I(−∞) = r, I(∞) = l, (5)

I ′(−∞) = 0, I ′(0) = ∞, I ′(∞) = 0. (6)
Åñëè m > 0, òî

I ′′(m) > 0. (7)
Åñëè m < 0, òî

I ′′(m) < 0. (8)
Äîêàçàòåëüñòâî ñîîòíîøåíèé (3) � (5) èìååòñÿ â [1].
Âûðàæåíèÿ I(−∞), I(+∞), à òàêæå I ′(−∞), I ′(+∞), I ′′(−∞), I ′′(+∞) ÿâëÿþòñÿ

çíà÷åíèÿìè ïðåäåëîâ I(m), I ′(m), I ′′(m) ïðè m → −∞ è m →∞.
Èç (3), (4), â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþò èçâåñòíûå íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì êâàäðàòè-

÷åñêèì I(2), ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì I(1), ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì I(0) è ñðåäíèì
ãàðìîíè÷åñêèì I(−1)

l > I(2) > I(1) > I(0) > I(−1) > r.

Ñîãëàñíî (7), (8) ôóíêöèÿ I(m) ÿâëÿåòñÿ âîãíóòîé ïðè m < 0 è âûïóêëîé ïðè
m > 0. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ÷òî ñðåäíÿÿ êâàäðàòè÷åñêàÿ îòñòîèò îò ñðåäíåé
àðèôìåòè÷åñêîé ìåíüøå, ÷åì ñðåäíÿÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ îòñòîèò îò ñðåäíåé ãåîìåò-
ðè÷åñêîé

I(1)− I(0) > I(2)− I(1) > 0.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé èíäåêñ ñîïîñòàâëÿåò öåíû
ìîìåíòà âðåìåíè t ñ öåíàìè ìîìåíòà âðåìåíè τ , âîñïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèåì Iτt(m).
Ñîîòâåòñòâåííî, I tτ (m) � èíäåêñ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñîïîñòàâëÿåìûå ìîìåíòû âðå-
ìåíè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ èíäåêñîâ öåí äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

Iτt(m)I tτ (m) = 1,

êîòîðîå ïðèíÿòî íàçûâàòü òðåáîâàíèåì îáðàòèìîñòè âî âðåìåíè. Ìîæíî óáåäèòüñÿ,
÷òî ýòî òðåáîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ èíäåêñà â ôîðìå ñðåäíåé ãåîìåòðè÷åñêîé

Iτt(0)I tτ (0) = 1. (9)

Åñëè äëÿ èíäåêñà öåí âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

IτtI tτ < 1,

èëè âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå íåðàâåíñòâî

IτtI tτ > 1,

òî ãîâîðèì [1], ÷òî àíàëèçèðóåìûé ìåòîä ðàñ÷åòà èíäåêñîâ äàåò ñèñòåìàòè÷åñêîå
ñìåùåíèå îòíîñèòåëüíî òðåáîâàíèÿ îáðàòèìîñòè âî âðåìåíè â ñòîðîíó çàíèæåíèÿ
èëè, ñîîòâåòñòâåííî, â ñòîðîíó çàâûøåíèÿ. Èç (4), (9) ñëåäóåò, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûå
ñðåäíèå àíàëèòè÷åñêèå èíäåêñû ïðè m 6= 0 äàþò ñèñòåìàòè÷åñêîå ñìåùåíèå â ñòîðîíó
çàíèæåíèÿ ïðè m < 0 è â ñòîðîíó çàâûøåíèÿ ïðè m > 0:

Iτt(m)I tτ (m) < 0 ïðè m < 0,
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Iτt(m)I tτ (m) > 0 ïðè m > 0.

Â ÷àñòíîñòè, íàëè÷èå ñèñòåìàòè÷åñêèõ ñìåùåíèé â ñòîðîíó çàâûøåíèÿ ó ñðåäíå-
àðèôìåòè÷åñêîãî èíäåêñà ñ ïîñòîÿííûìè âåñàìè ñòàëî îäíîé èç îñíîâíûõ ïðè÷èí
îòêàçà îò åãî ïðèìåíåíèÿ ïîñëå äëèòåëüíîãî øèðîêîãî èñïîëüçîâàíèÿ âî ìíîãèõ
ñòðàíàõ â òå÷åíèå âñåãî XIX âåêà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÃÍÔ 09-02-00278à.
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ÇÀÄÀ×È ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ ÑÓÏÅÐÌÎÄÓËßÐÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÍÀ ÌÀÒÐÎÈÄÀÕ È ÊÎÌÀÒÐÎÈÄÀÕ

Â.Ï. Èëüåâ, Ñ.Ä. Èëüåâà

1. Ñóïåðìîäóëÿðíûå ôóíêöèè íà ìàòðîèäàõ è êîìàòðîèäàõ

Ïóñòü I � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è A ⊆ 2I � íåïóñòîå ñåìåéñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ,
óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåé àêñèîìå íàñëåäñòâåííîñòè: A ∈ A, A′ ⊆ A ⇒ A′ ∈ A.
Ïàðà S = (I,A) íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåçàâèñèìîñòè èëè íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìîé
íà I. Ìíîæåñòâà ñåìåéñòâà A íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, âñå îñòàëüíûå ïîäìíîæå-
ñòâà I � çàâèñèìûìè. Ñåìåéñòâî âñåõ çàâèñèìûõ ìíîæåñòâ îáîçíà÷èì D. Î÷åâèäíî,
÷òî D îáëàäàåò ñâîéñòâîì íàñëåäñòâåííîñòè �ââåðõ�: D ∈ D, D ⊆ D′ ⇒ D′ ∈ D.
Ïîñêîëüêó êàæäîå èç ñåìåéñòâ A, D îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò íàñëåäñòâåííóþ ñèñòåìó
S, áóäåì çàïèñûâàòü S = (I,A) èëè S = (I,D) â çàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ ñòîðîíà
íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìû áóäåò íàñ èíòåðåñîâàòü.

Áàçàìè ñèñòåìû S íàçûâàþòñÿ ìàêñèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ íåçàâèñèìûå ìíî-
æåñòâà, à öèêëàìè � ìèíèìàëüíûå ïî âêëþ÷åíèþ çàâèñèìûå ìíîæåñòâà.

Ïóñòü S = (I,A) = (I,D) � ïðîèçâîëüíàÿ íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà è X ⊆ I.
Áàçîé ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ ëþáîå ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ íåçàâèñèìîå
ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùååñÿ â X. Öèêëîì ìíîæåñòâà X íàçîâåì ëþáîå ìèíèìàëüíîå
ïî âêëþ÷åíèþ çàâèñèìîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå X.

Íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà S íàçûâàåòñÿ ìàòðîèäîì, åñëè âñå áàçû ëþáîãî ìíîæå-
ñòâà X ⊆ I èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü, è êîìàòðîèäîì, åñëè âñå öèêëû ëþáîãî
ìíîæåñòâà X ⊆ I èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü. Èç ýòèõ îïðåäåëåíèé ñëåäóåò, ÷òî âñå
áàçû ìíîæåñòâà I â ìàòðîèäå èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü, íàçûâàåìóþ ðàíãîì ìà-
òðîèäà, è âñå öèêëû ïóñòîãî ìíîæåñòâà â êîìàòðîèäå èìåþò îäèíàêîâóþ ìîùíîñòü,
íàçûâàåìóþ îáõâàòîì êîìàòðîèäà.

Ïðèìåðàìè ìîãóò ñëóæèòü p-îäíîðîäíûé ìàòðîèä Mp = (I,A) è p-îäíîðîäíûé
êîìàòðîèä Kp = (I,D), ãäå A = {A ⊆ I : |A| ≤ p}, D = {D ⊆ I : |D| ≥ p}, p �
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, p < |I|.

Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ f : 2I → R+ íàçûâàåòñÿ ñóïåðìîäóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ
ìíîæåñòâ X, Y ⊆ I èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî f(X ∪ Y ) + f(X ∩ Y ) ≥ f(X) + f(Y ).

Ñïðàâåäëèâ ñëåäóþùèé êðèòåðèé ñóïåðìîäóëÿðíîñòè, äîêàçàòåëüñòâî êîòîðîãî
àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó êðèòåðèÿ ñóáìîäóëÿðíîñòè ôóíêöèè [2].

Ëåììà 1. Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ f : 2I → R+ ÿâëÿåòñÿ ñóïåðìîäóëÿðíîé òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A ⊆ B ⊂ I è ëþáîãî ýëåìåíòà x /∈ B èìååò
ìåñòî íåðàâåíñòâî ∆x(A) ≤ ∆x(B), ãäå ∆x(A) = f(A ∪ {x})− f(A).

Åñëè f(X) � íåóáûâàþùàÿ ñóïåðìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, òî ∆x(X) ≥ 0 äëÿ ëþáûõ
X ⊂ I, x /∈ X. Äëÿ íåâîçðàñòàþùåé ñóïåðìîäóëÿðíîé ôóíêöèè óäîáíî ðàññìàòðè-
âàòü ðàçíîñòè ∆−

x (X) = f(X \ x)− f(X) ≥ 0, îïðåäåëåííûå äëÿ âñåõ X ⊆ I, x ∈ X.
Èç ðàâåíñòâà ∆−

x (X) = −∆x(X \ x) è ëåììû 1 âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 1. Ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ f : 2I → R+ ÿâëÿåòñÿ ñóïåðìîäóëÿðíîé òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A ⊆ B ⊂ I è ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ A
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ∆−

x (A) ≥ ∆−
x (B).

Ñôîðìóëèðîâàííûé êðèòåðèé ïîçâîëÿåò ââåñòè ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ
ñóïåðìîäóëÿðíîé ôóíêöèè. Ïóñòü M = (I,A) � ìàòðîèä, ãäå A ⊆ 2I � ñåìåéñòâî
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íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ. Íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ f : A → R+ íàçûâàåòñÿ
ñóïåðìîäóëÿðíîé íà ìàòðîèäå, åñëè äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ X, Y ∈ A, X ⊆ Y , è ëþáîãî
ýëåìåíòà x /∈ Y òàêîãî, ÷òî Y ∪ {x} ∈ A, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî ∆x(X) ≤ ∆x(Y ).

Àíàëîãè÷íî, ñóïåðìîäóëÿðíîé ôóíêöèåé íà êîìàòðîèäå K = (I,D) áóäåì íà-
çûâàòü íåâîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ ìíîæåñòâ f : D → R+, îïðåäåëåííóþ íà ñå-
ìåéñòâå D ⊆ 2I âñåõ çàâèñèìûõ ìíîæåñòâ êîìàòðîèäà, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ:
∆−

x (X) ≥ ∆−
x (Y ) äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ X,Y ∈ D, X ⊆ Y , è ëþáîãî ýëåìåíòà x ∈ X

òàêîãî, ÷òî X \ {x} ∈ D.
Ïðèìåðàìè òàêèõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ öåëåâûå ôóíêöèè çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè

ãðàôà è çàäà÷è î p-ìåäèàíå íà ìèíèìóì, î êîòîðûõ ïîéäåò ðå÷ü â ïï. 3, 4. Îáå çàäà÷è
NP-òðóäíû è ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ðàññìîòðåííûõ â ñëåäóþùåì ðàçäåëå
çàäà÷ ìèíèìèçàöèè ñóïåðìîäóëÿðíûõ ôóíêöèé íà ìàòðîèäàõ è êîìàòðîèäàõ.

2. Îöåíêè ïîãðåøíîñòè æàäíûõ àëãîðèòìîâ

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñëåäóþùèå çàäà÷è: íàéòè

min {f(X) : X ∈ B}, (1)

min {g(X) : X ∈ C}, (2)

ãäå B � ñåìåéñòâî âñåõ áàç íåêîòîðîãî ìàòðîèäà M = (I,A) ðàíãà r, f : A → R+ �
íåóáûâàþùàÿ ñóïåðìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íà ìàòðîèäå, f(∅) = 0, C � ñåìåéñòâî âñåõ
öèêëîâ íåêîòîðîãî êîìàòðîèäà K = (I,D) îáõâàòà p, à g : D → R+ � íåâîçðàñòàþùàÿ
ñóïåðìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìàòðîèäå, g(I) = 0.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì.
Àëãîðèòì G+ (æàäíûé àëãîðèòì).

Øàã 0. X0 ← ∅, ïåðåéòè íà øàã 1.
Øàã i (i ≥ 1). Âûáðàòü òàêîé xi /∈ Xi−1, ÷òî

f(Xi−1 ∪ {xi}) = min
x/∈Xi−1,

Xi−1∪{x}∈A

f(Xi−1 ∪ {x}).

Xi ← Xi−1 ∪ {xi}, ïåðåéòè íà øàã i + 1. Åñëè òàêîãî xi /∈ Xi−1 íåò, òî SG+ ← Xi−1.
Êîíåö.

Äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) áóäåì ïðèìåíÿòü ñëåäóþùèé �îáðàòíûé�
àíàëîã æàäíîãî àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì G− (îáðàòíûé æàäíûé àëãîðèòì).
Øàã 0. X0 ← I, ïåðåéòè íà øàã 1.
Øàã i (i ≥ 1). Âûáðàòü òàêîé xi ∈ Xi−1, ÷òî

g(Xi−1 \ {xi}) = min
x∈Xi−1,

Xi−1\{x}∈D

g(Xi−1 \ {x}).

Xi ← Xi−1 \ {xi}, ïåðåéòè íà øàã i + 1. Åñëè òàêîãî xi ∈ Xi−1 íåò, òî SG− ← Xi−1.
Êîíåö.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì G+ âñåãäà íàõîäèò áàçó, à àëãîðèòì G− � öèêë íàñëåä-
ñòâåííîé ñèñòåìû, ò. å. ìíîæåñòâî SG+ ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1),
à SG− � äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (2).
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Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ õàðàêòåðèñòèêó íåóáûâàþùåé ñóïåðìîäóëÿðíîé ôóíê-
öèè, çàâèñÿùóþ îò SG+ :

c+ = max
x∈I,

∆x(SG+\{x})>0

∆x(SG+ \ {x})−∆x(∅)
∆x(SG+ \ {x}) .

Î÷åâèäíî, c+ ∈ [0, 1]. Äëÿ c+ < 1 ïîëîæèì s+ = c+/(1− c+).
Âåëè÷èíû c+ è s+ õàðàêòåðèçóþò ñêîðîñòü âîçðàñòàíèÿ íåóáûâàþùåé ñóïåðìîäó-

ëÿðíîé ôóíêöèè. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî c+ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(X) �
àääèòèâíàÿ ôóíêöèÿ.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå àïîñòåðèîðíûå îöåíêè ïîãðåøíîñòè æàäíîãî àëãîðèòìà
äëÿ çàäà÷è (1).

Òåîðåìà 1. Ïóñòü SO � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (1), à SG+ � ðåøåíèå,
íàéäåííîå àëãîðèòìîì G+. Òîãäà

(1− c+)f(SG+) ≤ f(SO), f(SG+) ≤ (1 + s+)f(SO). (3)

Äëÿ íåâîçðàñòàþùåé ñóïåðìîäóëÿðíîé ôóíêöèè ââåäåì âåëè÷èíó

c− = max
x∈I,

∆−x (SG−∪{x})>0

∆−
x (SG− ∪ {x})−∆−

x (I)

∆−
x (SG− ∪ {x})

.

Î÷åâèäíî, c− ∈ [0, 1]. Äëÿ c− < 1 ïîëîæèì s− = c−/(1− c−).
Âåëè÷èíû c− è s− õàðàêòåðèçóþò ñêîðîñòü óáûâàíèÿ íåâîçðàñòàþùåé ñóïåðìîäó-

ëÿðíîé ôóíêöèè. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî c− = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà g(X) �
ìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ (íåâîçðàñòàþùèé àíàëîã àääèòèâíîé ôóíêöèè).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü SO � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2), SG− � ðåøåíèå, ïî-
ñòðîåííîå àëãîðèòìîì G−. Òîãäà

(1− c−)g(SG−) ≤ g(SO), g(SG−) ≤ (1 + s−)g(SO). (4)

3. Ñëåäñòâèÿ äëÿ çàäà÷è î p-ìåäèàíå íà ìèíèìóì

×àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è (2) ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíàÿ çàäà÷à î p-ìåäèàíå íà ìèíèìóì:

min {g(X) : X ⊆ I, |X| = p} (5)

ñ öåëåâîé ôóíêöèåé
g(X) =

∑

j∈J

min
i∈X

cij, (6)

ãäå C = (cij) � íåîòðèöàòåëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n ×m ñ ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ I
ñòðîê è ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ J ñòîëáöîâ. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî äëÿ êàæäîãî j ∈ J ñóùåñòâóåò i ∈ I òàêîé, ÷òî cij = 0. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
âû÷òåì min

i∈I
cij èç âñåõ ýëåìåíòîâ êàæäîãî ñòîëáöà j ∈ J . Òàêèì îáðàçîì, g(I) = 0.

Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîñëå äîîïðåäåëåíèÿ

g(∅) = max
X,Y⊆I,
X∩Y =∅

{g(X) + g(Y )− g(X ∪ Y )} (7)
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íåâîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ (6) ñòàíîâèòñÿ ñóïåðìîäóëÿðíîé. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷ó
(5) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó (2) ìèíèìèçàöèè íåâîçðàñòàþùåé ñóïåðìîäó-
ëÿðíîé ôóíêöèè (6) íà p-îäíîðîäíîì êîìàòðîèäå.

Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû 2 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ãàðàíòèðîâàííûå îöåíêè ïîãðåø-
íîñòè àëãîðèòìà G− äëÿ çàäà÷è î p-ìåäèàíå íà ìèíèìóì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü SO � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è î p-ìåäèàíå íà ìèíèìóì, à
SG− � ðåøåíèå, íàéäåííîå àëãîðèòìîì G−. Òîãäà èìåþò ìåñòî îöåíêè (4).

Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå âåðõíèå îöåíêè âåëè÷èíû s− â òåðìèíàõ
ïàðàìåòðîâ ìàòðèöû C.

Ïðåäëîæåíèå 1. Åñëè ñóïåðìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâ g(X) çàäàíà ôîð-
ìóëàìè (6) è (7), òî

s− ≤ max
i∈I

g(∅)− ∑
j∈J

cij

∑
j∈J

min
k 6=i

ckj

− 1,

ãäå g(∅) = max
i,k∈I

∑
j∈J

max (cij, ckj).

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû (n×m)-ìàòðèöû C ïðèíàäëåæàò
îòðåçêó [a, b], òî s− ≤ b

a
m− 2.

4. Çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè ãðàôà

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îáûêíîâåííûå ãðàôû, ò. å. íåîðèåíòèðîâàííûå ãðà-
ôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ð¼áåð. Ãðàô íàçûâàåòñÿ M -ãðàôîì, åñëè êàæäàÿ åãî êîì-
ïîíåíòà ñâÿçíîñòè ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ãðàôîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M1

k(V ) êëàññ âñåõ
M -ãðàôîâ íà ìíîæåñòâå V , èìåþùèõ íå áîëåå k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, 2 ≤ k ≤ |V |.

Åñëè G1 = (V,E1) è G2 = (V,E2) � ãðàôû íà îäíîì è òîì æå ìíîæåñòâå âåðøèí
V , òî ðàññòîÿíèå ρ(G1, G2) ìåæäó íèìè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ρ(G1, G2) = |E1 \ E2|+ |E2 \ E1|,

ò. å. ρ(G1, G2) � ÷èñëî íåñîâïàäàþùèõ ð¼áåð â ãðàôàõ G1 è G2.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âàðèàíò çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè ãðàôà.
Çàäà÷à A1

k. Äàí ãðàô G = (V,E). Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé ãðàô MO ∈ M1
k(V ),

÷òî ρ(G,MO) = min
M∈M1

k
(V )

ρ(G,M).

Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à A1
k ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé äëÿ ëþáîãî k ≥ 2.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è A1
k êàê çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

íåóáûâàþùåé ñóïåðìîäóëÿðíîé ôóíêöèè íà ìàòðîèäå è ïîëó÷åíà îöåíêà ïîãðåøíî-
ñòè àëãîðèòìà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

Ïóñòü n ≥ 3. Äëÿ çàäàííîãî n-âåðøèííîãî ãðàôà G = (V, E) îïðåäåëèì ìíîæå-
ñòâà Ri = {ri

v : v ∈ V }, i = 1, . . . , k, è ïîëîæèì I =
k⋃

i=1
Ri. Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé

âåðøèíå ãðàôà G ñîîòâåòñòâóþò k ýëåìåíòîâ íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìû è |I| = kn.
Íåçàâèñèìûìè ìíîæåñòâàìè áóäåì ñ÷èòàòü ïîäìíîæåñòâà I, â êîòîðûõ ñîäåðæèòñÿ
íå áîëåå îäíîãî ýëåìåíòà, ñîîòâåòñòâóþùåãî êàæäîé âåðøèíå, ò. å. ìíîæåñòâî A ⊆ I
íåçàâèñèìî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |A ∩ {r1

v, . . . , r
k
v}| ≤ 1 äëÿ ëþáîé âåðøèíû
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v ∈ V . Î÷åâèäíî, ÷òî ñåìåéñòâî A òàêèõ ìíîæåñòâ óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå íàñëåä-
ñòâåííîñòè.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî M = (I,A) � ìàòðîèä ðàíãà n. Áàçàìè ìàòðîèäà ÿâëÿþòñÿ
ìíîæåñòâà ìîùíîñòè n, ñîäåðæàùèå ïî îäíîìó ýëåìåíòó äëÿ êàæäîé âåðøèíû, ò. å.
ìíîæåñòâà âèäà {xv : v ∈ V }, ãäå xv ∈ {r1

v, . . . , r
k
v}.

Äëÿ A ∈ A ïîëîæèì VA = {v ∈ V : ri
v ∈ A äëÿ íåêîòîðîãî i}. Ëþáîìó íåçà-

âèñèìîìó ìíîæåñòâó A ∈ A ñîîòâåòñòâóåò M -ãðàô MA ∈M1
k(VA), i-ÿ êîìïîíåíòà

ñâÿçíîñòè êîòîðîãî ïîðîæäåíà ìíîæåñòâîì âåðøèí v òàêèõ, ÷òî ri
v ∈ A. Òîãäà áàçàì

ìàòðîèäà M = (I,A) ñîîòâåòñòâóþò M -ãðàôû èç M1
k(V ), ò. å. äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ

çàäà÷è A1
k.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ f íà ñåìåéñòâå A íåçàâèñèìûõ ìíîæåñòâ ìàòðîèäà M: äëÿ
A ∈ A ïîëîæèì f(A) ðàâíûì ðàññòîÿíèþ ìåæäó M -ãðàôîì MA, ñîîòâåòñòâóþùèì
ìíîæåñòâó A, è ïîäãðàôîì èñõîäíîãî ãðàôà G, ïîðîæäåííûì ìíîæåñòâîì âåðøèí
VA. Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèÿ f : A → R+ ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé è óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: äëÿ ëþáûõ ìíîæåñòâ A ⊆ B ∈ A è ëþáîãî ýëåìåíòà x /∈ B
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî f(A ∪ {x}) − f(A) ≤ f(B ∪ {x}) − f(B), ò. å. ÿâëÿåòñÿ
ñóïåðìîäóëÿðíîé íà ìàòðîèäå ôóíêöèåé.

Èòàê, f : A → R+ � íåóáûâàþùàÿ ñóïåðìîäóëÿðíàÿ íà ìàòðîèäå ôóíêöèÿ, è
ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó A1

k êàê çàäà÷ó (1). Äëÿ åå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ
ïðèìåíÿåòñÿ æàäíûé àëãîðèòì G+.

Äëÿ çàäà÷è A1
k ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.Ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì k ðàññòîÿíèå îò ïðîèçâîëüíîãî n-âåðøèí-
íîãî ãðàôà G = (V, E) äî M -ãðàôà M ∈ M1

k(V ), ïîëó÷åííîãî ñ ïîìîùüþ æàäíîãî
àëãîðèòìà, îòëè÷àåòñÿ îò ðàññòîÿíèÿ äî îïòèìàëüíî àïïðîêñèìèðóþùåãî M -ãðàôà
MO ∈M1

k(V ) íå áîëåå, ÷åì â n + 1 ðàç.
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Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ NP-ÒÐÓÄÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÀÍÀËÈÇÀ ÄÀÍÍÛÕ
À.Â. Êåëüìàíîâ

Ââåäåíèå. Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ ðàáîòû � ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè â çàäà÷àõ àíà-
ëèçà äàííûõ è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � äèñêðåòíûå ýêñòðå-
ìàëüíûå çàäà÷è, ê êîòîðûì ñâîäÿòñÿ íåêîòîðûå âàðèàíòû ïðîáëåìû ïîèñêà ïîäìíî-
æåñòâ ¾ïîõîæèõ¿ âåêòîðîâ âî ìíîæåñòâå âåêòîðîâ åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå
íåêîòîðûå âàðèàíòû ïðîáëåìû ïîìåõîóñòîé÷èâîãî o�-line îáíàðóæåíèÿ ïîâòîðÿþùå-
ãîñÿ ôðàãìåíòà â ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Öåëü ðàáîòû � îáçîð ðåçóëüòàòîâ
ïî èçó÷åíèþ ñëîæíîñòè è èññëåäîâàíèþ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ýòèõ çàäà÷. Äàííàÿ
ðàáîòà äîïîëíÿåò ñîîáùåíèÿ [1�3].

1. Ìîäåëè àíàëèçà äàííûõ. Ðàññìîòðåííûå íèæå ìîäåëè òèïè÷íû äëÿ øèðî-
êîãî ñïåêòðà ïðèëîæåíèé, â êîòîðûõ íåîáõîäèìûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ êîìïüþòåð-
íàÿ îáðàáîòêà (àíàëèç) çàøóìëåííûõ ñòðóêòóðèðîâàííûõ äàííûõ â âèäå ÷èñëîâûõ
èëè âåêòîðíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, âêëþ÷àþùèõ ïåðåìåæàþùèåñÿ èíôîðìàöèîí-
íî çíà÷èìûå ôðàãìåíòû â îäíîìåðíîì ñëó÷àå èëè âåêòîðû â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü xn ∈ Rq, n ∈ N , ãäå N = {1, 2, . . . , N}, � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ.
Ðàññìîòðèì äâå âîçìîæíûå ñòðóêòóðû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ñòðóêòóðà 1. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

xn =





w1, n ∈M1,
w2, n ∈M2,
. . . , . . . ,
wJ , n ∈MJ ,
0, n ∈ N \M,

(1)

ãäå ∪J
j=1Mj ⊆ N , ïðè÷åì Mi ∩Mj = ∅, åñëè i 6= j.

Ñòðóêòóðà 2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáëàäàåò ñâîéñòâîì

xn =





w1, n ∈M1,
w2, n ∈M2,
. . . , . . . ,
wJ , n ∈MJ ,

(2)

ãäå ∪J
j=1Mj = N , ïðè÷åì, êàê è â ñòðóêòóðå 1, Mi ∩Mj = ∅, åñëè i 6= j.

Äëÿ îáåèõ ñòðóêòóð ïîëîæèì |Mj| = Mj, j = 1, . . . , J ; M =
∑J

j=1 Mj,
{n1, . . . , nM} = ∪J

j=1Mj. Âåêòîð wj áóäåì èíòåðïðåòèðîâàòü êàê èíôîðìàöèîííî
çíà÷èìûé âåêòîð, à Mj � êàê ÷èñëî åãî ïîâòîðîâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè xn, n ∈ N .
Äîñòóïíîé äëÿ àíàëèçà áóäåì ñ÷èòàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

yn = xn + en, n ∈ N , (3)

ãäå en � âåêòîð ïîìåõè (îøèáêè èçìåðåíèÿ), íåçàâèñèìûé îò âåêòîðà xn.
Çàìåòèì, ÷òî xn = xn(M1, . . . ,MJ , w1, . . . , wJ), n ∈ N . Ïîëîæèì

S(M1, . . . ,MJ , w1, . . . , wJ) =
∑
n∈N

‖yn − xn‖2. (4)

Ìîäåëè àíàëèçà äàííûõ ñôîðìóëèðóåì â ôîðìå çàäà÷ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîãî ïðè-
áëèæåíèÿ. Äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî â îòñóòñòâèå ïîìåõè äàííûå èìåþò ñòðóêòóðó 1.
Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèå çàäà÷è.
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Çàäà÷à 1. Äàíî: ñîâîêóïíîñòü {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq. Íàéòè: ñåìåéñòâî
{M1, . . . ,MJ} íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N è ñîâîêóï-
íîñòü {w1, . . . , wJ} âåêòîðîâ òàêèõ, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (4) ìèíèìàëüíà.

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïîèñê ñåìåéñòâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíî-
æåñòâ âåêòîðîâ, ¾ïîõîæèõ¿ â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå.

Äîïóñòèì, ÷òî â ðàìêàõ ñòðóêòóðû 1 êîìïîíåíòû íàáîðà (n1, . . . , nM), ñîîòâåò-
ñòâóþùèå íîìåðàì íåíóëåâûõ âåêòîðîâ â ôîðìóëå (1), ñâÿçàíû äîïîëíèòåëüíûìè
îãðàíè÷åíèÿìè

1 ≤ Tmin ≤ nm − nm−1 ≤ Tmax ≤ N − 1, m = 2, . . . , M, (5)

ãäå Tmin è Tmax � íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ óñòàíàâëèâàþò äîïóñòèìûé
èíòåðâàë ìåæäó äâóìÿ áëèæàéøèìè íîìåðàìè íåíóëåâûõ âåêòîðîâ â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè (1).

Çàäà÷à 2. Äàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn ∈ Rq, n ∈ N . Íàéòè: ñåìåéñòâî
{M1, . . . ,MJ} íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N è ñîâîêóï-
íîñòü {w1, . . . , wJ} âåêòîðîâ òàêèõ, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (4) ìèíèìàëüíà, ïðè îãðà-
íè÷åíèÿõ (5) íà ýëåìåíòû óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà (n1, . . . , nM), êîòîðûå îáðàçóþò
ñîâîêóïíîñòü {n1, . . . , nM} = ∪J

j=1Mj.
Ýòó çàäà÷ó ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îïòèìàëüíîå îáíàðóæåíèå ïî êðèòå-

ðèþ ìèíèìóìà ñóììû êâàäðàòîâ óêëîíåíèé íåíóëåâûõ íåèçâåñòíûõ èíôîðìàöèîííî
çíà÷èìûõ âåêòîðîâ, ïîâòîðÿþùèõñÿ è ïåðåìåæàþùèõñÿ â íåíàáëþäàåìîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè (1).

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî íåçàøóìëåííûå äàííûå èìåþò ñòðóêòóðó 2, ñôîðìóëèðóåì ñëå-
äóþùóþ çàäà÷ó.

Çàäà÷à 3. Äàíî: ñîâîêóïíîñòü {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq. Íàéòè: ðàçáèåíèå
ìíîæåñòâà N íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà M1, . . . ,MJ è ñîâîêóïíîñòü {w1, . . . , wJ}
âåêòîðîâ òàêèõ, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (4) ìèíèìàëüíà.

Ýòà çàäà÷à îòëè÷àåòñÿ îò çàäà÷è 1 òåì, ÷òî â íåé òðåáóåòñÿ íàéòè ðàçáèåíèå
ìíîæåñòâà N , à íå ñîâîêóïíîñòü íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ýòîãî ìíîæåñòâà.

2. Ðåäóöèðîâàííûå çàäà÷è. Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî âî âñåõ ñôîðìóëèðîâàííûõ
çàäà÷àõ äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ñåìåéñòâà {M1, . . . ,MJ} ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà
N ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà (4) ïî ïåðåìåííûì w1, . . . , wJ äîñòàâëÿåòñÿ âåêòîðàìè
wj =

∑
n∈Mj

yn/|Mj|, j = 1, . . . , J . Â çàäà÷àõ 1 è 2 â ñèëó ôîðìóëû (1) ýòîò ìè-
íèìóì ðàâåí

Smin(M1, . . . ,MJ) =
∑
n∈N

‖yn‖2 −
J∑

j=1

1

|Mj|‖
∑

n∈Mj

yn‖2. (6)

Äëÿ çàäà÷è 3, ó÷èòûâàÿ (2), èìååì

Smin(M1, . . . ,MJ) =
J∑

j=1

∑
n∈Mj

‖yn − wj‖2. (7)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îòûñêàíèÿ ðåøåíèé ñôîðìóëèðîâàííûõ çàäà÷ íåîáõîäèìî ðå-
øèòü çàäà÷è íà ìèíèìóì ôóíêöèé (6) è (7). Ê èäåíòè÷íûì îïòèìèçàöèîííûì çà-
äà÷àì ïðèâîäèò ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê ïðîáëåìå àíàëèçà äàííûõ, åñëè ñ÷èòàòü,
÷òî âåêòîð en â ôîðìóëå (3) åñòü âûáîðêà èç q-ìåðíîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
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ñ ïàðàìåòðàìè (0, σ2I), ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, à â ìîäåëè àíàëèçà äàííûõ â
êà÷åñòâå êðèòåðèÿ ðåøåíèÿ èñïîëüçîâàòü ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Ïîýòîìó èç çà-
äà÷è 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðåäóöèðîâàííûå îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è.

Çàäà÷à J-MSASVS-F (ìàêñèìóì ñóììû ñðåäíèõ çíà÷åíèé êâàäðàòîâ äëèí ñóìì
âåêòîðîâ èç ïîäìíîæåñòâ ôèêñèðîâàííîé ìîùíîñòè). Äàíî: ìíîæåñòâî
Y = {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq è íàòóðàëüíûå ÷èñëà M1, . . . , MJ . Íàéòè: ñåìåé-
ñòâî {B1, . . . ,BJ} íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Y òàêîå, ÷òî

J∑
j=1

1

|Bj|‖
∑
y∈Bj

y‖2 → max, (8)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ |Bj| = Mj, j = 1, . . . , J , íà ìîùíîñòè èñêîìûõ ïîäìíîæåñòâ.
Çàäà÷à J-MSASVS-NF (ìàêñèìóì ñóììû ñðåäíèõ çíà÷åíèé êâàäðàòîâ äëèí

ñóìì âåêòîðîâ èç ïîäìíîæåñòâ, ìîùíîñòè êîòîðûõ íå ôèêñèðîâàíû). Äàíî: ìíî-
æåñòâî Y = {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq. Íàéòè: ñåìåéñòâî {B1, . . . ,BJ} íåïóñòûõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Y òàêîå, ÷òî èìååò ìåñòî (8).

Îáå çàäà÷è ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ïîèñê ïîäìíîæåñòâ âåêòîðîâ ¾ïîõîæèõ¿ â ñðåä-
íåêâàäðàòè÷åñêîì ñìûñëå. Îòëè÷èå çàäà÷ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïåðâîé èç íèõ ìîùíî-
ñòè èñêîìûõ ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿþòñÿ ÷àñòüþ âõîäà çàäà÷è, à âî âòîðîé ýòè ìîùíîñòè
� îïòèìèçèðóåìûå âåëè÷èíû. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ôîðìóëèðóþòñÿ åùå äâå çàäà-
÷è, êîòîðûå ñëåäóþò èç çàäà÷è 2 è îðèåíòèðîâàíû íà àíàëèç ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé (5).

Çàäà÷à J-MSASVSO-F. Äàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn ∈ Rq, n ∈ N , è íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà M1, . . . , MJ , Tmin è Tmax. Íàéòè: ñåìåéñòâî {M1, . . . ,MJ} íåïóñòûõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N òàêîå, ÷òî

J∑
j=1

1

|Mj|‖
∑

n∈Mj

yn‖2 → max, (9)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ |Mj| = Mj, j = 1, . . . , J , íà ìîùíîñòè èñêîìûõ ïîäìíîæåñòâ è ïðè
äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ (5) íà ýëåìåíòû óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà (n1, . . . , nM),
êîòîðûå îáðàçóþò ñîâîêóïíîñòü {n1, . . . , nM} = ∪J

j=1Mj.
Çàäà÷à J-MSASVSO-NF. Äàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yn ∈ Rq, n ∈ N , è íàòó-

ðàëüíûå ÷èñëà Tmin è Tmax. Íàéòè: ñåìåéñòâî {M1, . . . ,MJ} íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà N òàêîå, ÷òî èìååò ìåñòî (9), ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (5)
íà ýëåìåíòû óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà (n1, . . . , nM), êîòîðûå îáðàçóþò ñîâîêóïíîñòü
{n1, . . . , nM} = ∪J

j=1Mj.
Èç çàäà÷è 3 è ôîðìóëû (7) ïîëó÷àåì õîðîøî èçâåñòíóþ çàäà÷ó.
Çàäà÷à MSSC. Äàíî: ìíîæåñòâî Y = {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq è íàòóðàëüíîå

÷èñëî J > 1. Íàéòè: ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Y íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà (êëàñòåðû)
C1, . . . , CJ òàêîå, ÷òî

J∑
j=1

∑
y∈Cj

‖y − wj‖2 → min,

ãäå wj =
∑

y∈Cj
y/|Cj|, j = 1, . . . , J , � öåíòðû êëàñòåðîâ.

Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé àíàëèçà äàííûõ è ðàñïîçíàâàíèÿ îá-
ðàçîâ. Ñôîðìóëèðóåì äâà âàæíûõ ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àÿ ýòîé çàäà÷è.
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Çàäà÷à J-MSSC0-F. Äàíî: ìíîæåñòâî Y = {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq è íàòó-
ðàëüíûå ÷èñëà M1, . . . ,MJ . Íàéòè: ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Y íà íåïóñòûå ïîäìíîæå-
ñòâà C1, . . . , CJ òàêîå, ÷òî

J−1∑
j=1

∑
y∈Cj

‖y − wj‖2 +
∑
y∈CJ

‖y‖2 → min, (10)

ãäå wj =
∑

y∈Cj
y/|Cj|, j = 1, . . . , J − 1, ïðè îãðàíè÷åíèÿõ |Cj| = Mj, j = 1, . . . , J , íà

ìîùíîñòè èñêîìûõ ïîäìíîæåñòâ.
Çàäà÷à J-MSSC0-NF. Äàíî: ìíîæåñòâî Y = {y1, . . . , yN} âåêòîðîâ èç Rq. Íàé-

òè: ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà Y íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà C1, . . . , CJ òàêîå, ÷òî èìååò
ìåñòî (10).

Ýòè çàäà÷è ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñïåöèàëüíûå ñëó÷àè çàäà÷è MSSC, â êîòîðûõ
öåíòð îäíîãî èç êëàñòåðîâ îïðåäåëÿòü íå òðåáóåòñÿ (ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî öåíòð ýòîãî êëà-
ñòåðà èçâåñòåí è ðàâåí íóëþ). Â ïåðâîé çàäà÷å ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîùíîñòè êëà-
ñòåðîâ ôèêñèðîâàíû, à âî âòîðîé ÷èñëî êëàñòåðîâ è èõ ìîùíîñòè � îïòèìèçèðóåìûå
âåëè÷èíû.

3. Èçâåñòíûå ôàêòû î ñëîæíîñòè çàäà÷ è àëãîðèòìàõ èõ ðåøåíèÿ. Ïðåæ-
äå âñåãî çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à MSSC â ñèëó äàâíîñòè ïîñòàíîâêè è øèðîêîé èç-
âåñòíîñòè íàèáîëåå èçó÷åíà â àëãîðèòìè÷åñêîì ïëàíå. Èìååòñÿ ìíîæåñòâî ïóáëè-
êàöèé, îðèåíòèðîâàííûõ íà ïîñòðîåíèå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ñ îöåíêàìè òî÷-
íîñòè äëÿ åå ðåøåíèÿ. Îäíàêî, ëèøü íåäàâíî â [4] äàíî êîððåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî
NP-òðóäíîñòè ýòîé çàäà÷è äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà J = 2. Âñå ðàíåå îïóáëèêîâàííûå äî-
êàçàòåëüñòâà òðóäíîðåøàåìîñòè ýòîé çàäà÷è ñîäåðæàëè îøèáêè [5]. Äðóãèå çàäà÷è,
ñôîðìóëèðîâàííûå â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó ñëàáî èçó÷åííûõ
çàäà÷. Ðàññìîòðèì ñîâðåìåííîå ñîñòîÿíèå èññëåäîâàíèé ïî èõ ðåøåíèþ.

Àëãîðèòìè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü. Îòíîñèòåëüíî ñëîæíîñòè çàäà÷ ïîèñêà ïîäìíî-
æåñòâ âåêòîðîâ è ñïåöèàëüíûõ ñëó÷àåâ çàäà÷è êëàñòåðíîãî àíàëèçà ïîëó÷åíû ñëåäó-
þùèå ðåçóëüòàòû. Ñòàòóñ NP-òðóäíîñòè çàäà÷è 1-MSASVS-F áûë óñòàíîâëåí â [6, 7].
Èç ýòîãî ðåçóëüòàòà ñëåäóåò, ÷òî çàäà÷à J-MSASVS-F ïðè J > 1 òàêæå NP-òðóäíà,
êàê îáîáùåíèå çàäà÷è 1-MSASVS-F. NP-òðóäíîñòü çàäà÷è 1-MSASVS-NF äîêàçàíà
â [8, 9]. Ýòîò ðåçóëüòàò ïîçâîëèë óñòàíîâèòü òðóäíîðåøàåìîñòü çàäà÷è J-MSASVS-
NF ïðè J > 1 â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî J ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ âõîäà çàäà÷è. Ïîçæå â [10]
áûëà óñòàíîâëåíà òðóäíîðåøàåìîñòü çàäà÷è J-MSASVS-NF äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà J íå
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ âõîäà. Â ýòîé æå ðàáîòå áûëî äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷è J-MSSC0-F è
J-MSSC0-NF òàêæå NP-òðóäíû.

Î ñëîæíîñòè çàäà÷ àíàëèçà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ îãðàíè÷åíèåì (5) íà ïîðÿäîê
âûáîðà âåêòîðîâ èçâåñòíî ñëåäóþùåå. Ñòàòóñ NP-òðóäíîñòè äîêàçàí [6, 7] ëèøü äëÿ
çàäà÷è J-MSASVSO-F. Ñòàòóñ ñëîæíîñòè çàäà÷è J-MSASVSO-NF ïîêà íå óñòàíîâ-
ëåí. Ñêîðåå âñåãî, îíà NP-òðóäíà, êàê è çàäà÷à J-MSASVS-NF.

Àëãîðèòìû. Êàêèå-ëèáî àëãîðèòìû ñ äîêàçóåìûìè îöåíêàìè òî÷íîñòè äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ J-MSASVS-F è J-MSASVS-NF ïîèñêà ïîäìíîæåñòâ âåêòîðîâ, çàäà÷
J-MSASVSO-F è J-MSASVSO-NF ïîèñêà ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âåêòîðîâ â ñëó-
÷àå, êîãäà J > 1, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íåèçâåñòíû. Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü ïðî
çàäà÷è J-MSSC0-F è J-MSSC0-NF, êîòîðûå èìåþò ñìûñë ëèøü ïðè J > 1.

Ê ÷èñëó çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ óäàëîñü ïîñòðîèòü àëãîðèòìû ñ äîêàçóåìûìè îöåíêà-
ìè òî÷íîñòè, îòíîñÿòñÿ ïðîñòåéøèå çàäà÷è 1-MSASVS-F, 1-MSASVS-NF è
1-MSASVSO-F, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ íàéòè ëèøü îäíî (J = 1) ïîäìíîæåñòâî ¾ïî-
õîæèõ¿ âåêòîðîâ èëè îäèí ïîâòîðÿþùèéñÿ âåêòîð â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.
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Â [7] îáîñíîâàíû ïðèáëèæåííûå àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çà-
äà÷ 1-MSASVS-F è 1-MSASVSO-F, èìåþùèå âðåìåííóþ ñëîæíîñòü O[Nq2(2l +1)q−1]
è O[Nq(q + M)(2l + 1)q−1] ñîîòâåòñòâåííî, ãäå l � ïàðàìåòð àëãîðèòìà. Àëãîðèòìû
íàõîäÿò ðåøåíèå, îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü êîòîðîãî íå ïðåâûøàåò (q − 1)/(4l2).

Â [6] ïðåäëîæåí ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è 1-MSASVSO-F. Åãî
âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü åñòü âåëè÷èíà O[M(Tmax−Tmin+1)N ]. Ê ñîæàëåíèþ, äëÿ ýòîãî
îòíîñèòåëüíî ¾áûñòðîãî¿ àëãîðèòìà, õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøåãî ñåáÿ â ÷èñëåííûõ
ýêñïåðèìåíòàõ, ãàðàíòèðîâàííàÿ îöåíêà òî÷íîñòè ïîêà íå óñòàíîâëåíà.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1-MSASVS-NF â [10] ïðåäëîæåí ïðèáëèæåííûé àñèìïòî-
òè÷åñêè òî÷íûé àëãîðèòì. Òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà åñòü âåëè÷èíà O[Nq(q +
log N)(2l+1)q−1], ãäå l � ïàðàìåòð àëãîðèòìà, à îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü íå áîëåå
(q − 1)/(4l2).

Â [11] äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷è 1-MSASVS-F è 1-MSASVS-NF ðàçðåøèìû çà âðåìÿ
O(q2N2q). Òåì ñàìûì ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè q ïðîñòðàíñòâà
ýòè çàäà÷è ìîãóò áûòü òî÷íî ðåøåíû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Äëÿ âàðèàíòîâ çàäà÷ 1-MSASVS-F è 1-MSASVSO-F ñ öåëî÷èñëåííûìè êîîðäèíà-
òàìè âåêòîðîâ â [12] îáîñíîâàíû òî÷íûå ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû. Òðóäî-
åìêîñòü ýòèõ àëãîðèòìîâ åñòü âåëè÷èíà O[NqM2(2b)q−1], ãäå b � ìàêñèìàëüíàÿ ïî
àáñîëþòíîé âåëè÷èíå êîîðäèíàòà âåêòîðîâ èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà.

Çàêëþ÷åíèå. Ê ðàññìîòðåííûì NP-òðóäíûì çàäà÷àì ñâîäÿòñÿ ïðîñòåéøèå ïðî-
áëåìû èç áîëüøîãî ñåìåéñòâà (íàñ÷èòûâàþùåãî, ïî êðàéíåé ìåðå, íåñêîëüêî ñîòåí
ýëåìåíòîâ [13]) ïðîáëåì ïîìåõîóñòîé÷èâîãî o�-line àíàëèçà è ðàñïîçíàâàíèÿ ñòðóê-
òóðèðîâàííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, âêëþ÷àþùèõ ïîâòîðÿþùèåñÿ, ÷åðåäóþùèåñÿ è
ïåðåìåæàþùèåñÿ èíôîðìàöèîííî çíà÷èìûå âåêòîðû (ôðàãìåíòû) â êà÷åñòâå ñòðóê-
òóðíûõ ýëåìåíòîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòè òðóäíîðåøàåìûå çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè
ñëó÷àÿìè äëÿ ìíîãèõ åùå íå èçó÷åííûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, ê êîòîðûì ñâîäÿòñÿ
ïðîáëåìû àíàëèçà äàííûõ è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, èìåþùèõ áîëåå ñëîæíóþ ñòðóê-
òóðó íàä èíôîðìàöèîííî çíà÷èìûìè âåêòîðàìè. Ïîýòîìó ïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû
ìîãóò ñëóæèòü â êà÷åñòâå áàçîâûõ (ïðè èñïîëüçîâàíèè èçâåñòíîé [14] òåõíèêè ïîëè-
íîìèàëüíîé ñâîäèìîñòè) äëÿ äîêàçàòåëüñòâà NP-òðóäíîñòè äðóãèõ áîëåå ñëîæíûõ
ïðîáëåì àíàëèçà ñòðóêòóðèðîâàííûõ äàííûõ è ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ èç óïîìÿíó-
òîãî ñåìåéñòâà.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî äëÿ áîëüøèíñòâà èç ðàññìîòðåííûõ ýêñòðåìàëüíûõ çà-
äà÷ êàêèå-ëèáî àëãîðèòìû ñ îöåíêàìè òî÷íîñòè íà ñåãîäíÿøíèé äåíü íåèçâåñòíû.
Âûñîêàÿ ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ òðóäîåìêîñòü ñóùåñòâóþùèõ ïðèáëèæåííûõ
àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ èç ðàññìîòðåííûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ îáóñëàâ-
ëèâàåò ïðîäîëæåíèå èññëåäîâàíèé â íàïðàâëåíèè ïîèñêà íîâûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ
ðåøåíèé, à òàêæå â íàïðàâëåíèè âûäåëåíèÿ ïîäêëàññîâ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ âîçìîæ-
íî ïîñòðîåíèå àëãîðèòìîâ, èìåþùèõ ìåíüøóþ âðåìåííóþ ñëîæíîñòü.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 09-01-00032, 07-07-00022 è ãðàíòîì ÀÂÖÏ
Ðîñîáðàçîâàíèÿ 2.1.1/3235.
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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÎÖÅÍÎÊ ×ÈÑËÀ ÈÒÅÐÀÖÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ
ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÌÅÒÎÄÀ ÐÅÃÓËßÐÍÛÕ ÐÀÇÁÈÅÍÈÉ
À.À. Êîëîêîëîâ, Ë.À. Çàîçåðñêàÿ

Â äîêëàäå ñîäåðæèòñÿ îáçîð ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ÷èñëà èòåðàöèé àëãîðèò-
ìîâ öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖÏ), îñíîâàííûõ íà èñïîëüçîâàíèè ñâîéñòâ
ðåëàêñàöèîííûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè ÷èñëà èòåðàöèé ðàçíîãî òèïà
äëÿ àëãîðèòìîâ îòñå÷åíèÿ, âåòâåé è ãðàíèö (ñõåìà Ëýíä è Äîéã), ïåðåáîðà
L-êëàññîâ. Çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ìåòîäó ðåãóëÿðíûõ ðàçáèåíèé, êîòî-
ðûé ïîçâîëèë ïîëó÷èòü ìíîãèå èç óêàçàííûõ îöåíîê. Â ÷àñòíîñòè, ñ ïîìîùüþ ýòîãî
ïîäõîäà è ðåçóëüòàòîâ èç [13] íàéäåíû âåðõíèå îöåíêè ñðåäíåãî ÷èñëà èòåðàöèé ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îá óïàêîâêå ìíîæåñòâà è ðþêçàêå.

1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

1.1. Â öåëî÷èñëåííîì ïðîãðàììèðîâàíèè ïðè ïîñòðîåíèè îöåíîê ÷èñëà èòåðàöèé
àëãîðèòìîâ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêàÿ çàäà÷à:

íàéòè z∗ = lexmax(Ω ∩ Zn), (1)

ãäå Ω 6= Ø � âûïóêëîå, çàìêíóòîå, îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå
Rn, ò.å. ñóùåñòâóåò âåêòîð d ∈ Rn òàêîé, ÷òî x ≤ d äëÿ âñåõ x ∈ Ω. Ìíîæåñòâî Ω íàçû-
âàåòñÿ ðåëàêñàöèîííûì ìíîæåñòâîì çàäà÷è. Â àëãîðèòìàõ îòñå÷åíèÿ è ðÿäå äðóãèõ
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÖÏ, îñíîâàííûõ íà àïïàðàòå íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè, â
ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) èç Ω äîëæíû áûòü èñêëþ÷åíû âñå òî÷êè ìíîæåñòâà

Ω∗ = {x ∈ Ω | x Â z äëÿ âñåõ z ∈ Ω ∩ Zn},
êîòîðîå íàçûâàåòñÿ äðîáíûì íàêðûòèåì çàäà÷è. Çäåñü Â � çíàê ëåêñèêîãðàôè÷åñêî-
ãî ïîðÿäêà. Âûäåëåíèå ýòîãî ìíîæåñòâà ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî èññëåäóåìûå àëãîðèòìû
ÖÏ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåííûå ñïîñîáû "ñíÿòèÿ" äðîáíîãî íàêðûòèÿ.

1.2. Îïèøåì â îñíîâíûõ ÷åðòàõ èäåþ ìåòîäà ðåãóëÿðíûõ ðàçáèåíèé. Äëÿ àíàëèçà
è ðåøåíèÿ çàäà÷ ÖÏ ââîäèòñÿ ðàçáèåíèå F ïðîñòðàíñòâà Rn, êîòîðîå èíäóöèðóåò
ðàçáèåíèå ðåëàêñàöèîííîãî ìíîæåñòâà Ω è îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

à) êàæäàÿ òî÷êà z ∈ Zn îáðàçóåò îòäåëüíûé êëàññ ðàçáèåíèÿ, îñòàëüíûå êëàññû
ñîñòîÿò òîëüêî èç íåöåëî÷èñëåííûõ òî÷åê è íàçûâàþòñÿ äðîáíûìè;

á) åñëè X ⊂ Rn � îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, òî ôàêòîð-ìíîæåñòâî X/F � êîíå÷íîå;
â) äëÿ ëþáîãî X è ïðîèçâîëüíîãî z ∈ Zn èìååò ìåñòî (X + z)/F = (X/F ) + z.
Ýëåìåíòû èç X/F íàçûâàþòñÿ F -êëàññàìè, à ìíîæåñòâî Ω∗/F � F -íàêðûòèåì

çàäà÷è (1). Ðàçáèåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå à) � â), íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì.
Â òåðìèíàõ òàêèõ ðàçáèåíèé èçìåðÿåòñÿ "îáúåì" äðîáíîãî íàêðûòèÿ çàäà÷è ÖÏ,

èçó÷àåòñÿ ñòðîåíèå ðåëàêñàöèîííûõ ìíîæåñòâ, îïèñûâàþòñÿ êëàññû îòñå÷åíèé, îïðå-
äåëÿåòñÿ èõ ãëóáèíà, ðàçðàáàòûâàþòñÿ è ñðàâíèâàþòñÿ àëãîðèòìû, àíàëèçèðóþòñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðèáëèæåíèé, ñòðîÿòñÿ îöåíêè ÷èñëà èòåðàöèé è îòñå÷åíèé, ïðî-
âîäÿòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ àëãîðèòìîâ è òåñòîâûõ çàäà÷.

1.3. Âàæíóþ ðîëü ïðè ïîñòðîåíèè îöåíîê ÷èñëà èòåðàöèé èãðàåò ïîíÿòèå îòäå-
ëèìîñòè âåêòîðîâ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî x, y ∈ Rn îòäåëèìû, åñëè èìååòñÿ z ∈ Zn
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òàêàÿ, ÷òî x º z º y (òî÷êó z íàçîâåì îòäåëÿþùåé). Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðåçóëüòàòîâ
ïîëó÷åíî íà îñíîâå L-ðàçáèåíèÿ [5-7], êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíûì è îïðåäåëÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ òî÷êà èç Zn îáðàçóåò îòäåëüíûé L-êëàññ, ò.å. ýëåìåíò
ðàçáèåíèÿ. Òî÷êè x, y ∈ Rn (x Â y è x, y 6∈ Zn) ïðèíàäëåæàò îäíîìó äðîáíîìó
L-êëàññó, åñëè íå ñóùåñòâóåò îòäåëÿùàÿ èõ z ∈ Zn.

Ïóñòü X ⊂ Rn è X0 = X ∩Zn. Ôàêòîð-ìíîæåñòâî X/L íàçûâàåòñÿ L-ñòðóêòóðîé
X, à åãî ìîùíîñòü îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç |X/L|. Äëÿ îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà X ìîæíî
çàïèñàòü

X/L = {V1, ..., Vr}, ïðè ýòîì Vi Â Vi+1, i = 1, ..., r − 1.

Çäåñü Vi Â Vi+1 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ Vi, y ∈ Vi+1 âûïîëíåíî x Â y.
Ïîäìíîæåñòâî Q = {Vk, Vk+1, ..., Vl} äðîáíûõ êëàññîâ èç X/L íàçûâàåòñÿ

L-êîìïëåêñîì, åñëè íå ñóùåñòâóåò z ∈ X ∩ Zn, òàêîé, ÷òî Vk Â z Â Vl. Ïóñòü
Ψ(X) = max{|Q| : Q ∈ C(X)}, ãäå C(X) � ñîâîêóïíîñòü âñåõ L-êîìïëåêñîâ, ïî-
ðîæäàåìûõ X. Âûïóêëîå ìíîæåñòâî X ⊂ Rn èìååò àëüòåðíèðóþùóþ L-ñòðóêòóðó,
åñëè Ψ(X) ≤ 1, à ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìàêñèìàëüíûé è ìèíèìàëüíûé ýëåìåíòû ìíî-
æåñòâà X/L ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè (ïðè óñëîâèè, ÷òî îíè ñóùåñòâóþò).

Óñòàíîâëåíî, ÷òî àëüòåðíèðóþùåé L-ñòðóêòóðîé îáëàäàþò ïàðàëëåëåïèïåäû, ñèì-
ïëåêñû, ñëîè è íåêîòîðûå äðóãèå ìíîãîãðàííèêè, ðåëàêñàöèîííûå ìíîæåñòâà ðÿäà
èçâåñòíûõ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ), â ÷àñòíîñòè,
çàäà÷ îá óïàêîâêå è ïîêðûòèè ìíîæåñòâ, çàäà÷è ñòàíäàðòèçàöèè, çàäà÷è ìàêñèìàëü-
íîé âûïîëíèìîñòè ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû [5].

Èññëåäîâàíèå L-ñòðóêòóðû çàäà÷è î ðþêçàêå ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü îöåíêó
Ψ(X) ≤ n. Êðîìå òîãî, èìåþòñÿ ñåìåéñòâà çàäà÷ ÖËÏ ñ áîëåå ìîùíûìè L-êîìï-
ëåêñàìè, â òîì ÷èñëå ýêñïîíåíöèàëüíûìè (îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ).

1.4. Ê ðåãóëÿðíûì ðàçáèåíèÿì ïðîñòðàíñòâà Rn îòíîñÿòñÿ êóáè÷åñêèå ðàçáèåíèÿ,
òåñíî ñâÿçàííûå ñ "îêðóãëåíèÿìè" íåöåëî÷èñëåííûõ òî÷åê [5]. Ïóñòü
Bn = {x ∈ Rn | 0 ≤ xj ≤ 1, j = 1, ..., n}, Bn

0 = Bn ∩ Zn, δ ∈ Bn
0 . Îêðóãëåíèåì

âåêòîðà x ∈ Rn â ñîîòâåòñòâèè ñ δ íàçîâåì âåêòîð z ∈ Zn òàêîé, ÷òî zj = bxjc, åñëè
δj = 0, è zj = dxie, èíà÷å, j = 1, ..., n. Äàëåå åãî áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç δ(x).

Ðàçáèåíèå, ïîðîæäàåìîå δ ∈ Bn
0 , îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Êàæäàÿ òî÷-

êà z ∈ Zn îáðàçóåò îòäåëüíûé êëàññ. Òî÷êè x, y 6∈ Zn ïðèíàäëåæàò îäíîìó äðîáíî-
ìó êëàññó ðàçáèåíèÿ, åñëè δ(x) = δ(y). Ýòîò êëàññ ðàçáèåíèé áûë èñïîëüçîâàí ïðè
ïîñòðîåíèè îöåíîê ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ àëãîðèòìîâ âåòâåé è ãðàíèö. C ïîìîùüþ êó-
áè÷åñêèõ ðàçáèåíèé óäîáíî ââåñòè áîëåå ìåëêîå êàíîíè÷åñêîå ðàçáèåíèå K, êîòîðîå
òàêæå îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíûì ïðè èññëåäîâàíèè àëãîðèòìîâ [5].

2. Ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ÷èñëà èòåðàöèé

2.1. Ïðè ïîñòðîåíèè îöåíîê ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ äâîéñòâåííûõ äðîáíûõ àëãîðèò-
ìîâ îòñå÷åíèÿ [7, 17], íàïðèìåð, ïåðâîãî àëãîðèòìà Ãîìîðè [21], è àëãîðèòìîâ ïåðå-
áîðà L-êëàññîâ [5] èññëåäóþòñÿ ìíîæåñòâà Ω∗/L è Ω/L . Â òåðìèíàõ ìîùíîñòåé ýòèõ
ìíîæåñòâ ïîëó÷åíû òàê íàçûâàåìûå "ñòðóêòóðíûå" îöåíêè äëÿ óêàçàííûõ àëãîðèò-
ìîâ, êîòîðûå ëåãëè â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ îöåíîê ÷èñëà èòåðàöèé ÷åðåç ïàðàìåòðû
çàäà÷ ÖÏ. Â êà÷åñòâå îáùåãî ïîäõîäà ê îöåíèâàíèþ âåëè÷èíû |Ω∗/L| ïðèìåíÿëîñü
ïîãðóæåíèå Ω∗ â ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà ñ ïîñëåäóþùåé îöåíêîé ÷èñëà öåëî÷èñëåííûõ
òî÷åê â íèõ, íàïðèìåð, ïàðàëëåëåïèïåäû, ñèìïëåêñû, ñëîè è äðóãèå [5�7].

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äðîáíîå íàêðûòèå çàäà÷è (1) ñîäåðæèòñÿ â îãðàíè÷åííîì ìíî-
æåñòâå X. Òîãäà
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1) |Ω∗/L| ≤ Ψ(X)(|X0|+ 1);
2) åñëè X èìååò àëüòåðíèðóþùóþ L-ñòðóêòóðó è X0 6= Ø, òî |Ω∗/L| ≤ |X0| − 1;
3) åñëè A ≥ 0, b ≥ 0 è X = {x ∈ Rn | Ax ≤ b, x ≥ 0}, òî |Ω∗/L| ≤ n|X0|.
Ïåðåéäåì ê îïèñàíèþ ðåçóëüòàòîâ ïî âåðõíèì îöåíêàì ìîùíîñòè L-íàêðûòèÿ è

÷èñëà èòåðàöèé àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è ÖËÏ:

f(x) = (c, x) → max (2)
ïðè óñëîâèÿõ

Ax ≤ b, x ≥ 0, (3)
x ∈ Zn, (4)

ãäå A = (aij), i = 1, ..., m, j = 1, ..., n; c = (c1, ..., cn), b = (b1, ..., bm)T , x = (x1, ..., xn)T .
Âñå èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è ïðåäïîëàãàþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè, à â ðÿäå ñëó÷àåâ �
öåëî÷èñëåííûìè.

Ïóñòü M 6= Ø � ìíîæåñòâî, îïðåäåëÿåìîå ñèñòåìîé (3), x′ = (x0, x1, ..., xn) è
M ′ = {x′ ∈ Rn+1 | x0 = (c, x), x ∈ M}. Òîãäà ëåêñèêîãðàôè÷åñêàÿ çàäà÷à (1), ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ (2)�(4), èìååò âèä: íàéòè z∗ = lexmax(M ′ ∩ Zn+1).

Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåä

P̃ = {x′ ∈ Rn+1 | ν ≤ x0 ≤ µ, aj ≤ xj ≤ a′j, j = 1, .., n}.

Çäåñü aj, a
′
j ∈ Z, µ ≥ max{(c, x) | x ∈ M}, à ν ≤ min{(c, x) | x ∈ M}, åñëè M0 = Ø,

ëèáî ν ≤ (c, x∗), ãäå x∗ � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (2)�(4). Èìååò ìåñòî (ñì.,
íàïðèìåð, [7])
Òåîðåìà 1. Åñëè â çàäà÷å (2)-(4) äðîáíîå íàêðûòèå M ′

∗ ñîäåðæèòñÿ â P̃ , òî

|M ′
∗/L| ≤ 1 + (bµc − dνe+ 1)

n∏

j=1

(a′j − aj + 1). (5)

Îòìåòèì, ÷òî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âåëè÷èíà bµc − dνe ëåãêî îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó
÷åðåç èñõîäíûå ïàðàìåòðû çàäà÷è. Èìåþòñÿ çàäà÷è áóëåâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÁÏ),
ó êîòîðûõ ìîùíîñòü L-íàêðûòèé ïðåâûøàåò 2n.

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîãðóæåíèÿ äëÿ ìíîãîìåðíîé çàäà÷è î ðþêçàêå. Äðîáíîå íà-
êðûòèå ýòîé çàäà÷è ñîäåðæèòñÿ â ìíîãîãðàííèêå

S ′ = {x′ ∈ Rn+1 | ν ≤ x0 ≤ µ,
n∑

j=1

xj ≤ b′, xj ≥ 0, j = 1, ..., n}, b′ =
m∑

j=1

bi.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì àëüòåðíèðóåìîñòè ìíîæåñòâà S ′/L äîêàçàíà
Òåîðåìà 2. Äëÿ L-íàêðûòèÿ ìíîãîìåðíîé çàäà÷è î ðþêçàêå ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|M ′
∗/L| ≤ (bµc − dνe+ 1)(1 + n)b′ . (6)

Â ñëó÷àå îäíîìåðíîé çàäà÷è î ðþêçàêå ñî ñïåöèàëüíûì ïîðÿäêîì ïåðåìåííûõ
ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà, êîòîðàÿ íå çàâèñèò îò ïðàâîé ÷àñòè [11]. Ñ èñïîëüçîâà-
íèåì (6) ïîñòðîåíû âåðõíèå îöåíêè ìîùíîñòè L-íàêðûòèé äëÿ çàäà÷ îá óïàêîâêå
ìíîæåñòâà.

2.2. Âåðõíèå îöåíêè äðóãîãî òèïà ïîëó÷åíû äëÿ çàäà÷ ÁÏ íà îñíîâå ñâÿçè ìåæ-
äó L-êîìïëåêñàìè è ìíîæåñòâàìè íåöåëî÷èñëåííûõ âåðøèí ðåëàêñàöèîííûõ ìíî-
ãîãðàííèêîâ [5]. Ïóñòü Ω ⊂ Bn � ðåëàêñàöèîííûé ìíîãîãðàííèê äëÿ çàäà÷è (1).
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L-êëàññ èç Ω/L íàçûâàåòñÿ âåðøèííûì, åñëè îí ñîäåðæèò íåêîòîðóþ âåðøèíó ìíî-
ãîãðàííèêà Ω. Óñòàíîâëåíî, ÷òî |Ω∗/L| ≤ 2v(Ω∗), ãäå v(Ω∗) � ÷èñëî òàêèõ êëàññîâ
â Ω∗/L. Òàêèì îáðàçîì, ìîùíûå L-íàêðûòèÿ ìîãóò âîçíèêàòü ëèøü ïðè áîëüøîì
÷èñëå íåöåëî÷èñëåííûõ âåðøèí, ïðèíàäëåæàùèõ Ω∗.

2.3. Îöåíêè ìîùíîñòè L-íàêðûòèé áûëè èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê
÷èñëà èòåðàöèé ðÿäà àëãîðèòìîâ îòñå÷åíèÿ è ïåðåáîðà L-êëàññîâ. Ïðèâåäåì íåêîòî-
ðûå èç íèõ. ×åðåç ID(Ω) îáîçíà÷èì ÷èñëî èòåðàöèé äâîéñòâåííîãî äðîáíîãî ïðîöåññà
îòñå÷åíèÿ D, âûïîëíÿåìûõ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (1). Îòìåòèì, ÷òî ïðîöåññ D ÿâëÿåò-
ñÿ îáîáùåíèåì ïåðâîãî àëãîðèòìà Ãîìîðè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ïðàâèëüíîå
îòñå÷åíèå íàçûâàåòñÿ L-ðåãóëÿðíûì, åñëè îíî âìåñòå ñ îïòèìàëüíûì íåöåëî÷èñëåí-
íûì ðåøåíèåì òåêóùåé íåïðåðûâíîé çàäà÷è èñêëþ÷àåò è ñîäåðæàùèé åãî L-êëàññ.
Òåîðåìà 3. Äëÿ çàäà÷è (1) è ïðîöåññà D c L-ðåãóëÿðíûìè îòñå÷åíèÿìè èìååò
ìåñòî îöåíêà ID(Ω) ≤ |Ω∗/L|.

Îòìåòèì, ÷òî â ïåðâîì àëãîðèòìå Ãîìîðè ïðè îïðåäåëåííûõ ïðàâèëàõ ïîñòðîåíèÿ
èñïîëüçóåìûå îòñå÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ L-ðåãóëÿðíûìè.

Íèæíèå îöåíêè ÷èñëà èòåðàöèé ïîëó÷åíû äëÿ äâîéñòâåííûõ äðîáíûõ àëãîðèòìîâ
[5] ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ ãëóáèíû îòñå÷åíèÿ, ò.å. ÷èñëà èñêëþ÷àåìûõ èì äðîá-
íûõ L-êëàññîâ èç L-íàêðûòèÿ çàäà÷è ÖÏ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç HD(Ω) âåðõíþþ îöåíêó
ãëóáèíû îòñå÷åíèé ïðîöåññà D ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (1).
Òåîðåìà 4. Äëÿ çàäà÷è (1) è ïðîöåññà D âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ID(Ω) ≥ 1

HD(Ω)
|Ω∗/L|.

Äëÿ âïîëíå ðåãóëÿðíûõ îòñå÷åíèé [2, 5] äîêàçàíî, ÷òî HD(Ω) = n.
Óêàçàííûå âûøå îöåíêè äëÿ ìîùíîñòè L-íàêðûòèé çàäà÷ è òåîðåìû 3, 4 ïîç-

âîëèëè ïîëó÷èòü øèðîêîå ìíîãîîáðàçèå îöåíîê ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ àëãîðèòìîâ îò-
ñå÷åíèÿ. Äëÿ àëãîðèòìà ïåðåáîðà L-êëàññîâ (LCE) [5, 18] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî
÷èñëî èòåðàöèé ïðè ðåøåíèè (2)�(4) íå ïðåâîñõîäèò |M/L|. Àíàëîãè÷íûå îöåíî÷íûå
ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû è äëÿ äðóãèõ ðåãóëÿðíûõ ðàçáèåíèé [5].

2.4. Ïåðâûå âåðõíèå îöåíêè ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ àëãîðèòìîâ îòñå÷åíèÿ áûëè ïî-
ëó÷åíû íà îñíîâå àíàëèçà ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìîíîòîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé [9].
Ïðèìåíåíèå ýòîãî ïîäõîäà ê ïåðâîìó àëãîðèòìó Ãîìîðè äàëî "ïàðàëëåëåïèïåäíóþ"
îöåíêó âèäà (5). Ñ ïîìîùüþ ñâîéñòâà îòäåëèìîñòè âåêòîðîâ áûë ïîñòðîåí áîëåå øè-
ðîêèé êëàññ îöåíîê [10]. Ïîçäíåå ïîäîáíûå îöåíêè áûëè ïîëó÷åíû â [22]. Äëÿ ïîë-
íîñòüþ öåëî÷èñëåííîãî àëãîðèòìà Ãîìîðè ýòîò ïîäõîä äàë îöåíêó ÷èñëà èòåðàöèé â
òåðìèíàõ îäíîãî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ïðîöåññà [9].

Â [1, 20] ïîñòðîåíû ïðèìåðû "òðóäíûõ" çàäà÷ äëÿ ïåðâîãî àëãîðèòìà Ãîìîðè è
äëÿ íåêîòîðûõ äðóãèõ àëãîðèòìîâ.

2.5. Ïóñòü SB � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðèáëèæåíèé, ïîðîæäàåìàÿ àëãîðèòìîì âåò-
âåé è ãðàíèö (ñõåìà Ëýíä è Äîéã) [21]. Äëÿ êóáè÷åñêîãî ðàçáèåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî
δ ∈ Bn

0 , ëþáîé äðîáíûé êëàññ èç M/δ ñîäåðæèò íå áîëåå n ýëåìåíòîâ SB [5], îòêó-
äà âûòåêàåò îöåíêà |SB| ≤ |M0| + n|Mf/δ|, ãäå Mf = M \ M0. Â [1, 12, 14, 16, 19]
ïîñòðîåíû ñåìåéñòâà "òðóäíûõ" çàäà÷ äëÿ ýòèõ àëãîðèòìîâ.

Âîïðîñ îá îöåíêàõ ÷èñëà èòåðàöèé äëÿ ïîëíîñòüþ öåëî÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ îò-
ñå÷åíèÿ (ïðÿìûõ è äâîéñòâåííûõ) îñòàåòñÿ ìàëîèññëåäîâàíûì. Äëÿ ýòèõ àëãîðèòìîâ
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òàêæå ïîëó÷åíû ñåìåéñòâà "òðóäíûõ" çàäà÷ [8, 15, 16].
3. Âåðõíèå îöåíêè ñðåäíåãî ÷èñëà èòåðàöèé
Â [13] ðàññìîòðåí êëàññ çàäà÷ îá óïàêîâêå ìíîæåñòâà (SPP), â êîòîðîì ýëåìåíòû

ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè, ïðè÷åì
P{aij = 1} = p è ïàðàìåòðû çàäà÷è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ mp2 ≥ ln n. Äàííûé
êëàññ çàäà÷ îáîçíà÷èì ÷åðåç P(n, m, p). Òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî àëãîðèòì äèíàìè÷å-
ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÄÏ) ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì â ñðåäíåì äëÿ P(n,m, p),
à èìåííî, ETDP = O(n2m), ãäå TDP � ÷èñëî îïåðàöèé àëãîðèòìà ÄÏ è E � ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Äëÿ óêàçàííîãî êëàññà çàäà÷ íà îñíîâå ñâîéñòâà àëüòåðíèðóåìîñòè M/L è ðå-
çóëüòàòîâ èç [13] ïîêàçàíî, ÷òî E|M/L| ≤ 4n + 1. Îòñþäà ñëåäóþò óòâåðæäåíèÿ.
Òåîðåìà 5. Äëÿ çàäà÷ SPP èç êëàññà P(n,m, p) ñðåäíåå ÷èñëî èòåðàöèé àëãîðèòìà
LCE ñ íà÷àëüíûì ðåêîðäîì ρ0 ≥ maxj=1,...,n cj íå ïðåâîñõîäèò 3n + 1.
Òåîðåìà 6. Äëÿ íåâçâåøåííûõ çàäà÷ SPP èç êëàññà P(n, m, p) ñðåäíåå ÷èñëî îòñå-
÷åíèé ïåðâîãî àëãîðèòìà Ãîìîðè íå ïðåâîñõîäèò 3n2 − 2n− 1.

Â [3] äëÿ ìîäèôèöèðîâàííîãî âàðèàíòà ïåðâîãî àëãîðèòìà Ãîìîðè ïîëó÷åíà ïî-
ëèíîìèàëüíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ñðåäíåãî ÷èñëà èòåðàöèé â ñëó÷àå âçâåøåííûõ çàäà÷
èç P(n, m, p). Äëÿ ýòèõ æå çàäà÷ ñ ïîìîùüþ êóáè÷åñêèõ ðàçáèåíèé ïîëó÷åíà ïîëè-
íîìèàëüíàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ñðåäíåãî ÷èñëà èòåðàöèé àëãîðèòìà âåòâåé è ãðàíèö.

Èñïîëüçóÿ îöåíêó ñðåäíåãî ÷èñëà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà
çàäà÷ î ðþêçàêå ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè èç [13], à òàêæå îñîáåííîñòè L-ñòðóêòóðû
ìíîãîãðàííèêà M , â [4] ïîëó÷åíû àíàëîãè÷íûå âåðõíèå îöåíêè. Â äàëüíåéøåì ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ê àíàëèçó ïðîöåññîâ
ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷ ÖËÏ.
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ÇÀÄÀ×À ÎÁ (r, p)-ÖÅÍÒÐÎÈÄÅ
Þ.À. Êî÷åòîâ

Îáëàñòü êîíêóðåíòíûõ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ ïðîèçâîäñòâà îáÿçàíà ñâîèì ðîæäåíèåì
ïèîíåðñêîé ðàáîòå Õîòåëëèíãà [9]. Â íåé èññëåäóþòñÿ ýãîèñòè÷åñêèå ñòðàòåãèè ïîâå-
äåíèÿ äâóõ èãðîêîâ, ñòðåìÿùèõñÿ çàõâàòèòü êàê ìîæíî áîëüøóþ äîëþ ðûíêà. Îíè
âûáèðàþò ìåñòà ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé è öåíû íà èõ ïðîäóêöèþ, ïðåäïîëàãàÿ,
÷òî êëèåíòû ðàñïîëàãàþòñÿ íà ëèíèè (áåðåãîâîé ëèíèè, øîññå è ò.ï.). Ñî âðåìåíåì
ïîÿâèëèñü áîëåå áîãàòûå ìîäåëè, èíòåðåñíûå êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêîíîìèêè è òåî-
ðèè èãð, òàê è äëÿ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè è èññëåäîâàíèÿ îïåðàöèé. Ñ îáçîðîì òàêèõ
ìîäåëåé ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ â [7].

Çàäà÷ó î öåíòðîèäå âïåðâûå èññëåäîâàë Õàêèìè [8]. Ðàññìîòðèì êîíå÷íûå ìíî-
æåñòâà I = {1, . . . , m} è J = {1, . . . , n} âîçìîæíûõ ìåñò ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé
è ìåñò ðàñïîëîæåíèÿ êëèåíòîâ. Ìàòðèöà (gij), i ∈ I, j ∈ J , áóäåò çàäàâàòü ðàññòî-
ÿíèÿ îò êëèåíòîâ äî ïðåäïðèÿòèé. Âåëè÷èíû wj îïðåäåëÿþò äîõîä èãðîêà ïðè îá-
ñëóæèâàíèè èì j-ãî êëèåíòà. Ïåðâûé èãðîê, íàçîâåì åãî Ëèäåð, îòêðûâàåò ñâîè p
ïðåäïðèÿòèé ïåðâûì. Ó íåãî èìååòñÿ Cp

m âîçìîæíîñòåé, ñðåäè êîòîðûõ îí âûáèðàåò
êàêóþ-íèáóäü îäíó (èãðà â ÷èñòûõ ñòðàòåãèÿõ). Âñëåä çà Ëèäåðîì âòîðîé èãðîê, íà-
çîâåì åãî Êîíêóðåíò, èç îñòàâøèõñÿ m−p ïðåäïðèÿòèé âûáèðàåò r ñâîèõ. Êàê òîëüêî
èãðîêè âûáðàëè ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ ìîæíî ïîäñ÷èòàòü öåíó èãðû. Êàæäûé êëèåíò èç
(p + r) îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé âûáèðàåò áëèæàéøåå ïðåäïðèÿòèå â êà÷åñòâå ñâîåãî
ïîñòàâùèêà. Åñëè áëèæàéøèõ ïðåäïðèÿòèé íåñêîëüêî è ñðåäè íèõ åñòü ïðåäïðèÿòèå
Ëèäåðà, òî êëèåíò îòäàåò ïðåäïî÷òåíèå åìó. Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî êëèåíòîâ
ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà: êëèåíòû Ëèäåðà è êëèåíòû Êîíêóðåíòà, îïðåäå-
ëÿþùèå èõ äîõîäû. Çàäà÷à ñîñòîèò â âûáîðå äëÿ Ëèäåðà òàêèõ p ïðåäïðèÿòèé, ÷òîáû
ïðè íàèëó÷øåì õîäå Êîíêóðåíòà ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíûé äîõîä.

Íàðÿäó ñ óêàçàííûìè äèñêðåòíûìè ïîñòàíîâêàìè ðàññìàòðèâàþòñÿ è íåïðåðûâ-
íûå ïîñòàíîâêè, ãäå ìíîæåñòâî I çàìåíÿåòñÿ íà äâóõìåðíóþ åâêëèäîâó ïëîñêîñòü
[6]. Ìíîæåñòâî J îñòàåòñÿ êîíå÷íûì. Êàæäûé åãî ýëåìåíò ïðåäñòàâëÿåòñÿ òî÷êîé íà
ïëîñêîñòè. Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è, êàê â äèñêðåòíîé òàê è â íåïðåðûâíîé
ïîñòàíîâêå ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íà ãðàôàõ. Êëèåíòû ïðåäñòàâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ãðàôà.
Èãðîêè ìîãóò îòêðûâàòü ïðåäïðèÿòèÿ ëèáî â âåðøèíàõ (äèñêðåòíûé ñëó÷àé), ëèáî
â ëþáîé òî÷êå íà ðåáðàõ (íåïðåðûâíûé ñëó÷àé). Êà÷åñòâåííîå îòëè÷èå ýòèõ çàäà÷
ñîñòîèò, íàïðèìåð, â òîì, ÷òî èõ ñëîæíîñòü îòëè÷àåòñÿ äàæå íà ãðàôàõ â âèäå öå-
ïè. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå îíà ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà. Â íåïðåðûâíîì ñëó÷àå �
NP-òðóäíà [13].

Îñîáîå ìåñòî çàíèìàåò ñëó÷àé r = p. Îí òåñíî ñâÿçàí ñ òåîðèåé ãîëîñîâàíèÿ [8,
12] è èìååò áîãàòóþ èñòîðèþ. Ïîëó÷èòü áîëüøå ïîëîâèíû ðûíêà îçíà÷àåò äëÿ èãðîêà
(ïàðòèè) ïîáåäó íà âûáîðàõ èëè îäîáðåíèå ñâîåãî ïðîåêòà â ïàðëàìåíòå. Îïòèìàëü-
íîå ðåøåíèå çàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò êîíöåïöèè Ñèìïñîíà (Simpson solution). Åñëè ýòî
ðåøåíèå ãàðàíòèðóåò Ëèäåðó áîëüøå ïîëîâèíû ðûíêà, òî ãîâîðÿò î ðåøåíèè Êîí-
äîðñå (Condorset solution). Óñòàíîâëåíî, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà ðåøåíèé Ñèìïñîíà (Êîí-
äîðñå) ïðèíàäëåæèò êëàññó ∑P

2 è ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â ýòîì êëàññå [10]. Ôàêòè÷åñêè ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî çàäà÷à î öåíòðîèäå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé, ÷åì ëþáàÿ çàäà÷à èç êëàñ-
ñà NP, è äëÿ åå ðåøåíèÿ ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ áîëüøå óñèëèé, ÷åì äëÿ NP-ïîëíûõ
çàäà÷.
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1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà

Ïðèâåäåì òî÷íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîñòàíîâêó äèñêðåòíîé çàäà÷è îá (r, p)-öåíòðîèäå.
Ââåäåì ñëåäóþùèå ïåðåìåííûå:

xi =

{
1, åñëè Ëèäåð îòêðûâàåò ïðåäïðèÿòèå i,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

yi =

{
1, åñëè Êîíêóðåíò îòêðûâàåò ïðåäïðèÿòèå i,
0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

uj =

{
1, åñëè êëèåíò j îáñëóæèâàåòñÿ Ëèäåðîì,
0 åñëè êëèåíò j îáñëóæèâàåòñÿ Êîíêóðåíòîì.

Ïðè çàäàííîì âåêòîðå xi ∈ {0, 1}, i ∈ I îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Ij(x) =
{
i ∈ I | gij < min

l∈I
(glj | xl = 1)

}
, j ∈ J.

Ýòî ìíîæåñòâî çàäàåò ïóíêòû ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé, ïîçâîëÿþùèå Êîíêóðåí-
òó çàõâàòèòü j-ãî êëèåíòà. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé äèñêðåòíàÿ
çàäà÷à îá (r, p)-öåíòðîèäå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê çàäà÷à äâóõóðîâíåâîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ [4]:

max
x

∑

j∈J

wju
∗
j(x)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ: ∑

i∈I

xi = p,

xi ∈ {0, 1}, i ∈ I,

ãäå u∗(x) è y∗(x) � îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîíêóðåíòà:

max
y,u

∑

j∈J

wj(1− uj)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ: ∑

i∈I

yi = r,

1− uj ≤
∑

i∈Ij(x)

yi, j ∈ J,

yi + xi ≤ 1, i ∈ I,

yi, uj ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J.

Òàê êàê ñóììà öåëåâûõ ôóíêöèé Ëèäåðà è Êîíêóðåíòà ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, êëè-
åíò îáñëóæèâàåòñÿ ëèáî Ëèäåðîì, ëèáî Êîíêóðåíòîì, òî çàäà÷ó ìîæíî ïðåäñòàâèòü
êàê çàäà÷ó î ìàêñèìèíå äëÿ íåêîòîðîé öåëåâîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò ïåðåìåííûõ
x è y. Ïîëüçóÿñü ýòèì ñâîéñòâîì â [12] äëÿ ñëó÷àÿ p = r ïðåäëîæåí òî÷íûé ìå-
òîä ÷àñòè÷íîãî ïåðåáîðà, ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü çàäà÷è ïðè n ≤ 50, p, r ≤ 5. Â [11]
èññëåäóåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è äëÿ r = 1. Èñõîäíàÿ ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü òî÷íîå
ðåøåíèå êîììåð÷åñêèì ïðîãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì. Èçâåñòíî [8], ÷òî ñëó÷àé r = 1
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ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé, òàêæå êàê è ðåøåíèå çàäà÷è Êîíêóðåíòà ïðè çàäàí-
íîì ðåøåíèè Ëèäåðà.

Ñëîæíîñòíîé ñòàòóñ çàäà÷è íà ãðàôàõ ïðåäñòàâëåí â Òàáëèöå 1. Ïîä ñâÿçêîé öå-
ïåé ïîíèìàåòñÿ ãðàô, ÿâëÿþùèéñÿ äåðåâîì, ãäå òîëüêî îäíà âåðøèíà èìååò ñòåïåíü
áîëüøå ÷åì 2. ×åðåç D îáîçíà÷åíà ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ðåáðà ãðàôà, W =

∑
j∈J wj.

Òàáëèöà 1. Ñëîæíîñòü çàäà÷è íà ãðàôàõ [13]
Çàäà÷à Äèñêðåòíàÿ Íåïðåðûâíàÿ
(r, p)-öåíòðîèä O(pn4) íà öåïÿõ NP-òðóäíàÿ íà öåïÿõ

NP-òðóäíàÿ íà ñâÿçêå
öåïåé (spider)
∑P

2 -ïîëíàÿ íà ïðîèçâîëüíûõ
ãðàôàõ

(1, p)-öåíòðîèä O(n2(log n)2 log W ) O(n3 log W log D)

íà äåðåâüÿõ íà äåðåâüÿõ
NP-òðóäíàÿ íà ãðàôàõ
ñ îãðàíè÷åííîé ïóòåâîé øèðèíîé

(1, 1)-öåíòðîèä O(n3) íà ïðîèçâîëüíûõ O(n4m2 log mn log W )

ãðàôàõ íà ïðîèçâîëüíûõ ãðàôàõ

2. Íèæíèå îöåíêè îïòèìóìà

Òàê êàê çàäà÷à î öåíòðîèäå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â êëàññå ∑P
2 , òî ïîñòðîåíèå ïîëè-

íîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ñ ãàðàíòèðîâàííîé îöåíêîé òî÷íîñòè è òåì áîëåå FPTAS
âðÿä ëè âîçìîæíî â îáùåì ñëó÷àå. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðàôîâ àïïðîêñèìèðóåìîñòü
ñ ïîãðåøíîñòüþ n1−ε âëå÷åò P=NP [10]. Â ñâÿçè ñ ýòèì íàèáîëüøèé èíòåðåñ ïðåäñòàâ-
ëÿþò ýâðèñòèêè è, â ÷àñòíîñòè, ìåòàýâðèñòèêè, êîòîðûå â àññèìïòîòèêå ïîçâîëÿþò
íàõîäèòü òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è. Â [5] èññëåäîâàëîñü ïîâåäåíèå àëãîðèòìà ïîèñêà
ñ çàïðåòàìè, ãäå äëÿ îöåíêè ïîâåäåíèÿ Êîíêóðåíòà ïðèìåíÿëàñü æàäíàÿ ñòðàòåãèÿ.
Íà ïðèìåðàõ ñ ìàëûìè çíà÷åíèÿìè p, r ≤ 3, n ≤ 70, êîãäà ïîëíûì ïåðåáîðîì ìîæ-
íî íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå, òàêîé ïîäõîä ÷àñòî ïîçâîëÿåò íàõîäèòü îïòèìóì. Îäíàêî
ïðè á�îëüøèõ çíà÷åíèÿõ p, r æàäíàÿ ýâðèñòèêà íå íàõîäèò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ
Êîíêóðåíòà è öåííîñòü òàêîãî ïîäõîäà ñòàíîâèòñÿ ñîìíèòåëüíîé.

Â [6] èññëåäîâàëàñü òàê íàçûâàåìàÿ àëüòåðíèðóþùàÿ ýâðèñòèêà. Åå ñìûñë ñî-
ñòîèò â ñëåäóþùåì. Ïóñòü Ëèäåð âûáðàë ðåøåíèå x0 è Êîíêóðåíò íàøåë íà íåãî
îòâåò y0. Ïðè p = r Ëèäåð ìîæåò ïîëîæèòü x1 = y0 â íàäåæäå çàáðàòü ó Êîíêó-
ðåíòà íàèáîëåå ïðèáûëüíûé âàðèàíò îòâåòà. Äëÿ x1 Êîíêóðåíò íàõîäèò îòâåò y1, è
Ëèäåð ñíîâà äåëàåò òîò æå òðþê. Òàêàÿ ñòðàòåãèÿ, êîíå÷íî, ïðèâîäèò ê öèêëó, êî-
òîðûé èíîãäà ñîäåðæèò áîëåå òûñÿ÷è ðåøåíèé [14]. Ëó÷øåå èç íèõ ïðåäúÿâëÿåòñÿ â
êà÷åñòâå îòâåòà. Çàìåòèì, ÷òî òàêîé ïîäõîä òðåáóåò ìíîãîêðàòíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è
Êîíêóðåíòà. Îíà ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé. Îäíàêî èñõîäíàÿ çàäà÷à èìååò áîëåå âûñî-
êóþ ñëîæíîñòü. Ïîýòîìó òàêîé ïîäõîä ìîæíî ñ÷èòàòü îïðàâäàííûì. Íà òåñòîâûõ
ïðèìåðàõ ðàçìåðíîñòè p = r = 10, n = 100, îí ïîêàçûâàåò õîðîøèå ðåçóëüòàòû [14].
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Â [4] îòìå÷åíî, ÷òî èãíîðèðóÿ Êîíêóðåíòà è ðåøàÿ êëàññè÷åñêóþ çàäà÷ó î p-
ìåäèàíå, Ëèäåð ïîëó÷àåò íåïëîõîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è. Ôàêòè÷åñêè, Ëè-
äåð ñòðåìèòñÿ ïðèáëèçèòü ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ ê êëèåíòàì, è Êîíêóðåíòó ñòàíîâèòñÿ
òðóäíî åãî îòñå÷ü. Â [3] ýòà ñòðàòåãèÿ óëó÷øàåòñÿ çà ñ÷åò çàïðåòà áîëüøèõ ðàññòî-
ÿíèé â ìàòðèöå (gij). Â èòîãå òàêîé ïîäõîä íå óñòóïàåò àëüòåðíèðóþùåé ýâðèñòè-
êå. Îí ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê ñòàðòîâîå ðåøåíèå äëÿ ìåòîäîâ ëîêàëüíîãî ïî-
èñêà, êîòîðûå êàê è â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîé p-ìåäèàíû, áûñòðî íàõîäÿò îïòèìàëü-
íîå ðåøåíèå çàäà÷è. Íà ñëó÷àéíî ïîðîæäàåìûõ ïðèìåðàõ íà åâêëèäîâîé ïëîñêî-
ñòè, r = p ≤ 10, n = m ≤ 100 îïòèìóì íàõîäèòñÿ, êàê ïðàâèëî, ìåíåå ÷åì çà n
èòåðàöèé. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà, íàïðèìåð, äëÿ âåðîÿòíîñòíîãî ïîèñêà ñ çàïðåòàìè,
ñîñòîèò â ïðîñìîòðå îêðåñòíîñòè. Âû÷èñëåíèå öåëåâîé ôóíêöèè äëÿ êàæäîãî ýëå-
ìåíòà îêðåñòíîñòè òðåáóåò ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîíêóðåíòà. Â [4] îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïå-
ðåõîä ê ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè â çàäà÷å Êîíêóðåíòà ôàêòè÷åñêè íå ñêàçûâàåòñÿ íà
ýôôåêòèâíîñòè ïîèñêà ñ çàïðåòàìè. Â ðåçóëüòàòå ïðîñìîòð îêðåñòíîñòè ñòàíîâèò-
ñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ïðîöåäóðîé, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü òðóäîåìêîñòü îäíîãî øàãà
àëãîðèòìà. Äàëüíåéøåå óñêîðåíèå äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò ðàíäîìèçàöèè îêðåñòíîñòè è
ïåðåõîäó ê Ëàãðàíæåâûì ðåëàêñàöèÿì [2].

3. Òî÷íûé ìåòîä

Ïðåäñòàâèì èñõîäíóþ çàäà÷ó â òåðìèíàõ öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ÷èñëîì ïåðåìåííûõ è îãðàíè÷åíèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
F íåïóñòîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé Êîíêóðåíòà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Êîíêóðåíò âû-
áèðàåò ðåøåíèå, îãðàíè÷èâàÿñü òîëüêî ñåìåéñòâîì F . Äëÿ y ∈ F ïîëîæèì

Ij(y) =
{
i ∈ I | gij ≤ min

l∈I
glj | yl = 1

}
, j ∈ J.

Ýòî ìíîæåñòâî ïîêàçûâàåò ìåñòà ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé, ïîçâîëÿþùèå Ëèäåðó
óäåðæàòü êëèåíòà j, åñëè Êîíêóðåíò èñïîëüçóåò ðåøåíèå y. Ââåäåì íîâûå ïåðå-
ìåííûå:

W ≥ 0 � ñóììàðíûé äîõîä Ëèäåðà,

ujy =





1, åñëè êëèåíò j îáñëóæèâàåòñÿ Ëèäåðîì, à Êîíêóðåíò
èñïîëüçóåò ðåøåíèå y,

0, åñëè êëèåíò j îáñëóæèâàåòñÿ Êîíêóðåíòîì, è Êîíêóðåíò
èñïîëüçóåò ðåøåíèå y.

Äëÿ äàííîãî ñåìåéñòâà F çàäà÷à Ëèäåðà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ñëåäóþùèì
îáðàçîì [4]:

max W

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ: ∑

j∈J

wjujy ≥ W, y ∈ F ,

ujy ≤
∑

i∈Ij(y)

xi, j ∈ J, y ∈ F ,

∑

i∈I

xi = p,

xi, ujy ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J, y ∈ F .

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ W (F) îïðåäåëÿåò ñóììàðíûé äîõîä Ëèäåðà. Ïåðâîå îãðàíè÷åíèå
ãàðàíòèðóåò íàèëó÷øèé îòâåò Êîíêóðåíòà èç ñåìåéñòâà F íà ëþáîé õîä Ëèäåðà.
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Âòîðîå îãðàíè÷åíèå îïðåäåëÿåò ðàçäåë ðûíêà ìåæäó Ëèäåðîì è Êîíêóðåíòîì. Åñëè
ñåìåéñòâî F ñîäåðæèò âñå âîçìîæíûå ðåøåíèÿ Êîíêóðåíòà, òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
äàííîé çàäà÷è äàåò îïòèìàëüíîå ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è.

Çàìåòèì, ÷òî çàìåíà 0�1 ïåðåìåííûõ ujy íà íåïðåðûâíûå ïåðåìåííûå 0 ≤ ujy ≤ 1
íå ìåíÿåò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, îñòà¼òñÿ òîëüêî îäíà ãðóï-
ïà 0�1 ïåðåìåííûõ. Òàêèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ÷àñòè÷íî�öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ ìîæíî ðåøàòü òî÷íî êîììåð÷åñêèì ïðîãðàììíûì îáåñïå÷åíèåì.

Ïóñòü ñåìåéñòâî F ñîäåðæèò âñå âîçìîæíûå ðåøåíèÿ Êîíêóðåíòà è äëÿ ýòîãî
ñåìåéñòâà óäàëîñü òî÷íî ðåøèòü ñôîðìóëèðîâàííóþ çàäà÷ó. Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî
ìíîãèå èç ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà F áóäóò ïîðîæäàòü íåñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ.
Ñåìåéñòâî ìîæíî ñóçèòü áåç èçìåíåíèÿ îïòèìóìà. Âû÷èñëåíèå òàêîãî ïîäñåìåéñòâà
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëîæíîé ïðîáëåìîé. Îäíèì èç ïóòåé åå ðåøåíèÿ, à çàîäíî è òî÷íûì
ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è ìîæåò ñëóæèòü ñëåäóþùèé èòåðàòèâíûé ïðîöåññ.

Ïóñòü F � íåïóñòîå ñåìåéñòâî ðåøåíèé Êîíêóðåíòà è x(F) � îïòèìàëüíîå ðå-
øåíèå çàäà÷è Ëèäåðà ïðè äàííîì ñåìåéñòâå. Òîãäà âåëè÷èíà W (F) çàäàåò âåðõíþþ
îöåíêó îïòèìóìà èñõîäíîé çàäà÷è äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, à îïòèìàëü-
íîå ðåøåíèå y(F) çàäà÷è Êîíêóðåíòà äëÿ ðåøåíèÿ x(F) îïðåäåëÿåò íèæíþþ îöåíêó
îïòèìóìà. Îáîçíà÷èì ýòó íèæíþþ îöåíêó ÷åðåç LB(F). Ïîèñê îïòèìóìà è òðåáóå-
ìîãî ïîäñåìåéñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì ìåòîäîì:

Òî÷íûé ìåòîä

1. Âûáðàòü íà÷àëüíîå ñåìåéñòâî F .
2. Íàéòè W (F) è x(F).
3. Ðåøèòü çàäà÷ó Êîíêóðåíòà è âû÷èñëèòü LB(F).
4. Åñëè W (F) = LB(F), òî STOP.
5. Äîáàâèòü y(F) â ñåìåéñòâî F è âåðíóòüñÿ íà øàã 2.

Èç êîíå÷íîñòè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è Êîíêóðåíòà ñëåäóåò êî-
íå÷íîñòü ìåòîäà. Åäèíñòâåííàÿ âîçìîæíîñòü íå ïîëó÷èòü òî÷íîå ðåøåíèå ñîñòîèò
â çàöèêëèâàíèè, êîãäà äîáàâëåíèå íà øàãå 5 ðåøåíèÿ y(F) ê ñåìåéñòâó F íå ìå-
íÿåò ñàìî ñåìåéñòâî, ðåøåíèå y(F) óæå ïðèíàäëåæàëî ñåìåéñòâó. Íî òîãäà W (F)
íå ìîæåò áûòü áîëüøå LB(F), êàê ñëåäóåò èç ïåðâîé ãðóïïû îãðàíè÷åíèé çàäà÷è
ïîèñêà W (F). Çíà÷èò, LB(F) = W (F) è ìåòîä îñòàíàâëèâàåòñÿ, ïîëó÷èâ îïòèìóì
W ∗ = W (F).

Íà øàãå 2 òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü W (F), ÷òî ïðè áîëüøîì ñåìåéñòâå ìîæåò ïîòðå-
áîâàòü çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óñèëèé. Åñëè n ≤ 30, òî èòåðàöèè ïðîõîäÿò
áûñòðî, ñåìåéñòâî îêàçûâàåòñÿ íåáîëüøèì è óäàåòñÿ íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå. Ïðè
áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ òðåáóåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà. Â [1] ïðåäëàãàåòñÿ ñíà÷à-
ëà íàéòè ìåòàýâðèñòèêàìè îïòèìóì W ∗, ââåñòè äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå W ≥
W ∗ + 1, è çàìåíèòü îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó íà çàäà÷ó ïîèñêà äîïóñòèìîãî ðåøå-
íèÿ. Òàêàÿ ìîäèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò òî÷íî ðåøàòü çàäà÷è ïðè p = r ≤ 5, n = m ≤ 100.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 08�07�00037) è ÀÂÖÏ
Ðîñîáðàçîâàíèÿ (ïðîåêò 2.1.1/3235).
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ÍÎÂÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ ÏÐÎÅÊÒÈÐÎÂÀÍÈß ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÃÎ
ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÄÂÓÕÌÅÐÍÛÕ ÊÎÍÒÅÉÍÅÐÎÂ:

ÊÐÀÒÊÈÉ ÎÁÇÎÐ È ÏÐÈËÎÆÅÍÈß
Ý.À. Ìóõà÷åâà

Ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó óïàêîâêè (Packing Problem, PP): èìå-
þòñÿ ìàëûå ýëåìåíòû, èõ íåîáõîäèìî ðàçìåñòèòü áåç âçàèìíîãî ïåðåêðûòèÿ âíóòðè
áîëüøèõ îáúåêòîâ òàê, ÷òîáû çàäàííàÿ öåëåâàÿ ôóíêöèÿ äîñòèãëà îïòèìóìà. Â êà-
òåãîðèè �çàäà÷ ðàñêðîÿ è óïàêîâêè� ñîäåðæèòñÿ ìíîæåñòâî ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì,
êîòîðûå èçó÷àþòñÿ ñ äàâíèõ ïîð. Â ïðèëîæåíèÿõ åå ÷àùå íàçûâàþò çàäà÷åé ðàçìå-
ùåíèÿ (Allocation Problem, AP). Ïðîáëåìà ðàçìåùåíèÿ êîíòåéíåðîâ ïðèíàäëåæèò
êëàññó ¾çàäà÷ ðàñêðîÿ è óïàêîâêè¿ (Cutting and Packing Problem, CPP), â êîòîðîì
ñîäåðæèòñÿ ìíîãî òåîðåòè÷åñêè íå ðåøåííûõ ïðîáëåì è èíòåðåñíûõ ïðèëîæåíèé.
Áîëüøàÿ ÷àñòü òàêèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ NP -òðóäíûìè êîìáèíàòîðíûìè ïðîáëåìàìè,
è äëÿ íèõ íå èçâåñòíû òî÷íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòè. Çäåñü
ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è íåãèëüîòèííîãî è ãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ ïðÿìîóãîëü-
íûõ ïðåäìåòîâ â îãðàíè÷åííîé èëè íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷ AP èñïîëüçóþò àëãîðèòìû ëîêàëüíîãî ïîèñêà, ñâîäÿùèåñÿ ê ïðèìå-
íåíèþ ìåòàýâðèñòèê ñ äåêîäèðîâàíèåì óïàêîâêè íà êàæäîé èòåðàöèè. Â êà÷åñòâå
îñíîâíîé áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàäà÷ó óïàêîâêè ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ïîëîñó (Strip
Packing Problem, 2DSPP). Îäèí èç ðàçìåðîâ ïîëîñû çàäàí è ðàâåí W , à äðóãîé ÿâ-
ëÿåòñÿ ïåðåìåííûì. Òðåáóåòñÿ íàéòè îðòîãîíàëüíîå ðàçìåùåíèå ïðÿìîóãîëüíèêîâ
â ïîëîñó ìèíèìàëüíîé äëèíû L. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñïîñîáû êîäèðîâàíèÿ óïà-
êîâêè è àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ óïàêîâêè, çàäàííîé êîäîì.

Ïðÿìàÿ ñõåìà êîäèðîâàíèÿ. Çàäàäèì ïîëîæåíèå êàæäîãî ïðÿìîóãîëüíèêà Pi,
i = 1,m âåêòîðîì (xi, yi) ñ ìèíèìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåê-
òîðîâ ïðåäñòàâëÿåò ïðÿìóþ ñõåìó êîäèðîâàíèÿ óïàêîâêè. Îáëàñòü ðåøåíèé òàêîé
êîäèðîâî÷íîé ñõåìû � áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ïîèñê ïîäìíîæåñòâà {x, y} áåç âçà-
èìíîãî ïåðåêðûòèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïðåäñòàâëÿåò íåòðèâèàëüíóþ ïðîáëåìó. Îäíà-
êî, åñëè ïðÿìàÿ ñõåìà êîäèðîâàíèÿ îáåñïå÷èâàåò íåïåðåêðûòèå ïðÿìîóãîëüíèêîâ, òî
âîññòàíîâèòü óïàêîâêó ïî íåé íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà.

Êîäèðîâàíèå ïåðåñòàíîâêîé ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Íàèáîëåå ïîïóëÿðíóþ ñõå-
ìó êîäèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñïèñîê π = {1(π), 2(π), . . . , i(π), . . . , m(π)}, {i} � íîìåð
ïðÿìîóãîëüíèêà, çàíèìàþùåãî â π ïîçèöèþ i. Ñ ïîìîùüþ òîãî èëè èíîãî àëãîðèò-
ìà ðàçìåùåíèÿ (äåêîäåðà) âû÷èñëÿþò êîîðäèíàòû (xi, yi) ïðÿìîóãîëüíèêà è ñòðîÿò
ýñêèç óïàêîâêè. Å¼ äëèíà çàâèñèò îò ïåðåñòàíîâêè π è îò èñïîëüçóåìîãî äåêîäåðà.
Êàæäîìó ñïèñêó π ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ óïàêîâîê.

Êîäèðîâàíèå ïàðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Èçâåñòíà ñõåìà êîäèðîâàíèÿ, íà-
çâàííàÿ ïàðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (Sequence Pair, SP). Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ðåøåíèÿ
èñïîëüçóåòñÿ ïàðà ïåðåñòàíîâîê σ+ è σ− èç m ïðÿìîóãîëüíèêîâ. À èìåííî, óñòàíàâ-
ëèâàþò îòíîñèòåëüíûå ïîëîæåíèÿ äëÿ êàæäîé ïàðû i è j ïðÿìîóãîëüíèêîâ: åñëè i
ðàñïîëàãàåòñÿ ïåðåä j â îáåèõ ïåðåñòàíîâêàõ, ñëåäóåò ðàçìåñòèòü i ëåâåå j. Åñëè i
ðàñïîëàãàåòñÿ ïåðåä j â σ+ è ïîñëå j â σ−, òî i ïîìåùàåì âûøå j. Íàïðèìåð, äëÿ
ïàðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé σ+ = (6, 3, 1, 4, 5, 2) è σ− = (1, 2, 3, 4, 6, 5), èìååì: ïðÿìî-
óãîëüíèê P1 ðàñïîëîæåí ïåðåä P4 â îáåèõ ïåðåñòàíîâêàõ, ñëåäîâàòåëüíî, P1 ëåâåå
P4; ïðÿìîóãîëüíèê P4 ðàñïîëàãàåòñÿ ïåðåä P2 â σ+ è ïîñëå P2 â σ−, è, ñëåäîâàòåëü-
íî, P4 âûøå, ÷åì P2 è òàê äàëåå. Äàëüíåéøåå ðàçâèòèå ýòîãî ìåòîäà ïðèâåäåíî â
äèññåðòàöèè S. Imahori [15].
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Êîäèðîâàíèå áëîê-ñòðóêòóðàìè. Ïóñòü èìååòñÿ ïðÿìîóãîëüíàÿ óïàêîâêà
(Rectangular Packing, RP). Ïðîâåäåì ïóíêòèðîì ÷åðåç ïðàâûå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëü-
íèêîâ âåðòèêàëüíûå ëèíèè. Îíè ðàçáèâàþò RP íà r âåðòèêàëüíûõ áëîêîâ îäíîé
è òîé æå øèðèíû W è ðàçëè÷íîé äëèíû χj. Ïóñòü äëèíà RP ðàâíà L. Ïðîâåäåì
òåïåðü ÷åðåç âåðõíèå ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêîâ ãîðèçîíòàëüíûå ëèíèè. Òîãäà RP
ðàçîáüåòñÿ íà ãîðèçîíòàëüíûå áëîêè îäíîé è òîé æå äëèíû L è ðàçëè÷íîé øèðèíû
ηj, ïðè÷åì

∑
j

nj ≤ W . Òàê ìû ïîëó÷àåì äâå áëîê-ñòðóêòóðû (Block Structure, BS),
âåðòèêàëüíóþ è ãîðèçîíòàëüíóþ.

Íàïðèìåð, ïðèâåäåííîé âûøå ïàðå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé σ+ è σ− îòâå÷àþò áëîê-
ñòðóêòóðû:

S = {(6, 3, 1)χ1, (6, 1)χ2, (6, 4, 2)χ3, (5, 2)χ4};
S̃ = {(1, 2)η1, (1, 4, 5)η2, (3, 4, 5)η3, (3, 5)η4, (6, 5)η5, (6)η6}.

Ïðèìåíÿÿ àëãîðèòì-äåêîäåð ê êîäó, ïîëó÷àþò ñõåìó óïàêîâêè. Â Åâðîïå íàèáîëü-
øóþ ïîïóëÿðíîñòü ïîëó÷èë äåêîäåð íèæíèé-ëåâûé (Bottom-Left, BL). Îñíîâíàÿ ñòðà-
òåãèÿ BL ñîñòîèò â óïàêîâêå ñëåäóþùåãî ýëåìåíòà èç ïåðåñòàíîâêè π â ñàìóþ íèæ-
íþþ âîçìîæíóþ ïîçèöèþ, âûðàâíèâàÿ ïî ëåâîìó êðàþ. Êîìïüþòåðíàÿ ðåàëèçàöèÿ
àëãîðèòìà BL ñëîæíîñòè O(m2) áûëà ïðåäëîæåíà B. Chazelle [13].

1. Áëî÷íàÿ òåõíîëîãèÿ (Block Technology, BT)

Áàçîâûé áëî÷íûé äåêîäåð. Áàçîâûì áëî÷íûì äåêîäåðîì ÿâëÿåòñÿ ýâðèñòè÷å-
ñêèé àëãîðèòì �êîíñòðóèðîâàíèÿ áëîêîâ� (Block Design, BD), ðàçðàáîòàííûé â ðàì-
êàõ íîâîãî ãåíåòè÷åñêîãî áëî÷íîãî àëãîðèòìà [4]. Äåêîäåð ïðåîáðàçóåò ïåðåñòàíîâêó
π â áëîê-êîä. Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî áëîêà ïðèíèìàåòñÿ ïîëîñà áåñêîíå÷íîé äëèíû.
Ïî ìåðå óïàêîâêè ïðÿìîóãîëüíèêîâ ôîðìèðóþòñÿ è ìîäèôèöèðóþòñÿ âåðòèêàëüíûå
áëîêè. Àëãîðèòì BD, ïðîñìàòðèâàÿ óæå ïîñòðîåííûå áëîêè è èõ ôðàãìåíòû, íàõî-
äèò è çàïîëíÿåò î÷åðåäíûì ïðÿìîóãîëüíèêîì èç π ñàìóþ ëåâóþ íèæíþþ ñâîáîäíóþ
ïîçèöèþ. Àâòîðàìè áûëî çàìå÷åíî, ÷òî óïàêîâêè, ïîëó÷åííûå äåêîäåðàìè BD è BL,
èäåíòè÷íû. Îäíàêî BL ïðîèãðûâàåò BD â óäîáñòâå ïðåäñòàâëåíèÿ èíôîðìàöèè.

Óñîâåðøåíñòâîâàííûé áëî÷íûé äåêîäåð (Improved BD, IBD). Äåêîäåð IBD
èñïîëüçóåò ýâðèñòè÷åñêèå ïðèåìû, íàïðàâëåííûå íà óâåëè÷åíèå ñâîáîäíûõ çîí: ñðàâ-
íåíèå âîçìîæíûõ ïîòåðü ïëîùàäè âûøå è íèæå ïðÿìîóãîëüíèêà; ñäâèã ïðÿìîóãîëü-
íèêà ê áëèæàéøåìó êðàþ îòíîñèòåëüíî ñðåäíåé ëèíèè ïîëîñû.

Äåêîäåð çàìåùåíèÿ (Substitution, Sub). Äåêîäåð îòëè÷àåòñÿ îò BD òåì, ÷òî
ñâîáîäíûå îáëàñòè çàìåùàþòñÿ íå îäíèì, à ñðàçó íåñêîëüêèìè âîçìîæíûìè ïðÿ-
ìîóãîëüíèêàìè èç ïðèîðèòåòíîãî ñïèñêà π. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà
O(m log m). Ñ åãî ïîìîùüþ ÷àñòî äîñòèãàåòñÿ ëó÷øåå ðåøåíèå.

Ïëàâàþùèé áëî÷íûé äåêîäåð (Floating Block Decoder, FBD). Ïóñòü èìååòñÿ
ïðÿìîóãîëüíàÿ óïàêîâêà RP äëèíû L â ïîëîñó øèðèíû W è ïðåäñòàâëåíà åå âåð-
òèêàëüíàÿ áëîê-ñòðóêòóðà S. Äëÿ íåå ∑r

ν=1 χν = L Êàæäîìó áëîêó ν ïîñòàâëåí â
ñîîòâåòñòâèå ñïèñîê Sν íîìåðîâ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ïåðåñåêàþùèõ ν-ûé áëîê, è åãî
äëèíà χν . Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî x-êîîðäèíàòû ïðÿìîóãîëüíèêîâ ìîæíî âû÷èñëèòü
ïî ôîðìóëàì

xi(ν) =
ν−1∑

j=1

χj, i(ν) ∈ S−ν , ν = 1, 2, ... ,

ãäå S−ν � ìíîæåñòâî íà÷àòûõ â áëîêå ν ïðÿìîóãîëüíèêîâ. ×òî êàñàåòñÿ y-êîîðäèíàòû,
òî îíà âû÷èñëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî èç ãîðèçîíòàëüíîé áëîê-ñòðóêòóðû èëè ñ ïîìîùüþ
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äåòåðìèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ â ðàìêàõ ïðèìåíÿåìûõ äåêîäåðîâ. Â ïðåäëàãàåìîé ìî-
äèôèêàöèè ãîðèçîíòàëüíàÿ áëîê-ñòðóêòóðà îòñóòñòâóåò è íåò ÷åòêîãî çàêðåïëåíèÿ
y-êîîðäèíàòû çà ïðÿìîóãîëüíèêîì. Òåêóùàÿ è îêîí÷àòåëüíàÿ y-êîîðäèíàòà ïðÿìî-
óãîëüíèêà ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ. FBD ïûòàåòñÿ ðàçìåñòèòü ïðÿìîóãîëüíèê, ñëåäóÿ
ñòðàòåãèè �íèæíèé-ëåâûé�. Äåêîäåð FBD ïîêàçûâàåò âûñîêèå ðåçóëüòàòû [8].

Ïîñëåäîâàòåëüíîå óòî÷íåíèå îöåíîê (Sequential Value Correction, SVC). Äàëü-
íåéøåå ðàçâèòèå áëî÷íîé òåõíîëîãèè øëî ñ ïðèìåíåíèåì ìåòàýâðèñòèêè, ñî÷åòàþùåé
SVC ñ ïðîöåññîì äèíàìè÷åñêîãî ïåðåáîðà çàãîòîâîê [5, 12]. Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
ñ ïîìîùüþ ýòîãî àëãîðèòìà, ïðåâîñõîäÿò èçâåñòíûå íàì äðóãèå ýâðèñòè÷åñêèå ìåòî-
äû è âïîëíå ñîïîñòàâèìû ñ ïîñëåäíèìè ýêñïåðèìåíòàìè íà îñíîâå àëãîðèòìà GRASP
[11].

Λ-îêðåñòíîñòü äîïóñòèìîé óïàêîâêè RP. Ñ 2DSPP ñâÿçàíà ñëåäóþùàÿ çàäà-
÷à îäíîìåðíîãî ðàñêðîÿ (One Dimensional Cutting Stock Problem, 1DCSP). Ïîëîæèì
Z = W � äëèíà îäíîìåðíîãî êîíòåéíåðà; λ = w � âåêòîð äëèí ïðåäìåòîâ; β = l �
âåêòîð òðåáóåìîãî êîëè÷åñòâà ïðåäìåòîâ (àññîðòèìåíòíûé âåêòîð). Òðåáóåòñÿ ìèíè-
ìèçèðîâàòü êîëè÷åñòâî çàòðà÷åííûõ êîíòåéíåðîâ äëÿ ðàçìåùåíèÿ â íèõ ïðåäìåòîâ.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 1DCS ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè:

1◦ Â êîíòåéíåð ìîæíî óêëàäûâàòü òîëüêî ðàçëè÷íûå ïðåäìåòû, ðàçíîðîäíîñòü;

2◦ Åñëè íå âñå ïðåäìåòû äëèíû λi âõîäÿò â êîíòåéíåð, òî îñòàâøèåñÿ ðàçìåùàþòñÿ
â ñëåäóþùèõ çà íèì êîíòåéíåðàõ, ïðîäîëæåííîñòü.

Çàäà÷ó 1DCS ñ îãðàíè÷åíèÿìè 1◦ è 2◦ íàçûâàþò ïðÿìîóãîëüíî-îðèåíòèðîâàííîé
(Rectangular Oriented Stock Ðrîblem, ROCSP), à åå äîïóñòèìîå ðåøåíèå � ïðÿìî-
óãîëüíî îðèåíòèðîâàííûì ëèíåéíûì ðàcêðîåì (Rectangular Oriented Linear Cutting,
ROLC) [6]. Ôóíêöèåé öåëè â çàäà÷å ROCSP ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî Λ çàòðà÷åííûõ êîí-
òåéíåðîâ. Åñëè ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ROCSP ìíîæåñòâà ïðåäìåòîâ {w, l} ñ î÷åðåä-
íîñòüþ ðàçìåùåíèÿ, çàäàííîé ñïèñêîì π, ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì �cëåäóþùèé ïîäõî-
äÿùèé� (Next Fit, NF), ïðÿìîóãîëüíî îðèåíòèðîâàííûé ëèíåéíûé ðàñêðîé çàïèøåì
êàê ROLCNF ((λ, β), π).

Îïðåäåëåíèå 1. ROLC è ROLC' íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îíè ðàçëè-
÷àþòñÿ òîëüêî ïåðåñòàíîâêîé íà÷àëüíûõ ýëåìåíòîâ âíóòðè êîíòåéíåðîâ.

Îïðåäåëåíèå 2. Ïåðåñòàíîâêà ýëåìåíòîâ â ñïèñêå π, îòâå÷àþùåì ROLC, íà-
çûâàåòñÿ ïàññèâíîé, åñëè ïðèìåíåíèå NF ê ïîëó÷åííîìó ñïèñêó π′ ïðèâåäåò ê ýê-
âèâàëåíòíîìó ðàñêðîþ ROLC'.

Ïóñòü èìååòñÿ îðòîãîíàëüíàÿ óïàêîâêà p, îòâå÷àþùèé åé ñïèñîê π(p) è ïðÿìî-
óãîëüíî îðèåíòèðîâàííûé ëèíåéíûé ðàñêðîé ROLCNF ((λ, β), π) äëèíû Λ. Òîãäà ïî-
ñòðîåíèå ñîñåäíåãî ñ p ðåøåíèÿ ñîñòîèò èç âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùèõ ïðîöåäóð:

Λ1 Ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè π′, ýêâèâàëåíòíîé π: ñëó÷àéíûé âûáîð áëîêà
è ïàðû ýëåìåíòîâ â íåì äëÿ èõ ïàññèâíîé ïåðåñòàíîâêè.

Λ2 Êîíñòðóèðîâàíèå ñîñåäíåãî ðåøåíèÿ: ïðè âõîäíûõ äàííûõ (W ; m; w; l) ïðèìå-
íÿåì àëãîðèòì NF ê ñïèñêó π′, ïîëó÷àåì p′ = RPNF ((w, l), π′) äëèíû L′ ≥ Λ è
åãî áëîê-ñòðóêòóðó.

Ïîâòîðÿÿ ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ñîñåäíèõ ðåøåíèé, ïîëó÷àåì îêðåñòíîñòü îðòîãî-
íàëüíîé óïàêîâêè p, êîòîðóþ áóäåì èìåíîâàòü Λ-îêðåñòíîñòüþ è îáîçíà÷àòü Λ(p).
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Λ-îêðåñòíîñòü è ëîêàëüíàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà Λ(p) áûëè ïðåäëîæåíû À.Ñ. Ôèëèïïî-
âîé (Ìóõà÷åâîé) [2]. Àëãîðèòì ïîèñêà Λ(p) ñ èçìåíåíèåì çíà÷åíèé ôóíêöèè öåëè
ïðè ðåøåíèè 2DSPP ðàçâèò è ðåàëèçîâàí Ì.À. Ìåñÿãóòîâûì [3].

Ãëîáàëüíàÿ ãðàíèöà óïàêîâêè RP. Äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ðåøåíèÿ íåäî-
ñòàòî÷íî ëîêàëüíîé ãðàíèöû. Îáû÷íî äëÿ ðàñ÷åòà ãëîáàëüíîãî çíà÷åíèÿ èñïîëüçóåò-
ñÿ ãðàíèöà, ïîëó÷åíèå êîòîðîé áàçèðóåòñÿ íà ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè. Â.Ì. Êàð-
òàê ïðåäëîæèë åå óòî÷íåíèå ñ ïðèìåíåíèåì ãîðèçîíòàëüíîé áëîê-ñòðóêòóðû. Ðå-
çóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçàëè åå ïðåâîñõîäñòâî â 35 êëàññàõ èç 50 ïî
ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííîé ãðàíèöåé [3].

Òî÷íûå àëãîðèòìû íà áàçå BT. Áëî÷íàÿ òåõíîëîãèÿ îêàçàëàñü ïëîäîòâîðíîé
è â ïðîöåññå ñîçäàíèÿ òî÷íîãî àëãîðèòìà. Â.Ì. Êàðòàê ïðåäëîæèë è ðåàëèçîâàë
òî÷íûé ìàòðè÷íûé ìåòîä ñ èñïîëüçîâàíèåì âåðòèêàëüíîé è ãîðèçîíòàëüíîé áëîê-
ñòðóêòóð [7]. Ìåòîä óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ 2DSPP ñ m < 20 ðàçëè÷íûìè
ïðåäìåòàìè. Åãî àíàëîã ðàçðàáîòàí ôðàíöóçñêèìè ó÷åíûìè [14]. Îíè íåçàâèñèìî
èñïîëüçîâàëè ROLC, íàçûâàÿ åå ñìåæíîé çàäà÷åé ëèíåéíîãî ðàñêðîÿ.

2. Òåõíîëîãèÿ ñòóïåíåé (Step Technology, ST).

Òåõíîëîãèÿ ñòóïåíåé áåðåò ñâîå íà÷àëî îò óðîâíåâûõ àëãîðèòìîâ, ïðåäëîæåí-
íûõ Lody, Martello è Vigo [17]. Óðîâíåâûå àëãîðèòìû âûáèðàþò ïàêóåìûå ýëåìåíòû
ñîãëàñíî ïðîñòîé ñòðàòåãèè: �ñëåäóþùèé ïîäõîäÿùèé� (Next Fit, NF), �ïåðâûé ïîäõî-
äÿùèé� (First Fit, FF). Íîâûé ýëåìåíò óïàêîâûâàåòñÿ ñ âûðàâíèâàíèåì ïî ëåâîìó è
íèæíåìó êðàþ. ×åðåç ïðàâóþ ñòîðîíó ïðÿìîóãîëüíèêà ìàêñèìàëüíîé äëèíû ïðîâî-
äÿò âåðòèêàëüíóþ ëèíèþ. Îáëàñòü îêàçûâàåòñÿ ðàçáèòîé íà óðîâíè ïðÿìîóãîëüíîé
ôîðìû, ñîäåðæàùèå öåëèêîì ëåñòíè÷íûå ñòðóêòóðû. Îäíàêî ïðè ïðèìåíåíèè ST
íåèçáåæíûìè îêàçûâàþòñÿ ïîòåðè çà ñ÷åò ââåäåíèÿ óðîâíåé áîëüøîé äëèíû. Ïî-
ýòîìó ïðèìåíÿþòñÿ äîïîëíÿþùèå èõ àëãîðèòìû. Òåõíîëîãèÿ óäîáíà äëÿ ïðîåêòèðî-
âàíèÿ ãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ è ðàñêðîÿ. Âìåñòå ñ òåì, ST îáëàäàåò ñâîéñòâàìè,
êîòîðûå ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü ìàòýâðèñòèêè. Ëåñòíè÷íûå ñòðóêòóðû óñïåøíî èñ-
ïîëüçóþò â ñîñòàâå òî÷íîãî àëãîðèòìà [16]. Ðàññìîòðèì îäíî èç ïðèëîæåíèé ST.

Ðàçìåùåíèå êðóïíîãàáàðèòíûõ ãðóçîâ íà ïëîùàäÿõ ñ ïðåïÿòñòâèÿìè.
Îòñåêè ñàìîëåòîâ èëè ïàëóáû ñóäîâ òðóäíî ñåáå ïðåäñòàâèòü ñòðîãî ïðÿìîóãîëüíîé
ôîðìû. Êðîìå òîãî, â íèõ áûâàåò óñòàíîâëåíî ðàçëè÷íîãî âèäà îáîðóäîâàíèå. Åãî
óäàåòñÿ èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ñôîðìèðîâàííûå óðîâíè, ïîäáèðàÿ äëÿ íèõ ñìåæíûå
ëåñòíè÷íûå ñòðóêòóðû. ×òî êàñàåòñÿ áîêîâûõ ïóñòîò, òî îíè çàïîëíÿþòñÿ ìåëêèìè
ïðåäìåòàìè.

3. Ìóëüòèìåòîäíàÿ òåõíîëîãèÿ (Multi Method Technology, MMT).

Ñóòü MMT ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ïîäõîäà êîìáèíèðîâàíèÿ ýâðèñòèê ê ðåøå-
íèþ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, ïðåäëîæåííîãî È.Ï. Íîðåíêîâûì [10]. Çàäà÷à
ðàçáèâàåòñÿ íà ìíîæåñòâî ïîäçàäà÷, ïîñëåäîâàòåëüíîå ðàññìîòðåíèå êîòîðûõ äàåò
ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷ ôîðìóëèðóåòñÿ íàáîð àëüòåðíà-
òèâíûõ ýëåìåíòàðíûõ ýâðèñòèê. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó è èñïîëüçîâàíèþ ðàöèî-
íàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýâðèñòèê, ïðèìåíÿåìûõ â ïîäçàäà÷àõ. Ïåðåáîð ðåøåíèé
îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýâîëþöèîííîãî àëãîðèòìà. Ãëàâíàÿ îñîáåííîñòü çàêëþ-
÷àåòñÿ â òîì, ÷òî àëëåëÿìè ñëóæàò íå çíà÷åíèÿ ïðîåêòíûõ ïàðàìåòðîâ, à ýâðèñòèêè,
èñïîëüçóåìûå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ çíà÷åíèé. Â ñõåìå ðàçìåùåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñà-
ìàÿ íèæíÿÿ ëåâàÿ ñâîáîäíàÿ îáëàñòü. Äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ ê íåé îäèí èç ñïîñîáîâ
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óêëàäêè. Ïðè ýòîì âûáèðàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèê èç ñïèñêà π ñ ëó÷øèì ïîêàçàòåëåì
çàìåùåíèÿ. Ïîñëå ðàçìåùåíèÿ äåòàëè îíà èñêëþ÷àåòñÿ èç ñïèñêà π è áîëüøå íå ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ. Ðåàëèçàöèÿ ïðåäëîæåííûõ Þ.È. Âàëèàõìåòîâîé â ñòàòüå [1] ìåòîäîâ
äèñêðèìèíàöèè è ôîðñèðîâàíèÿ ýâðèñòèê ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü ðåçóëüòà-
òèâíîñòü àëãîðèòìîâ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî êàæäàÿ ïðîñòàÿ ýâðèñòèêà îñóùåñòâëÿåò
ïîëíûé ïåðåáîð ïî âñåì çàãîòîâêàì, âðåìÿ ðàñ÷åòà îêàçàëîñü áëèçêèì ñ âðåìåííûìè
çàòðàòàìè äðóãèõ àëãîðèòìîâ íà òåõ æå íàáîðàõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ
ïîäòâåðæäàþò ýôôåêòèâíîñòü MMT. Ïðèâåäåì îäíî èç ïðèëîæåíèé MMT.

Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ êîíòåéíåðîâ â òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâàõ (ÒÑ). Ýòà
çàäà÷à ðàññìàòðèâàëàñü â [9] ñ ó÷åòîì ñðåäû òðàíñïîðòíîé ëîãèñòèêè. Òàì áûë ïðåä-
ëîæåí äëÿ åå ðåøåíèÿ ìåòîä êîìáèíèðîâàíèÿ ýâðèñòèê. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåêîòî-
ðîå ïðåäïðèÿòèå ïóòåì îðãàíèçàöèè ðåãóëÿðíûõ ðåéñîâ îñóùåñòâëÿåò ïîñòàâêè â
Ðîññèþ êðóïíîãàáàðèòíûõ ãðóçîâ ïðîìûøëåííîãî íàçíà÷åíèÿ (ñòàíêè, îáîðóäîâà-
íèå) ñî ñêëàäà, ðàñïîëîæåííîãî â Åâðîïå. Î÷åðåäíîé ðåéñ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäî-
âàòåëüíîì ïðîõîæäåíèè ÒÑ ïóíêòîâ-ïîòðåáèòåëåé äëÿ äîñòàâêè òîâàðîâ, ïîñëåäíèì
ïóíêòîì ÿâëÿåòñÿ ñêëàä ðàçãðóçêè. Íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü çàêàç íà äîñòàâêó ðåé-
ñîì, ìàêñèìèçèðóþùèì ïðèáûëü, êîòîðóþ ïîëó÷èò ïðåäïðèÿòèå îò åãî ðåàëèçàöèè.
Ðàáîòà ìîäóëÿ ðàñ÷åòà ìàðøðóòà áóäåò çàêëþ÷àòüñÿ â ðåøåíèè çàäà÷è êîììèâîÿ-
æåðà, ò.å. îïðåäåëåíèè ïîðÿäêà ïðîõîæäåíèÿ ïóíêòîâ îòãðóçêè, è â ïîäñ÷åòå çàòðàò,
ïðîïîðöèîíàëüíûõ ïðîáåãó. Â êà÷åñòâå îñíîâíîãî çâåíà ñõåìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
ìîäóëü ðàçìåùåíèÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäîìó ãðóçó ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìîóãîëü-
íûé êîíòåéíåð, èìåþùèé äëèíó, øèðèíó è âûñîòó. Ïðè ýòîì âîçìîæíû ïîâîðîòû
êîíòåéíåðîâ òîëüêî â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâëÿòü êîíòåéíåðû
â âèäå èõ äâóìåðíûõ ïðîåêöèé íà îñíîâàíèå ãðóçîâîãî îòñåêà â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé
îáëàñòè, à âñþ çàäà÷ó ìîæíî ñâåñòè ê äâóìåðíîé çàäà÷å óïàêîâêè êîíòåéíåðîâ 2DBP.
Íåîáõîäèìî íàéòè êàðòó ðàçìåùåíèÿ êîíòåéíåðîâ âíóòðè ÒÑ ïðè âûïîëíåíèè êîì-
ôîðòíîñòè ðàçãðóçêè. Ïîä êîìôîðòíîñòüþ ïîíèìàåòñÿ ó÷åò ïîðÿäêà ðàçãðóçêè ÒÑ
ïî ìàðøðóòó åãî ñëåäîâàíèÿ. Òî åñòü êîíòåéíåðû íóæíî çàãðóçèòü òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû íå ïðèõîäèëîñü ëèøíèé ðàç èõ ïåðåäâèãàòü è ìåíÿòü ìåñòàìè ïðè î÷åðåäíîé
÷àñòè÷íîé ðàçãðóçêå. Ìóëüòèìåòîäíûé ýâîëþöèîííûé àëãîðèòì îêàçàëñÿ íàèáîëåå
ïîäõîäÿùèì ñðåäè ðàçëè÷íûõ ýâðèñòèê äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííûå òåõíîëîãèè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ëîêàëüíîãî ïîèñêà
îïòèìàëüíûõ óïàêîâîê, îíè ñ óñïåõîì ïðèìåíÿþòñÿ ïðè ðàçðàáîòêå òî÷íûõ ìåòîäîâ,
äëÿ ðàñ÷åòà íèæíèõ ãðàíèö è ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷.
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ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÌÎÄÅËÈ È ÌÅÒÎÄÛ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÃÎÐÎÄÑÊÈÕ ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ

Â.Ê. Ïîïêîâ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èìååòñÿ çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé ïî ïðîáëåìå îïòè-
ìèçàöèè è ïðîåêòèðîâàíèÿ òðàíñïîðòíûõ ñèñòåì ìåãàïîëèñîâ. Äîêëàä ïîñâÿùåí âî-
ïðîñàì ïðèìåíåíèÿ òåîðèè íåñòàöèîíàðíûõ S-ãèïåðñåòåé [1] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ àíà-
ëèçà è ñèíòåçà ãîðîäñêèõ òðàíñïîðòíûõ ñèñòåì. Êàê èçâåñòíî S-ãèïåðñåòü ÿâëÿåòñÿ
îáîáùåíèåì èåðàðõè÷åñêèõ ãèïåðñåòåé [2], â êîòîðûõ êàæäàÿ âåðøèíà x ïðåäñòàâëÿ-
åò ñîáîé ãèïåðñåòü ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí îïðåäåëÿåìûõ èíöèäåíòíûìè åé ðåáðàìè
(X-ãèïåðñåòü). Ñòðóêòóðà X-ãèïåðñåòè îïðåäåëÿåòñÿ ñâÿçÿìè ðàçëè÷íûõ âòîðè÷íûõ
ñåòåé èñõîäíîé èåðàðõè÷åñêîé ãèïåðñåòè.

Äîêëàä ñîñòîèò èç ïÿòè ðàçäåëîâ, â êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíî èçëàãàþòñÿ îñíîâ-
íûå çàäà÷è àíàëèçà è ñèíòåçà ðàçëè÷íûõ ïîäñèñòåì ãîðîäñêèõ òðàíñïîðòíûõ ñåòåé,
à òàêæå ìåòîäû èõ ðåøåíèÿ. Ñîäåðæàíèå äîêëàäà:

1. Ñòðóêòóðà òðàíñïîðòíûõ ìàãèñòðàëåé.

• Èíôîðìàöèîííàÿ ìîäåëü òðàíñïîðòíîé ñåòè ãîðîäà.
• Ïîäðîáíàÿ êëàññèôèêàöèÿ òðàíñïîðòíûõ ñåòåé (ÒÑ)
• Îïèñàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñòðóêòóð ÒÑ.
• Âåðèôèêàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ýìïèðè÷åñêèìè äàííûìè ïî òðàíñ-

ïîðòíûì ñèñòåìàì.
• Ôîðìàëèçàöèÿ áàç äàííûõ ïî óëè÷íîé ñåòè è òðàíñïîðòíûõ ìàãèñòðàëåé

ãîðîäà.

2. Òðàíñïîðòíûå ïîòîêè è èõ ìîäåëèðîâàíèå [3].

• Îïèñàíèå âèäîâ è òèïîâ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ è òåõíîëîãèé èõ äâèæåíèÿ.
• Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïîòîêîâ îñíîâíûõ òðàíñïîðòíûõ åäèíèö âíóòðè

ãîðîäà.
• Ïîñòàíîâêà çàäà÷ àíàëèçà òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ.
• Çàäà÷è ðàñïðåäåëåíèÿ (ïðîåêòèðîâàíèÿ) ðàçëè÷íûõ ãîðîäñêèõ òðàíñïîðò-

íûõ ïîäñèñòåì.
• Êëàññèôèêàöèÿ, ìîäåëèðîâàíèå è îïòèìèçàöèÿ òðàíñïîðòíûõ ðàçâÿçîê.

3. Ìîäåëè ïåðåäâèæåíèÿ ïî ãîðîäó ïàññàæèðîâ è òîâàðîâ.

• Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïàññàæèðî-ïîòîêîâ íà ãîðîäñêîì òðàíñïîðòå.
• Çàäà÷è àíàëèçà è îïòèìèçàöèè ìàðøðóòîâ äëÿ ïàññàæèðîâ íà ãîðîäñêîì

è ëè÷íîì òðàíñïîðòå.
• Ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ãðóçîïîòîêîâ è èõ îïòèìèçàöèÿ.
• Çàäà÷è îðãàíèçàöèè òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ñîáûòèéíûõ

ïåðååçäîâ.

4. Óïðàâëåíèå òðàíñïîðòíûìè ñèñòåìàìè.

• Çàäà÷è óïðàâëåíèÿ ïîòîêàìè òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ [4].
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• Àëãîðèòìû ìàðøðóòèçàöèè òðàíñïîðòíûõ åäèíèö.
• Ïîñòàíîâêà çàäà÷ è ìåòîäû óïðàâëåíèÿ ïîòîêàìè ïîñðåäñòâîì ñâåòîôîðîâ

è äðóãèìè ñèãíàëüíûìè ñðåäñòâàìè.
• Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ãîðîäñêèìè òðàíñïîðòíûìè ñèñòåìàìè.
• Î ìîíèòîðèíãå äâèæåíèÿ òðàíñïîðòà è ïåøåõîäîâ [5].
• Ìèêðîñîòîâàÿ ñåòü äëÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ äâèæåíèåì òðàíñïîðòíûõ åäè-

íèö.

5. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïóíêòîâ îáñëóæèâàíèÿ òðàíñïîðò-
íûõ ñðåäñòâ è íàñåëåíèÿ.

• Î çàäà÷àõ ðàçìåùåíèÿ áåíçîçàïðàâîê è ÑÒÎ.
• Î ãàðàæàõ è äðóãèõ ìåñòàõ õðàíåíèÿ òðàíñïîðòíûõ åäèíèö. Îïòèìàëüíîå

ðàçìåùåíèå.
• Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ðàçìåùåíèÿ îñòàíîâîê, âðåìåííûõ ñòîÿíîê òðàíñ-

ïîðòíûõ åäèíèö.
• Ðàçìåùåíèå ìåñò îáñëóæèâàíèÿ íàñåëåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãîðîäñêîãî

òðàíñïîðòà è äðóãèå çàäà÷è.
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Î ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÈ ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÛÕ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÕ
Â ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÌ ÌÅÒÎÄÅ ÂÍÓÒÐÅÍÍÈÕ ØÒÐÀÔÎÂ

Ë.Ä. Ïîïîâ

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé, êàê âíåøíèõ, òàê
è âíóòðåííèõ (èëè áàðüåðíûõ) ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííûé ðîñò øòðàôíîãî ïàðàìåò-
ðà, ÷òî ïðèâîäèò ê èçâåñòíûì âû÷èñëèòåëüíûì òðóäíîñòÿì [1�3]. Â äàííîé ðàáîòå
ïðåäëîæåíû îðèãèíàëüíûå êîíñòðóêöèè áàðüåðíûõ ôóíêöèé, ñîäåðæàùèå âíóòðè
ñåáÿ, íàðÿäó ñî øòðàôíûì ïàðàìåòðîì, äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå, îòâå÷àþùèå çà
ñïåöèôè÷åñêîå ñìåùåíèå îãðàíè÷åíèé èñõîäíîé çàäà÷è ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî äåëàåò-
ñÿ â èçâåñòíîì ìåòîäå ìíîæèòåëåé [4] äëÿ âíåøíåé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè øòðàôà.
Êàê è â ìåòîäå ìíîæèòåëåé, àëãîðèòì íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ ñìåùåíèÿ îïèðàåòñÿ íà
òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìîñòü íåîãðàíè÷åííîãî ðîñòà øòðàôíîãî
ïàðàìåòðà îòïàäàåò.

1. Íîâûå áàðüåðíûå êîíñòðóêöèè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

γ̄ = inf
x∈X

f0(x), ãäå X = { x ∈ Rn : fi(x) ≤ 0 (i = 1, . . . , m) }; (1)

çäåñü Rn � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî (n-ìåðíîå) è ôóíêöèè fi : Rn → R âûïóêëû è
äèôôåðåíöèðóåìû, i = 0, 1, . . . , m.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à (1) ðàçðåøèìà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ñëåéòåðà.
Ïðåäëàãàåìûå ìîäèôèêàöèè áàðüåðíûõ ôóíêöèé áàçèðóþòñÿ íà ñëåäóþùèõ äâóõ
êîíñòðóêöèÿõ:

Φ0(x, u) = f0(x) +
1

τ

m∑

i=1

(ui − fi(x))−1

è
Ψ0(x, u) = f0(x)− 1

τ

m∑

i=1

ln(ui − fi(x)).

Íàðÿäó ñ ïîñòîÿííûì øòðàôíûì êîýôôèöèåíòîì τ > 0 ýòè êîíñòðóêöèè âêëþ÷àþò â
ñåáÿ âåêòîð ïàðàìåòðîâ u = [u1, . . . , um] ≥ 0. Ôîðìàëüíî èõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
îáû÷íûå áàðüåðíûå ôóíêöèè äëÿ çàäà÷è (1) ñî ñïåöèàëüíûì îáðàçîì îñëàáëåííûìè
îãðàíè÷åíèÿìè

γ̄(u) = inf
x∈X(u)

f0(x), ãäå X(u) = { x ∈ Rn : fi(x) ≤ ui (i = 1, . . . , m) }; (2)

ïðè ýòîì âåêòîð u = [u1, . . . , um] èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âåêòîð ¾ñìåùåíèÿ¿ ïðàâûõ
÷àñòåé îãðàíè÷åíèé èñõîäíîé çàäà÷è.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çàäà÷à (2) òàêæå ðàçðåøèìà è ðåãóëÿðíà, â ñèëó
÷åãî [1] äëÿ âñåõ íåîòðèöàòåëüíûõ u ≥ 0 ñóùåñòâóþò òàêèå x(u) è z(u), ÷òî

Φ0(x(u), u) = min
x

Φ0(x, u), Ψ0(z(u), u) = min
x

Ψ0(x, u).

Çäåñü è â äàëüíåéøåì ìèíèìèçàöèÿ èäåò ïî âíóòðåííèì òî÷êàì îáëàñòè X(u).
Äîïîëíèì ïðèâåäåííûå âûøå áàðüåðíûå ôóíêöèè íå çàâèñÿùèìè îò x ñëàãàåìû-

ìè:
Φ(x, u) = Φ0(x, u)− 1

τ

m∑

i=1

u−1
i = f0(x) +

1

τ

m∑

i=1

fi(x)

ui(ui − fi(x))
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è
Ψ(x, u) = Ψ0(x, u) +

1

τ

m∑

i=1

ln(ui).

Îêàçûâàåòñÿ, âåðíî

Ó ò â å ð æ ä å í è å 1. γ̄ = sup
u≥0

min
x

Φ(x, u) = sup
u≥0

min
x

Ψ(x, u).

Ïîÿñíèì ïåðâîå ðàâåíñòâî. Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì â ïåðâîé áàðüåðíîé ôóíêöèè çàìåíó
äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ yi = 1/(τu2

i ) è ðàññìîòðèì ïîëó÷èâøèéñÿ ìîäèôèöèðî-
âàííûé Ëàãðàíæèàí

L(x, y) = f0(x) +
m∑

i=1

yifi(x)

1−√τyifi(x)
(= Φ(x, u)).

Â ñèëó âûøåèçëîæåííîãî ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ âñåõ y = [y1, . . . , ym] > 0 (íî íå òîëüêî)
ñóùåñòâóþò òàêèå x(y), ÷òî

L(x(y), y) = min
x
L(x, y) > −∞.

Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé îïòèìàëüíîñòè

∇x L(x, y)|x=x(y) = ∇f0(x(y)) +
m∑

i=1

yi∇fi(x(y))

[ 1−√τ yi fi(x(y)) ]2
= 0.

Â ÷àñòíîñòè, â ñèëó ñîîòíîøåíèé Êóíà�Òàêêåðà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî îïòèìàëüíîãî
âåêòîðà x̄ çàäà÷è (1) è îòâå÷àþùåãî åìó âåêòîðà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ȳ èìååì
ðàâåíñòâî

∇x L(x̄, ȳ) = ∇f0(x̄) +
m∑

i=1

ȳi∇fi(x̄)

[ 1−√τ ȳi fi(x̄) ]2
= 0,

â ñèëó ÷åãî γ̄ = f0(x̄) = L(x̄, ȳ) = min
x
L(x, ȳ) è óæå ñ ó÷åòîì ìîíîòîííîñòè îáðàòíîé

ôóíêöèè

µ̄(y) = min
x
L(x, y) ≤ L(x̄, y) = f0(x̄) +

m∑

i=1

yifi(x̄)

1−√τyifi(x̄)
≤ f0(x̄) = L(x̄, ȳ) = γ̄.

Âòîðîå ðàâåíñòâî äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Òàêèì îáðàçîì, íàøà öåíòðàëüíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåøåíèå èñõîäíîé
çàäà÷è (1) ìîæíî îñóùåñòâèòü êàê ïóòåì ïîèñêà ìàêñèìèíà

γ̄ = sup
u>0

min
x

Φ(x, u),

ò. å. òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè çíà÷åíèé ôóíêöèè

µ(u) = min
x

Φ(x, u) = min
x

Φ0(x, u)− 1

τ

m∑

i=1

u−1
i ,

òàê è ïóòåì ïîèñêà ìàêñèìèíà

γ̄ = sup
u>0

min
x

Ψ(x, u),
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ò. å. òî÷íîé âåðõíåé ãðàíè çíà÷åíèé ôóíêöèè

ν(u) = min
x

Ψ(x, u) = min
x

Ψ0(x, u)− 1

τ

m∑

i=1

u−1
i ,

Îòìåòèì, ÷òî ïåðåä íàìè çàäà÷è ïîèñêà ìàêñèìèíà ñî ñâÿçàííûìè ïåðåìåííûìè.

2. Íàñòðîéêà äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ

Ïðîöåäóðà íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ ñìåùåíèÿ èìååò èòåðàòèâíûé õàðàêòåð, ò. å.
ñîñòîèò èç ñåðèè îäíîòèïíûõ øàãîâ (èòåðàöèé). Ïóñòü u0 = [u0

1, . . . , u
0
m] > 0 � ïðî-

èçâîëüíûé âåêòîð íà÷àëüíîãî ñìåùåíèÿ, t � íîìåð èòåðàöèè, ïðèíèìàþùèé ïîñëå-
äîâàòåëüíûå çíà÷åíèÿ t = 0, 1, 2, . . . . Èòåðàöèÿ ñ íîìåðîì t íà÷èíàåòñÿ ñ òîãî, ÷òî
ïî òåêóùåìó ïðèáëèæåíèþ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ut èùåòñÿ âåêòîð ïðÿìûõ ïå-
ðåìåííûõ xt òàêîé, ÷òî

Υ(xt, u
t) = min

x
Υ(x, ut), (3)

ãäå Υ(x, u) � îäíà èç íîâûõ áàðüåðíûõ ôóíêöèé � Φ0(x, u) èëè Ψ0(x, u). Ïîñëå òîãî,
êàê òî÷êà ìèíèìóìà áàðüåðíîé ôóíêöèè íàéäåíà, êîìïîíåíòû òåêóùåãî âåêòîðà
ñìåùåíèÿ ïåðåîïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

ut+1
i = ut

i − fi(xt) (i = 1, . . . , m). (4)

Çàòåì íîìåð èòåðàöèè óâåëè÷èâàåòñÿ íà 1 è âñå ïåðå÷èñëåííûå îïåðàöèè ïîâòîðÿþò-
ñÿ âíîâü. Ïðîöåññ ìîæíî ïðåðâàòü ïðè äîñòèæåíèè ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè ðåçóëüòàòà.

Ðàçáåðåì ïðåäëàãàåìóþ ñõåìó äëÿ ñëó÷àÿ Υ = Φ0(x, u). Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (3)
ïîäðàçóìåâàþò ðàâåíñòâà

∇x Φ0(xt, u
t) = ∇f0(xt) +

1

τ

m∑

i=1

∇fi(xt)

[ut
i − fi(xt)]2

= 0.

Ïîñëåäíèå, â ñèëó âûïóêëîñòè âñåõ âõîäÿùèõ â çàäà÷ó ôóíêöèé è ñ ó÷åòîì ïðîñòîãî
íåðàâåíñòâà 1/w − 1/w0 ≥ −(w − w0)/w

2
0, êîòîðîìó ôóíêöèÿ φ(w) = 1/w óäîâëåòâî-

ðÿåò â ñèëó ñâîåé âûïóêëîñòè (ïðè w > 0), ïîçâîëÿþò âûïèñàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
îöåíîê:

Φ0(x, u)− Φ0(xt, u
t) = f0(x)− f0(xt) +

1

τ

m∑

i=1

[
1

ui − fi(x)
− 1

ut
i − fi(xt)

]
≥

≥ f0(x)− f0(xt) +
1

τ

m∑

i=1

fi(x)− fi(xt) + ut
i − ui

[ut
i − fi(xt)]2

≥

≥ 〈∇f0(xt), x− xt〉 +
1

τ

m∑

i=1

〈∇fi(xt), x− xt〉
[ut

i − fi(xt)]2
+

1

τ

m∑

i=1

ut
i − ui

[ut
i − fi(xt)]2

=

= 〈∇xΦ0(xt, u
t), x− xt〉 +

1

τ

m∑

i=1

ut
i − ui

[ut
i − fi(xt)]2

=
1

τ

m∑

i=1

ut
i − ui

[ut
i − fi(xt)]2

;

çäåñü 〈· , ·〉 � ñèìâîë ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â Rn.
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Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü

Ó ò â å ð æ ä å í è å 2. Äëÿ âñåõ u = [u1, . . . , um] > 0 âåðíî

µ(u) ≥ µ(ut) +
1

τ

m∑

i=1

(
1

ut
i

− 1

ui

)
+

1

τ

m∑

i=1

ut
i − ui

[ut
i − fi(xt)]2

.

Ïîäáåðåì òåïåðü òàêîå u, ÷òîáû âûøå ñóììà äâóõ ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ

∆(t, u) =
1

τ

m∑

i=1

(
1

ut
i

− 1

ui

)
+

1

τ

m∑

i=1

ut
i − ui

[ut
i − fi(xt)]2

,

áûëà êàê ìîæíî áîëüøå. Ïîñêîëüêó ýòà ñóììà ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîãíóòîé ôóíêöèåé
àðãóìåíòà u, òî äîñòàòî÷íî ïðèðàâíÿòü ê íóëþ åå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå

∂∆(t, u)

∂uj

=
1

τ

(
1

u2
i

− 1

[ut
i − fi(xt)]2

)
= 0 (i = 1, . . . , m)

è ðåøèòü ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé. Î÷åâèäíîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû

ui = ut
i − fi(xt) (i = 1, . . . , m)

è ïðåäëàãàåòñÿ âûøå âçÿòü â êà÷åñòâå îáíîâëåííîãî âåêòîðà ñìåùåíèé ut+1
i . Ïîä÷åðê-

íåì, ÷òî çíà÷åíèÿ åãî êîìïîíåíò àâòîìàòè÷åñêè ïîëîæèòåëüíû è, åñëè ut+1 6= ut, òî

∆(t, ut+1) = max
u

∆(t, u) > ∆(t, ut) = 0,

òàê ÷òî çàâåäîìî áóäåò âåðíî íåðàâåíñòâî

µ(ut+1) > µ(ut).

Ïîâòîðÿÿ ýòîò ïðîöåññ ìíîãîêðàòíî, ïîëó÷àåì ìîíîòîííî ðàñòóùóþ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè µ( · ), ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñõîäÿùóþñÿ ê îïòè-
ìàëüíîìó çíà÷åíèþ γ̄.

3. Óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè è âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Ïóñòü x̄ � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (1) è I0 = {i : fi(x̄) = 0} � ìíîæåñòâî
èíäåêñîâ åå àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷à (1) ñèëüíî ðåãóëÿðíà,
ò. å. | I0 | = n, ïðè÷åì âåêòîðû {∇fi(x̄) (i ∈ I0) } ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ȳi > 0 ïðè
âñåõ i ∈ I0 (óñëîâèÿ ñòðîãîé äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè). Êàê èçâåñòíî [5], óñëîâèå
ñèëüíîé ðåãóëÿðíîñòè çàäà÷è (1) àâòîìàòè÷åñêè îáåñïå÷èâàåò è ñóùåñòâîâàíèå äëÿ
íåå òî÷êè Ñëåéòåðà, è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ x̄ ïðÿìîé çàäà÷è (1), è ñóùåñòâîâà-
íèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ ȳ äâîéñòâåííîé ê íåé çàäà÷è.

Èìååò ìåñòî

Ó ò â å ð æ ä å í è å 3. Ïóñòü çàäà÷à (1) ðàçðåøèìà è ñèëüíî ðåãóëÿðíà. Òîãäà ïðè
âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ τ > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëûõ íà÷àëüíûõ âåêòîðàõ ñìåùåíèÿ
u0 > 0 ïðîöåññ (3)�(4) ïîðîæäàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xt} è {ut} ñî ñâîéñòâàìè

lim
t→∞ ‖xt − x̄‖ = 0, lim

t→∞ ‖y
t − ȳ‖ = 0,
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ãäå yt = [yt
1, . . . , y

t
m] � âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè yt

i = 1/(τ(ut
i)

2) äëÿ ïåðâîé áàðüåðíîé
ôóíêöèè è yt

i = 1/(τ(ut
i)) � äëÿ âòîðîé.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïðåäâàðèòåëüíûå ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà çàäà-
÷àõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñðåäíåé ðàçìåðíîñòè ïîêàçàëè âåñüìà îáíàäåæè-
âàþùèå ðåçóëüòàòû [6, 7].

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 07-01-00399 è ãðàíòîì âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë
ÍØ-2081.2008.1.
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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÇÀÄÀ×È ÊÀËÅÍÄÀÐÍÎÃÎ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß
ÈÍÂÅÑÒÈÖÈÎÍÍÛÕ ÏÐÎÅÊÒÎÂ

Â.Â. Ñåðâàõ

Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ìîäåëè ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ èíâå-
ñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ:
• Îñíîâíàÿ öåëü ðåàëèçàöèè ïðîåêòîâ � ïîëó÷åíèå ïðèáûëè.
• Èíâåñòèöèîííûå ïðîåêòû íîñÿò äîëãîñðî÷íûé èëè ñðåäíåñðî÷íûé õàðàêòåð, è
áîëüøèíñòâî ðåñóðñîâ ìîæåò áûòü òðàíñôîðìèðîâàíî â ôèíàíñîâûé ðåñóðñ, êîòî-
ðûé ÿâëÿåòñÿ ñêëàäèðóåìûì.
• Ïîñòóïëåíèÿ îò ðåàëèçàöèè ïðîåêòà è ïðèáûëü ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè.
• Ïîëó÷àåìûé äîõîä ðåèíâåñòèðóåòñÿ.
• Èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êðåäèòîâ.

Ïðîåêò çàäàåòñÿ ìíîæåñòâîì ðàáîò V = {1, 2, . . . , N} è ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì èõ
âûïîëíåíèÿ E. Â ìîìåíò âðåìåíè t èìååòñÿ êàïèòàë K(t). Êðîìå òîãî, ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ êðåäèòà ñ âûïëàòîé ïðîöåíòîâ ïî ãîäîâîé ñòàâêå r.
Êàæäàÿ ðàáîòà j ∈ V õàðàêòåðèçóåòñÿ äëèòåëüíîñòüþ pj ∈ Z+ è ïîòðåáíîñòüþ â êà-
ïèòàëå rj(τ), τ = 1, 2, . . . , pj. ×åðåç cj(τ) îáîçíà÷èì îáúåì ïîñòóïëåíèé îò ðàáîòû j â
ìîìåíò âðåìåíè τ . Çíà÷åíèå cj(τ) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ íåïðåðûâíî.

Ïóñòü sj - âðåìÿ íà÷àëà âûïîëíåíèÿ ðàáîòû j. Íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü ðàñïèñàíèå
âûïîëíåíèÿ ðàáîò ïðîåêòà S = {sj} è îïðåäåëèòü ðàçìåðû êðåäèòíûõ çàèìñòâî-
âàíèé, ïðè êîòîðûõ ÷èñòàÿ ïðèâåäåííàÿ ïðèáûëü ìàêñèìàëüíà, à âîçìîæíûé ðèñê
íåâûïîëíåíèÿ ïðîåêòà � ìèíèìàëåí.

Çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå äàæå â
ñëó÷àå, êîãäà ïðîåêò âûïîëíÿåòñÿ áåç êðåäèòîâ è ïîëó÷àåìàÿ ïðèáûëü íå ðåèíâåñòè-
ðóåòñÿ [1]. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ â çàäà÷å ìàêñèìèçèðóåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
÷èñòîé ïðèâåäåííîé ïðèáûëè (NPV). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ ðàçëè÷íûå
ïîñòàíîâêè çàäà÷ ñ ó÷åòîì ðåèíâåñòèðîâàíèÿ ïîëó÷àåìîé ïðèáûëè è âîçìîæíîñòè
èñïîëüçîâàíèÿ êðåäèòîâ. Òàê êàê ïîñòóïëåíèÿ cj(τ) ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíà-
ìè, òî ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü íå òîëüêî ïðèáûëü, íî è âîçìîæíûå ðèñêè. Ïðåäëîæå-
íû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê îöåíêå ðèñêîâ ïðîåêòà. Îïèñàíî, êàêèì îáðàçîì ðàññ÷èòû-
âàþòñÿ êðåäèòû ïðè çàäàííîì ðàñïèñàíèè âûïîëíåíèÿ ðàáîò. Ðàññìîòðåíû ìåòîäû
ñíèæåíèÿ ðèñêîâ çà ñ÷åò äèâåðñèôèêàöèè âëîæåíèé è ñèíåðãåòè÷åñêèé ýôôåêò ïðè
ñîâìåñòíîì âûïîëíåíèè ïðîåêòîâ.
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ÍÎÂÛÅ ÌÅÒÎÄÛ ÐÅØÅÍÈß ÍÅÂÛÏÓÊËÛÕ ÇÀÄÀ×
ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ È ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

À.Ñ. Ñòðåêàëîâñêèé

1. Ââåäåíèå
Â ïîñëåäíèå äâà-òðè äåñÿòèëåòèÿ âíèìàíèå ñïåöèàëèñòîâ ïî ýêñòðåìàëüíûì çàäà÷àì
âñå ÷àùå îáðàùàåòñÿ ê íåâûïóêëûì çàäà÷àì îïòèìèçàöèè, â êîòîðûõ ìîæåò ñóùå-
ñòâîâàòü äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ëîêàëüíûõ ðåøåíèé è ñòàöèîíàðíûõ (êðèòè÷å-
ñêèõ, ñêàæåì, â ñìûñëå óñëîâèé Ôåðìà è Ëàãðàíæà) òî÷åê, âåñüìà äàëåêèõ äàæå ïî
çíà÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè îò ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ, òàê íåîáõîäèìîãî, ñ ïðàêòè÷å-
ñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Âûïóêëûå æå çàäà÷è, êàê èçâåñòíî [1], îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì,
÷òî êàæäîå ëîêàëüíîå ðåøåíèå îêàçûâàåòñÿ è ãëîáàëüíûì.

Ïðè ýòîì íà ïðàêòèêå âûïóêëûå çàäà÷è âñòðå÷àþòñÿ êðàéíå ðåäêî, õîòÿ â ó÷åá-
íèêàõ ïðèìåðîâ âûïóêëûõ çàäà÷ ïðåäîñòàòî÷íî. Ê òîìó æå, â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ
íåâûïóêëûå ñòðóêòóðû ÷àùå âñåãî ïðèñóòñòâóþò â ñêðûòîé ôîðìå. Êàê ñëåäñòâèå,
ñïåöèàëèñòû íå âñåãäà îáðàùàþò âíèìàíèå íà èõ ïðèñóòñòâèå è ïðèðîäó âîçíèêíîâå-
íèÿ, êàê, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ èåðàðõè÷åñêîé îïòèìèçàöèè è îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-
íèÿ íåëèíåéíûìè ñèñòåìàìè. À áåç çíàíèÿ ñòðóêòóðû íåâûïóêëîñòè òðóäíî ðàññ÷è-
òûâàòü íà óñïåõ. Çàìåòèì, ÷òî äîâîëüíî ÷àñòî íåâûïóêëûå ñòðóêòóðû ïîðîæäåíû
âûïóêëûìè (äîïîëíåíèå âûïóêëîãî ìíîæåñòâà, ìàêñèìèçàöèÿ âûïóêëîé ôóíêöèè è
ò.ï.).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðèêëàäíèêè ÷àñòî íå çàäóìûâàþòñÿ î êîððåêòíîñòè ïðÿìîãî
ïðèìåíåíèÿ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè â íåâûïóêëûõ çàäà÷àõ, à ÷èñëåííûå
ðåçóëüòàòû èíòåðïðåòèðóþòñÿ ëèøü ñ ñîäåðæàòåëüíîé ñòîðîíû, çàáûâàÿ î òîì, ÷òî
âñå êëàññè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìèçàöèè (íüþòîíîâñêèå, ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ, äî-
ïóñòèìûõ íàïðàâëåíèé, ïîñëåäîâàòåëüíîé êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè, áàðüåðíûå
è ò.ä.) ñõîäÿòñÿ ê ãëîáàëüíîìó ðåøåíèþ òîëüêî â âûïóêëûõ çàäà÷àõ.

Â íåâûïóêëûõ æå çàäà÷àõ ïðÿìîå ïðèìåíåíèå ñòàíäàðòíûõ ìåòîäîâ ìîæåò èìåòü
íåïðåäñêàçóåìûå ïîñëåäñòâèÿ [1], à ïîðîþ è óâîäèòü îò èñêîìîãî ðåøåíèÿ.

2. Êëàññèôèêàöèÿ
Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå äîñòàòî÷íî øèðîêèì äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ

êëàññ d.c. ôóíêöèé DC(IRn), ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé

f(x) = g(x)− h(x), x ∈ IRn, g, h ∈ CONV (IRn). (1)

Ýòîò êëàññ îáëàäàåò íåñêîëüêèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè.
a) Ìíîæåñòâî DC(IRn) ïîðîæäåíî õîðîøî èçó÷åííûì êëàññîì � êîíóñîì âûïóê-

ëûõ ôóíêöèé è ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì.
b) DC(IRn) âêëþ÷àåò â ñåáÿ õîðîøî èçâåñòíûå êëàññû, òàêèå êàê äâàæäû äèô-

ôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè, ñòåïåííûå ïîëèíîìû, ôóíêöèè È.È. Åðåìèíà è ò.ä. è ò.ï.
c) Ïðîèçâîëüíàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà êîìïàêòå K ⊂ IRn ìîæåò áûòü ñêîëü

óãîäíî òî÷íî ïðèáëèæåíà (â òîïîëîãèè ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè) ôóíêöèåé èç DC(K)
[2]. Êàê ñëåäñòâèå, ëþáàÿ íåïðåðûâíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè íà êîìïàêòå ìîæåò áûòü
àïïðîêñèìèðîâàíà çàäà÷åé îïòèìèçàöèè ñ d.c. ôóíêöèÿìè. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî, åñ-
ëè f ÿâëÿåòñÿ d.c. ôóíêöèåé, òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå ÷èñëî d.c. ïðåäñòàâëåíèé
òèïà (1), íàïðèìåð, â âèäå ðàçíîñòè ñèëüíî âûïóêëûõ ôóíêöèé, ÷òî, êàê ïîêàçûâàåò
îïûò, âåñüìà âûãîäíî ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ [2].
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3. Ëîêàëüíûé ïîèñê

Â îòëè÷èå îò èçâåñòíûõ ïðîöåäóð òèïà "âåòâåé è ãðàíèö", îòñå÷åíèé è ò.ä. , "ïîçà-
áûâøèõ" , êàê èçâåñòíî, ñîâðåìåííûå ìåòîäû âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, ìû íàñòàèâàåì
íà íåïðåìåííîì, íî "íåïðÿìîì" èñïîëüçîâàíèè ýòèõ ìåòîäîâ â ãëîáàëüíîé îïòèìè-
çàöèè [2]. Òàê, íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è d.c. ìèíèìèçàöèè

(P) f(x) = g(x)− h(x) ↓ min, x ∈ D ⊂ IRn, (2)
ãäå g, h, D � âûïóêëû, áàçîâûì ýëåìåíòîì, "êèðïè÷îì" ÿâëÿåòñÿ, íà íàø âçãëÿä,
ðåøåíèå (ëèíåàðèçîâàííîé â òåêóùåé òî÷êå xs ∈ D) âûïóêëîé çàäà÷è

(PLs) g(x)− 〈∇h(xs), x〉 ↓ min x ∈ D. (3)

Â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà ìåòîäà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ("êèðïè÷à"), ãëîáàëüíûé ïî-
èñê (âñå çäàíèå) ìîæåò îêàçàòüñÿ óäà÷íûì èëè íåò: "óñòîé÷èâûì" ê âûáîðó íà÷àëü-
íîãî ïðèáëèæåíèÿ èëè ïîëó÷àòü â ëó÷øåì ñëó÷àå ïðîñòî äîïóñòèìóþ òî÷êó.

Ñàì æå ëîêàëüíûé ïîèñê (Local Search Procedure, LSP) ìîæåò ñîñòîÿòü, íàïðè-
ìåð, èç ïîñëåäîâàòåëüíîãî (êàê â ìåòîäå ïðîñòîé èòåðàöèè) ðåøåíèÿ çàäà÷ (PLs)−
(3). Çíàÿ xs ∈ D, íàõîäèì xs+1 ∈ D êàê ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå (PLs). Óäèâèòåëüíî,
÷òî ïðîöåññ â ýòîì ñëó÷àå ñõîäèòñÿ (ïî ôóíêöèè f = g − h) [2] ê ðåøåíèþ ëèíåàðè-
çîâàííîé çàäà÷è

(PL∗) g(x)− 〈∇h(x∗), x〉 ↓ min x ∈ D,

(x∗ � êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà îòíîñèòåëüíî ìåòîäà ëîêàëüíîãî ïîèñêà). Ïðè äîïîëíèòåëü-
íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ñèëüíî âûïóêëîãî ðàçëîæåíèÿ f = g − h, ìîæíî îáåñïå÷èòü
ñõîäèìîñòü xs → x∗.

Íà íåáîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ (n ≤ 7 − 10) äîâîëüíî ÷àñòî ýòîò ìåòîä äîñòàâëÿåò
ãëîáàëüíîå ðåøåíèå, ÷òî äîáàâëÿåò òðóäíîñòåé â ïîñòðîåíèè õîðîøèõ ("ïëîõèõ")
íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ òåñòèðîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî ïîèñêà.

4. Ãëîáàëüíûé ïîèñê

Ïðåæäå âñåãî îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0 â ëîêàëü-
íîì ïîèñêå (LS) íå îáÿçàòåëüíî äîëæíî áûòü äîïóñòèìûì, îäíàêî îñòàëüíûå èòåðà-
öèè x1, x2, . . . , xs, . . . äîïóñòèìû ïî ïîñòðîåíèþ.

Îáùàÿ ïðîöåäóðà ãëîáàëüíîãî ïîèñêà ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé:
a) ëîêàëüíîãî ïîèñêà;
b) ïðîöåäóðû âûõîäà èç êðèòè÷åñêîé òî÷êè, îñíîâàííîé íà óñëîâèÿõ ãëîáàëüíîé

îïòèìàëüíîñòè (ÓÃÎ, GOC)[2], ñ ïîñëåäóþùèì âêëþ÷åíèåì ëîêàëüíîãî ïîèñêà.
Âñå äåëî â òîì, ÷òî ÓÃÎ îáëàäàåò òàê íàçûâàåìûì àëãîðèòìè÷åñêèì (êîíñòðóê-

òèâíûì) ñâîéñòâîì, ïîçâîëÿþùèì â ñëó÷àå íàðóøåíèÿ ýòèõ ÓÃÎ ñòðîèòü äîïóñòè-
ìóþ òî÷êó, ëó÷øóþ, ÷åì èññëåäóåìàÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è (P)− (2) ÓÃÎ èìåþò ñëåäóþùèé âèä [2]:

z ∈ Sol(P) ⇒ ∀(y, β) ∈ IRn × IR :

h(y) = β − ζ, ζ := f(z), (4)
g(x)− β ≥ 〈∇h(y), x− y〉 ∀x ∈ D. (5)
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè ïðè íåêîòîðûõ (ŷ, β) èç (4) è x̂ ∈ D (5) íàðóøåíî:

g(x̂) < β + 〈∇h(ŷ), x̂− ŷ〉,

òî èç âûïóêëîñòè h âûòåêàåò

f(x̂) = g(x̂)− h(x̂) < h(ŷ) + ζ − h(ŷ) = f(z)

èëè f(x̂) < f(z). Òàê ÷òî x̂ ∈ D "ëó÷øå" , ÷åì z. Ïîýòîìó, ïåðåáèðàÿ â (4) "ïàðàìåòðû
âîçìóùåíèÿ" (y, β) è ðåøàÿ ëèíåàðèçîâàííûå çàäà÷è (ñì. (5))

g(x)− 〈∇h(y), x〉 ↓ min, x ∈ D (6)

(ãäå y íå îáÿçàòåëüíî äîïóñòèìà (!!!)), ïîëó÷àåì öåëîå ñåìåéñòâî íà÷àëüíûõ òî÷åê
x(y, β) äëÿ LSP. Ïðè ýòîì íà êàæäîì óðîâíå ζ íå îáÿçàòåëüíî ïåðåáèðàòü âñå (y, β) �
äîñòàòî÷íî ïîëó÷èòü íàðóøåíèå (5) òîëüêî äëÿ îäíîé ïàðû (ŷ, β). Ïîñëå ýòîãî íóæíî
ïåðåõîäèòü íà íîâûé óðîâåíü zk+1 := x̂, ζk+1 := f(zk+1), è íà÷èíàòü âñå ñíà÷àëà.

Øèðîêîå ïîëå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîäòâåðäèëî íåîæèäàííî âûñîêóþ
ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà â îñîáåííîñòè äëÿ çàäà÷ âûñîêîé ðàçìåðíî-
ñòè äàæå â ñëó÷àå ïðîãðàììíûõ ðåàëèçàöèé, ïðîâåäåííûõ ñòóäåíòàìè è àñïèðàíòàìè
[3, 5-7].

5. Ïðèêëàäíûå çàäà÷è

5.1. Áèìàòðè÷íûå èãðû è áèëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Áèìàòðè÷íûå èãðû (ÁÌÈ) ÿâëÿþòñÿ èíñòðóìåíòîì ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðî-
âàíèÿ êîíôëèêòîâ äâóõ ñòîðîí, èìåþùèõ ðàçëè÷íûå èíòåðåñû è êîíå÷íîå ìíîæåñòâî
ñòðàòåãèé.

Ðàçðàáîòàí íîâûé ìåòîä ïîèñêà ñèòóàöèé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â ÁÌÈ, îñíîâàí-
íûé íà âàðèàöèîííîì ïîäõîäå, çàêëþ÷àþùåìñÿ (â ñâîþ î÷åðåäü) â ñâåäåíèè çàäà÷è
ïîèñêà ðàâíîâåñèÿ Íýøà ê íåêîòîðîé áèëèíåéíîé çàäà÷å ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ [3]. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíåé óñïåøíî ïðèìåíåíà òåîðèÿ ãëîáàëüíîãî ïî-
èñêà, ïîçâîëèâøàÿ ðåøèòü çàäà÷è âûñîêîé ðàçìåðíîñòè (äî 1000× 1000).

Ïàðàëëåëüíàÿ ïðîãðàììíàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà ãëîáàëüíîãî ïîèñêà ïîçâîëèëà ïî-
ëó÷èòü ïî÷òè ëèíåéíîå óñêîðåíèå (â 5-6 ðàç íà 8 ïðîöåññîðàõ)[8].

Ðàçðàáîòàííàÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ ÁÌÈ çàòåì áûëà îáîáùåíà íà îáùèå çàäà÷è áè-
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è óñïåøíî ðåàëèçîâàíà â êà÷åñòâå ïðîãðàììíîãî êîì-
ïëåêñà, ýôôåêòèâíîñòü êîòîðîãî ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòîì [3].

5.2. Èåðàðõè÷åñêèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè

Èåðàðõè÷åñêèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè âîçíèêàþò â ïðèëîæåíèÿõ (ýêîíîìè÷åñêèõ,
òåõíè÷åñêèõ, óïðàâëåí÷åñêèõ è ò.ä. è ò.ï.) è õàðàêòåðèçóþòñÿ îïðåäåëåííîé ñàìî-
ñòîÿòåëüíîñòüþ íèæíèõ óðîâíåé. Ïðè ýòîì íà êàæäîì èç óðîâíåé ìîãóò ïðèñóò-
ñòâîâàòü íå òîëüêî îïòèìèçàöèÿ, íî è ïîèñêè ðàâíîâåñèé. ×àùå âñåãî, ïåðåìåííûå
ðàçíûõ óðîâíåé îáû÷íî ñâÿçàíû ïîñðåäñòâîì öåëåâûõ ôóíêöèé è/èëè äîïóñòèìûõ
ìíîæåñòâ, íàïðèìåð,
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f(x, y) ↓ min
x

,

(x, y) ∈ X
4
={(x, y)|fi(x, y) ≤ 0, i = 1, . . . , p}

y ∈ Y∗(x)
4
= Arg min

y
{g(x, y)|y ∈ Y (x)},

Y (x) = {y ∈ IRn|Ax + By ≤ b}.
Äëÿ ïðîñòûõ êëàññîâ ïîäîáíûõ çàäà÷ (ëèíåéíî-ëèíåéíûõ è êâàäðàòè÷íî-ëèíåéíûõ)
ðàçðàáîòàí âàðèàöèîííûé ïîäõîä, âûÿâëÿþùèé ñêðûòóþ íåâûïóêëîñòü, ñ ïîñëåäóþ-
ùèì ïðèìåíåíèåì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåòîäîâ ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî ïîèñêà. ×èñ-
ëåííûå ýêñïåðèìåíòû äîêàçàëè âûñîêóþ ñðàâíèòåëüíóþ ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåí-
íûõ ïðîöåäóð.

5.3. Ëèíåéíàÿ çàäà÷à äîïîëíèòåëüíîñòè

Ïîäîáíûì æå ïîäõîäîì áûëà ðåøåíà èçâåñòíàÿ çàäà÷à äîïîëíèòåëüíîñòè: íàéòè
(x,w), òàêèå ÷òî Mx + q = w, 〈x,w〉 = 0, x ≥ 0, w ≥ 0, x, w ∈ IRn, ãäå M íå
îáÿçàòåëüíî çíàêîîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Ê ïîäîáíûì çàäà÷àì ñâîäÿòñÿ ìíîãèå ïðè-
êëàäíûå çàäà÷è, íàïðèìåð, çàäà÷à ðûíî÷íîãî ðàâíîâåñèÿ, çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì
ïîñòîÿííîì êàïèòàëå è ò.ä.

Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ àëãîðèòìà ãëîáàëüíîãî ïîèñêà äåìîíñòðèðóþò ýôôåê-
òèâíîñòü ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêè íà äîñòàòî÷íî øèðîêîì ïîëå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ
ñî çíàêîíåîïðåäåëåííîé ìàòðèöåé M âûñîêîé ðàçìåðíîñòè äî 400.

5.4. Çàäà÷è ôèíàíñîâîé è ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêè

Ïîäîáíûå çàäà÷è âåñüìà ðàñïðîñòðàíåíû â ïðèëîæåíèÿõ è ÷àñòî òðàêòóþòñÿ êàê
çàäà÷è îáîáùåííîé îòäåëèìîñòè [7]. Íàïðèìåð, åñëè äâà ìíîæåñòâà òî÷åê A è B õà-
ðàêòåðèçóþòñÿ ìàòðèöàìè A = [a1, . . . , aM ], B = [b1, . . . , bN ], aj, bj ∈ IRn, òî çàäà÷ó
î ïîëèýäðàëüíîé îòäåëèìîñòè ìîæíî ñâåñòè ê ìèíèìèçàöèè íåâûïóêëîé íåäèôôå-
ðåíöèðóåìîé ôóíêöèè îøèáêè

F (V, Γ) = F1(V, Γ) + F2(V, Γ), (7)

F1(V, Γ) =
1

M

M∑

i=1

max{0, max
1≤p≤P

(〈ai, vp〉 − γp + 1)},

F2(V, Γ) =
1

N

N∑

j=1

max{0; min
1≤p≤P

(−〈bj, vp〉+ γp + 1)}.





(8)

Îáîáùåíèå òåîðèè ãëîáàëüíîãî ïîèñêà íà íåãëàäêèé ñëó÷àé ïîçâîëèëî ðàçðàáîòàòü
ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ïî ðåøåíèþ íåãëàäêèõ çàäà÷ d.c. ìèíèìèçàöèè, äîêàçàâøèé
ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü íà ñåðèè òåñòîâûõ ïðèìåðîâ âûñîêîé ðàçìåðíîñòè èç ëèòåðà-
òóðû.
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6. Îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå (ÎÓ)
Ñ ó÷åòîì âûøåñêàçàííîãî, ëîêàëüíûé ïîèñê â äîñòàòî÷íî îáùåé çàäà÷å íåâûïóêëîãî
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ:

(P1) : J(u) ↓ min
u

, u ∈ U , (9)

J(u) = g1(x(t1))− h1(x(t1)) +
∫

T

[g(x(t), t)− h(x(t), t) + f(u(t), t)]dt, (10)

U = {u(·) ∈ Lr
∞(T ) | u(t) ∈ U ⊂ IRr ∀t ∈ T},

ôóíêöèè g1(x), h1(x) è x → g(x, t), h(x, t), t ∈ T âûïóêëû è äèôôåðåíöèðóåìû, íàä,
ñêàæåì, ëèíåéíîé ñèñòåìîé óïðàâëåíèÿ

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(u(t), t), x(t0) = x0, (11)

ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî î÷åâèäíûì [4,5]. Íåîáõîäèìî íà êàæäîé èòåðàöèè ðåøàòü
âûïóêëóþ (ëèíåàðèçîâàííóþ) çàäà÷ó ÎÓ:

Is(u) ↓ min
u

, u(·) ∈ U , (12)

Is(u) := g1(x(t1))−〈∇h1(x
s(t1)), x(t1)〉+

∫

T

[g(x(t), t)−〈∇h(xs(t), t), x(t)〉+ f(u(t), t)]dt.

Äëÿ çàäà÷è (9)−(11) äîêàçàíû ÓÃÎ, íà îñíîâå êîòîðûõ ðàçðàáîòàíû è ïðîöåäóðû
ãëîáàëüíîãî ïîèñêà.
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ÐÀÂÍÎÂÅÑÍÎÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ
È ÌÅÒÎÄÛ ÃËÎÁÀËÜÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Î.Â. Õàìèñîâ

Â äîêëàäå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ïîñòàíîâêå
À.Ñ. Àíòèïèíà [1, 2].

Ïóñòü Ω - íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç Rn, çàäàíà ôóíêöèÿ Φ(v, w), îïðåäåëåííàÿ íà
äåêàðòîâîì ïðîèçâåäåíèè Ω × Ω. Çàôèêñèðóåì v ∈ Ω è ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Φ(v, w) → min, (1)

w ∈ Ω. (2)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W (v) ìíîæåñòâî (âîçìîæíî, ïóñòîå) îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è
(1)-(2):

W (v) = Argmin{Φ(v, w) : w ∈ Ω}.
Ðåøåíèå çàäà÷è (1)-(2) îïðåäåëÿåò òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîå (èëè ìíîãîçíà÷íîå) îòîá-
ðàæåíèå v → W (v). Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî W (v) åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê ìèíèìóìà
çàäà÷è (1)-(2), òàêîå îòîáðàæåíèå íàçûâàþò ýêñòðåìàëüíûì.

Çàäà÷à ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàé-
òè íåïîäâèæíóþ òî÷êó òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ v → W (v) èëè
óñòàíîâèòü, ÷òî òàêîé òî÷êè íå ñóùåñòâóåò.

Äðóãèìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ íàéòè âåêòîð v∗ ∈ Ω òàêîé, ÷òî

v∗ ∈ W (v∗), (3)

èëè äîêàçàòü, ÷òî â ìíîæåñòâå Ω òàêîé òî÷êè íå ñóùåñòâóåò. Âîçâðàùàÿñü ê îáîçíà÷å-
íèÿì (1)-(2), çàäà÷ó ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî ïåðåïèñàòü ñëåäóþùèì
îáðàçîì: íàéòè v∗ ∈ Ω:

v∗ ∈ Argmin{Φ(v∗, w) : w ∈ Ω}. (4)

Îñíîâûâàÿñü íà òåîðåìå Êàêóòàíè, ìîæíî îïðåäåëèòü ñòàíäàðòíûå óñëîâèÿ, ïðè
êîòîðûõ çàäà÷à ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èìååò ðåøåíèå.

Ïðåäïîëîæåíèå S1. Ω - âûïóêëîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî.
Ïðåäïîëîæåíèå S2. Ôóíêöèÿ Φ(v, w) íåïðåðûâíà è êâàçèâûïóêëà ïî w ïðè

êàæäîì v.
Ïðåäïîëîæåíèå S3. Ôóíêöèÿ Φ(v, w) íåïðåðûâíà íà äèàãîíàëè êâàäðàòà Ω×Ω

(ò.å. Φ(v, v) åñòü íåïðåðûâíàÿ íà Ω ôóíêöèÿ).
Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ óñëîâèé â ñèëó òåîðåìû Êàêóòàíè ñóùåñòâóåò íåïîäâèæíàÿ

òî÷êà ýêñòðåìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ (3) è çàäà÷à ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (4)
èìååò ðåøåíèå.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, èìåþùèõ ïðèêëàäíîé èíòåðåñ, âûøå ïðèâåäåííûå óñëîâèÿ
íå âûïîëíÿþòñÿ è ãàðàíòèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ íåëüçÿ. Â
äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà ðåøåíèÿ çàäà÷è (4) áåç ó÷åòà óñëîâèé S1-S3. Äàííàÿ
ìåòîäèêà îñíîâàíà íà ïîíÿòèè íîðìàëèçîâàííîé ôóíêöèè, ââåäåííîé â [4].

Ââåäåì ôóíêöèþ
Ψ(v, w) = Φ(v, w)− Φ(v, v), (5)

òîãäà çàäà÷ó (4) ìîæíî ïåðåîïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: íàéòè âåêòîð v∗ ∈ Ω
òàêîé, ÷òî

Ψ(v∗, w) ≥ 0 ∀w ∈ Ω. (6)
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Òîãäà çàäà÷ó ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Òðåáóåòñÿ íàéòè îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

Θ(v) → max, (7)

v ∈ Ω, (8)

ãäå Θ(v) åñòü ôóíêöèÿ îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ (èíîãäà åå åùå íàçûâàþò ôóíêöèåé
ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïòèìóìà) çàäà÷è ïàðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè

Ψ(v, w) → min, (9)

w ∈ Ω, (10)

ò.å.
Θ(v) = inf{Ψ(v, w) : w ∈ Ω}. (11)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïòèìè-
çàöèè (11), íî â îòëè÷èå îò ïîñëåäíåé, öåëåâàÿ ôóíêöèÿ â (9),(10) çàäàíà íåÿâíî.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå.
Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò âåðõíþþ è íèæ-

íþþ îïîðíûå ôóíêöèè â òî÷êå y ∈ X, åñëè ñóùåñòâóþò ôóíêöèè ψ(x, y) è ϕ(x, y),
íåïðåðûâíûå ïî x è óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

1. ϕ(x, y) ≤ f(x) ≤ ψ(x, y) ∀x ∈ X,

2. ϕ(y, y) = f(y) = ψ(y, y).

Ôóíêöèþ ψ(x, y) áóäåì íàçûâàòü âåðõíåé îïîðíîé ôóíêöèåé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå
y, à ôóíêöèþ ϕ(x, y) - íèæíåé îïîðíîé ôóíêöèåé ôóíêöèè f(x) â òî÷êå y.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà f(x) èìååò âåðõíþþ è íèæíþþ îïîðíûå ôóíêöèè â ëþáîé
òî÷êå ìíîæåñòâà X, áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) èìååò âåðõíþþ è íèæíþþ
îïîðíûå ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå X. Èç Îïðåäåëåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x),
èìåþùàÿ âåðõíþþ è íèæíþþ îïîðíûå ôóíêöèè íà X, ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(x) = max{ϕ(x, y) : y ∈ X} = min{ψ(x, y) : y ∈ X}. (12)

Ïðåäñòàâëåíèå öåëåâîé ôóíêöèè â âèäå íèæíåé èëè âåðõíåé îãèáàþùåé íåêîòîðîãî
ñåìåéñòâà âñïîìîãàòåëüíûõ ôóíêöèé (12) ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ñâîéñòâà èìåííî
îïîðíûõ ôóíêöèé, ñàìà æå öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ýòèìè ñâîéñòâàìè ìîæåò è íå îáëàäàòü.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåøåíèþ çàäà÷è ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Áóäåì ïðåä-
ïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ψ(v, w) íåïðåðûâíà ïî w ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì v è
ìíîæåñòâî Ω êîìïàêòíî. Â ñèëó ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé îïòèìàëüíîå ðåøåíèå
çàäà÷è (11) âñåãäà ñóùåñòâóåò, à ñàìà ôóíêöèÿ Θ(v) áóäåò êîíå÷íîé ïîëóíåïðåðûâ-
íîé ñâåðõó ôóíêöèåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θ∗ ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè,
à ÷åðåç v∗ � òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìàêñèìóìà â çàäà÷å (7),(8). Åñëè Θ∗ = 0, òî v∗ åñòü
ðåøåíèå çàäà÷è ðàâíîâåñíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, åñëè Θ∗ < 0, òî çàäà÷à ðàâíîâåñ-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ðåøåíèÿ íå èìååò (ñëó÷àé Θ∗ > 0 íåâîçìîæåí).

Ïóñòü çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà v ∈ Ω. Îáîçíà÷èì ÷åðåç w ãëîáàëüíûé ìèíèìóì
çàäà÷è

Ψ(v, w) → min,

w ∈ Ω.
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Òîãäà
Θ(v) = Ψ(v, w), (13)

è
Θ(v) ≤ Ψ(v, w) ∀v ∈ Ω. (14)

Èç (13) è (14) ñëåäóåò, ÷òî Ψ(v, w) - âåðõíÿÿ îïîðíàÿ â òî÷êå v ôóíêöèÿ ôóíêöèè
Θ(v). Ñóùåñòâîâàíèå âåðõíåé îïîðíîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò àäàïòèðîâàòü ê ðåøåíèþ
çàäà÷è (7),(8) ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè [5]. Ïîñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå ôóíê-
öèÿ Θ(v) çàäàíà íåÿâíî, òî ïîñòðîåíèå âåðõíåé îïîðíîé ôóíêöèè â çàäàííîé òî÷êå
ñâÿçàíî ñ ðåøåíèåì çàäà÷è âèäà (9),(10). Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðîöåäóðà ãëîáàëüíîé îï-
òèìèçàöèè èìååò ñëåäóþùèé âèä.

EQUIGLOBAL: ÏÐÎÖÅÄÓÐÀ ÍÀÕÎÆÄÅÍÈß ÐÀÂÍÎÂÅÑÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß.
GE0. Çàäàòü ñòàðòîâóþ òî÷êó v0 ∈ Ω. Óñòàíîâèòü k = 0.

GE1. Ðåøèòü çàäà÷ó
Ψ(vk, w) → min, (15)

w ∈ Ω. (16)

Ïóñòü wk - ãëîáàëüíûé ìèíèìóì çàäà÷è (15),(16). Åñëè Ψ(vk, wk) = 0, òî ñòîï: vk

åñòü òî÷êà ðàâíîâåñèÿ.

GE3. Ðåøèòü çàäà÷ó
min

0≤j≤k
{Ψ(v, wj)} → max, (17)

v ∈ Ω. (18)

Ïóñòü vk+1 - ãëîáàëüíûé ìèíèìóì çàäà÷è (17),(18), Ψk - ñîîòâåòñòâóþùåå îïòè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå, ò.å. Ψk = min0≤j≤k{Ψ(vk+1, wj)}. Åñëè Ψk < 0, òî ñòîï: òî÷êè
ðàâíîâåñèÿ íå ñóùåñòâóåò.

GE4. Óñòàíîâèòü k = k + 1 è ïåðåéòè íà øàã GE1.
Ïðåèìóùåñòâîì äàííîé ïðîöåäóðû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà ëèáî íàéäåò ðàâíîâåñíîå

ðåøåíèå, ëèáî óñòàíîâèò, ÷òî ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò.
Â äîêëàäå èññëåäóþòñÿ âîïðîñû ñõîäèìîñòè ïðîöåäóðû EQUIGLOBAL ê ãëîáàëü-

íîìó ðåøåíèþ, ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñ àëãîðèòìàìè, ðàçðàáîòàííûìè â [3]. Èñïîëü-
çóþòñÿ, òàêæå, íèæíèå îïîðíûå ôóíêöèè äëÿ óñêîðåíèÿ ïîëó÷åíèÿ ëîêàëüíîãî ðå-
øåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ òåñòîâûå ïðèìåðû íàõîæäåíèå ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó â çàäà÷àõ,
íå óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì S1-S3. Íà ïðèìåðå áèìàòðè÷íîé èãðû èëëþñòðèðóåò-
ñÿ ïðèìåíåíèå íîðìàëèçîâàííîé ôóíêöèè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ â ñìåøàííûõ ñòðàòåãèÿõ äëÿ áèìàòðè÷íîé èãðû ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ìè-
íèìèçàöèè âîãíóòîé, íåÿâíî çàäàííîé ôóíêöèè íà âûïóêëîì ìíîãîãðàííèêå.

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ â äîêëàäå èññëåäóþòñÿ ïðîáëåìû, ñâÿçàííûå ñ ìîäåëèðî-
âàíèåì ðûíêà ýëåêòðîýíåðãèè (energy only market). Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîâåäåíèå ýíåð-
ãîêîìïàíèé â ðàìêàõ ìîäåëè Êóðíî ñ ó÷åòîì âîçìîæíîãî ââîäà íîâûõ ìîùíîñòåé.
Ïîêàçàíî, ÷òî ðàâíîâåñíûõ ïî Íýøó ðåøåíèé ìîæåò áûòü íåñêîëüêî. Ïðîâîäèòñÿ
ñðàâíåíèå ñ ðûíêîì ñîâåðøåííîé êîíêóðåíöèè, êîòîðûé ìîäåëèðóåòñÿ â âèäå çàäà-
÷è îáðàòíîé îïòèìèçàöèè. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.
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ÇÀÄÀ×È ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ,
ÑÂßÇÀÍÍÛÅ Ñ ÊÎÌÈÒÅÒÍÎÉ ÏÎËÈÝÄÐÀËÜÍÎÉ ÎÒÄÅËÈÌÎÑÒÜÞ

Ì.Þ. Õà÷àé
Çàäà÷à î ìèíèìàëüíîì àôôèííîì ðàçäåëÿþùåì êîìèòåòå (MASC), ðàññìîòðå-

íèþ ìîäèôèêàöèé êîòîðîé ïîñâÿùåíî íàñòîÿùåå ñîîáùåíèå, âîçíèêàåò íà ñòàäèè
îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ â êëàññå êîìèòåòíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ðåøàþùèõ
ïðàâèë. Ôàêòè÷åñêè, çàäà÷à MASC ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ÷àñòíûì ñëó÷àåì äâóõ èç-
âåñòíûõ NP-òðóäíûõ çàäà÷: çàäà÷è îáó÷åíèÿ ïðîñòåéøåãî ïåðñåïòðîíà è çàäà÷è îï-
òèìàëüíîé ïîëèýäðàëüíîé îòäåëèìîñòè êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Ñëåäóÿ òðàäèöèîííîìó
ïîäõîäó ê àíàëèçó òðóäíîðåøàåìûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷, ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëü-
íûì èçó÷åíèå âû÷èñëèòåëüíîé è àïïðîêñèìàöèîííîé ñëîæíîñòè êàê çàäà÷è MASC â
îáùåì ñëó÷àå, òàê è åå îòäåëüíûõ ïîäêëàññîâ, âàæíûõ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèëîæåíèé.

Èçâåñòíî [1], ÷òî çàäà÷à MASC NP-òðóäíà è ïëîõî àïïðîêñèìèðóåìà [2] â îáùåì
ñëó÷àå. Èçâåñòíî òàêæå, ÷òî çàäà÷à îñòàåòñÿ òðóäíîðåøàåìîé, áóäó÷è ñôîðìóëè-
ðîâàííîé â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè n > 1. Òåì íå
ìåíåå, âñå èçâåñòíûå äîêàçàòåëüñòâà òðóäíîðåøàåìîñòè ñóùåñòâåííî îïèðàëèñü íà
ðàññìîòðåíèå ñïåöèàëüíî ñêîíñòðóèðîâàííûõ âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ çàäà÷è. Åñòå-
ñòâåííî, âîçíèêàåò âîïðîñ, ñîõðàíèò ëè çàäà÷à MASC ñâîéñòâî òðóäíîðåøàåìîñòè,
åñëè ïîäîáíûå ÷àñòíûå ñëó÷àè ÿâíî áóäóò èñêëþ÷åíû èç ðàññìîòðåíèÿ. Äëÿ ýòîãî
äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû êîíå÷íîå ïîäìíîæåñòâî n-ìåðíîãî ÷èñëîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, îïðåäåëÿþùåå óñëîâèå çàäà÷è MASC íàõîäèëîñü â îáùåì ïîëîæåíèè,
ò.å. êàæäîå åãî ïîäìíîæåñòâî èç íå áîëåå ÷åì n + 1 ýëåìåíòà ÿâëÿëîñü àôôèííî
íåçàâèñèìûì.

Äî íåäàâíåãî âðåìåíè, ïîñòàâëåííûé âûøå âîïðîñ îñòàâàëñÿ îòêðûòûì. Êðîìå
òîãî, îòêðûòûì îñòàâàëñÿ âîïðîñ ñîêðàùåíèÿ ðàçðûâà ìåæäó èçâåñòíîé [2] íèæíåé
îöåíêîé ïîðîãà O(log log log m) ýôôåêòèâíîé àïïðîêñèìèðóåìîñòè çàäà÷è è îöåíêîé
òî÷íîñòè O(m) ëó÷øåãî èçâåñòíîãî [3] ïîëèíîìèàëüíîãî ïðèáëèæåííîãî àëãîðèòìà
(çäåñü m � ìîùíîñòü êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, îïðåäåëÿþùåãî óñëîâèå çàäà÷è MASC).
Â äàííîì ñîîáùåíèè ïðèâîäÿòñÿ îòâåòû íà îáà âîïðîñà. Â ÷àñòíîñòè,

1) ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à MASC, ñôîðìóëèðîâàííàÿ â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëü-
íîé ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè n > 1, îñòàåòñÿ NP-òðóäíîé äàæå ïðè äîïîë-
íèòåëüíîì îãðàíè÷åíèè îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ ðàçäåëÿåìûõ ìíîæåñòâ;

2) ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ïîëèíîìèàëüíûé ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì, îáëàäàþùèé
ïðè íåêîòîðîì åñòåñòâåííîì äîïóùåíèè òî÷íîñòüþ O(log m).

Ïóñòü R, Q, Z, è N � ìíîæåñòâà âåùåñòâåííûõ, ðàöèîíàëüíûõ, öåëûõ è íàòó-
ðàëüíûõ ÷èñåë, ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü Rn, Qn, è Zn îáîçíà÷àþò ñîîòâåòñòâóþùèå
n-ìåðíûå âåêòîðíûå ïðîñòðàíñòâà, à Nm = {1, . . . ,m}. Ôóíêöèÿ f : Rn → R âèäà
f(x) = cT x−d, ãäå c ∈ Qn, d ∈ Q, íàçûâàåòñÿ àôôèííîé ôóíêöèåé (ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè).
Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü f1, . . . , fq � àôôèííûå ôóíêöèè, è A,B � êîíå÷íûå ïîä-
ìíîæåñòâà Rn. Êîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Q = (f1, . . . , fq) íàçûâàåòñÿ àôôèííûì
êîìèòåòîì, ðàçäåëÿþùèì A è B, åñëè

|{i ∈ Nq : fi(a) > 0}| > q

2
(a ∈ A), |{i ∈ Nq : fi(b) < 0}| > q

2
(b ∈ B).

×èñëî q íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ êîìèòåòà Q, à ìíîæåñòâà A è B � ðàçäåëè-
ìûìè ýòèì êîìèòåòîì.
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Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ìàçóðîâà [4], ìíîæåñòâà A è B ðàçäåëèìû àôôèííûì êîìè-
òåòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà A ∩ B = ∅. Òåì íå ìåíåå, ïî ðÿäó ïðè÷èí, àêòó-
àëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà êîìèòåòîâ ñ íàèìåíüøèì âîçìîæíûì (äëÿ çàäàííûõ
ìíîæåñòâ) ÷èñëîì ýëåìåíòîâ íàçûâàåìûõ ìèíèìàëüíûìè êîìèòåòàìè.

Çàäà÷à 1 (Ìèíèìàëüíûé àôôèííûé êîìèòåò (MASC)). Çàäàíû êîíå÷íûå ìíîæå-
ñòâà A,B ⊂ Qn. Òðåáóåòñÿ íàéòè àôôèííûé êîìèòåò Q ñ ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì
ýëåìåíòîâ q, ðàçäåëÿþùèé ìíîæåñòâà A è B.

Çàäà÷à MASC òåñíî ñâÿçàíà ñ çàäà÷åé îáó÷åíèÿ ïðîñòåéøåãî 2-ñëîéíîãî ïåðñåï-
òðîíà, ïåðâûé ñëîé êîòîðîãî ñîñòîèò èç q âõîäíûõ íåéðîíîâ, à âòîðîé � èç îäíîãî
âûõîäíîãî (ñ íîìåðîì q + 1). Ôóíêöèÿ àêòèâàöèè i-ãî íåéðîíà èìååò êëàññè÷åñêèé
âèä

ϕi(x) =

{
1, åñëè cT

i x− di > 0,

−1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
(1)

ãäå x ∈ Rn, ci ∈ Qn è di � ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Òàêèì îáðàçîì, ïåðñåïòðîí ðåàëèçóåò
ðåøàþùåå ïðàâèëî F (x| (c1, d1), . . . , (cq+1, dq+1)) : Rn → {−1, 1}, ïàðàìåòðèçîâàííîå
ïàðàìè (ci, di). Ïðàâèëî F îòíîñèò âåêòîð x ê ïåðâîìó èëè âòîðîìó êëàññó, åñëè
F (x) = 1 èëè F (x) = −1, ñîîòâåòñòâåííî.

Çàäàâøèñü îáó÷àþùåé âûáîðêîé

(a1, . . . , am1 , b1, . . . , bm2), (ai, bj ∈ Qn), (2)

ñîñòàâëåííîé èç ïðåöåäåíòîâ ai ïåðâîãî è bj âòîðîãî êëàññà, îïèøåì ïðîöåäóðó îáó-
÷åíèÿ ïåðñåïòðîíà, ñîñòîÿùóþ â íàñòðîéêå ïàðàìåòðîâ ci è di, óäîâëåòâîðÿþùèõ
ñèñòåìå íåðàâåíñòâ F (ai) > 0 (i ∈ Nm1), F (bj) < 0 (j ∈ Nm2). Ðåçóëüòèðóþùèé
ïåðñåïòðîí ïðèíÿòî íàçûâàòü êîððåêòíûì íà âûáîðêå (2). Ñ îïèñàííîé ïðîöåäóðîé
îáó÷åíèÿ ñâÿçàíû ñëåäóþùèå êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è.

Çàäà÷à 2 (Îáó÷åíèå ïåðñåïòðîíà). Çàäàíû íàòóðàëüíîå ÷èñëî q è âûáîðêà (2). Ñó-
ùåñòâóåò ëè ïåðñåïòðîí, êîððåêòíûé íà âûáîðêå (2), ñ íå áîëåå ÷åì q âõîäíûìè
íåéðîíàìè?

Çàäà÷à 3 (Îïòèìàëüíûé êîððåêòíûé ïåðñåïòðîí (OCP)). Çàäàíà âûáîðêà (2). Òðå-
áóåòñÿ ïîñòðîèòü êîððåêòíûé íà âûáîðêå (2) ïåðñåïòðîí ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì ýëå-
ìåíòîâ.

Èçâåñòíî [5], ÷òî ïåðâàÿ èç ïåðå÷èñëåííûõ çàäà÷ NP -ïîëíà è îñòàåòñÿ òàêîé ïðè
ïðîèçâîëüíîì ôèêñèðîâàííîì q > 2, â òî âðåìÿ êàê âòîðàÿ NP -òðóäíà [6]. Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî çàäà÷à MASC ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è OCP, â êîòîðîì ïàðà-
ìåòðû âûõîäíîãî íåéðîíà èìåþò âèä cq+1 = [1, . . . , 1]T , dq+1 = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ãîëîñîâàíèþ ïî ïðàâèëó ïðîñòîãî áîëüøèíñòâà.

Â âû÷èñëèòåëüíîé ãåîìåòðèè ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ïîñòðîåíèåì
îïòèìàëüíûõ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ïîâåðõíîñòåé äëÿ ëèíåéíî íåðàçäåëèìûõ ìíîæåñòâ.
Ñëåäóÿ ðàáîòå [7], ñîïîñòàâèì ãèïåðïëîñêîñòè H = {x ∈ Rn : cT x = d, c 6= 0}
ïðåäèêàò Π[H] : Rn → {true, false} ïî ïðàâèëó, àíàëîãè÷íîìó (1):

Π[H](x) =

{
true, åñëè cT x > d,

false, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Ïóñòü çàäàíû êîíå÷íûå ìíîæåñòâà A, B ⊂ Rn è áóëåâñêàÿ ôóíêöèÿ ϕ(ξ1, . . . , ξk).
Ãîâîðÿò, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòè H1, . . . , Hk ðàçäåëÿþò ìíîæåñòâà A è B ïî ïðàâèëó ϕ,
åñëè

ϕ(Π[H1](a), . . . , Π[Hk](a)) = true (a ∈ A),

ϕ(Π[H1](b), . . . , Π[Hk](b)) = false (b ∈ B).

Çàäà÷à 4 ((k-ïîëèýäðàëüíàÿ îòäåëèìîñòü ïðè çàäàííîé áóëåâñêîé ôóíêöèè)). Çàäà-
íû A,B ⊂ Qn, A = {a1, . . . , am1}, B = {b1, . . . , bm2} è áóëåâñêàÿ ôóíêöèÿ ϕ(ξ1, . . . , ξk).
Ñóùåñòâóþò ëè ãèïåðïëîñêîñòè H1, . . . , Hk, ðàçäåëÿþùèå ìíîæåñòâà A è B ïî ïðà-
âèëó ϕ?

Òåîðåìà 1 ([7]). Çàäà÷à 4 NP -ïîëíà è îñòàåòñÿ òàêîâîé ïðè ïðîèçâîëüíîì ôèê-
ñèðîâàííîì k > 2.

Äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè îòêðûòûì îñòàâàëñÿ âîïðîñ îöåíêè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-
íîñòè çàäà÷è, ñôîðìóëèðîâàííîé â ïðîñòðàíñòâàõ ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè. Îò-
âåò íà íåãî áóäåò äàí íèæå â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû.

Çàäà÷à MASC ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àå îïòèìèçàöèîííîé âåðñèè çàäà÷è 4, â êî-
òîðîì ôóíêöèÿ ϕ ìîíîòîííà è ïðèíèìàåò çíà÷åíèå true òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
áîëüøèíñòâî åå àðãóìåíòîâ òàêæå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå true.

Òåîðåìà 2 ([1]). Çàäà÷à MASC NP -òðóäíà è îñòàåòñÿ òàêîâîé ïðè äîïîëíèòåëü-
íîì îãðàíè÷åíèè A ∪B ⊂ {x ∈ {0, 1, 2}n : ‖x‖2 6 2} .

Òåîðåìà 3 ([2]). Çàäà÷à MASC íå ïðèíàäëåæèò êëàññó Apx, åñëè P 6= NP. Åñëè
NP 6⊂ DTIME(2poly(log n)), òî ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà D > 0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ çàäà÷è
MASC íå ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ ñ òî÷íîñòüþ,
ëó÷øåé D log log log m.

Â [2] ðàññìîòðåí ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è MASC, ñôîðìóëèðîâàííîé â ïðîñòðàí-
ñòâå ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè.

Çàäà÷à 5 (Ìèíèìàëüíûé àôôèííûé ðàçäåëÿþùèé êîìèòåò â Qn (MASC(n))). Äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî n çàäàíû ìíîæåñòâà A = {a1, . . . , am1} è B = {b1, . . . , bm2}, A, B ⊂
Qn. Òðåáóåòñÿ óêàçàòü êîìèòåò Q ñ íàèìåíüøèì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, ðàçäåëÿþùèé A
è B.

Èçâåñòíî [4], ÷òî çàäà÷à MASC(n) ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà ïðè n = 1. Äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî n > 1 çàäà÷à NP-òðóäíà [2]. Äîêàçàòåëüñòâî òðóäíîðåøàåìîñòè ïîëó÷åíî
â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ òðóäíîðåøàåìîñòè çàäà÷è PASC.

Çàäà÷à 6 (Ïëàíàðíûé ðàçäåëÿþùèé êîìèòåò (PASC)). Çàäàíû ìíîæåñòâà A =
{a1, . . . , am1} è B = {b1, . . . , bm2}, A,B ⊂ Q2 è íàòóðàëüíîå ÷èñëî t. Ñóùåñòâóåò
ëè àôôèííûé êîìèòåò Q ñ íå áîëåå ÷åì t ýëåìåíòàìè, ðàçäåëÿþùèé A è B?

Òåîðåìà 4 ([2]). Çàäà÷à PASC NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå.

Ïðåäûäóùèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïðè íåÿâíîì äîïóùåíèè î âîçìîæíîé
âûðîæäåííîñòè ìíîæåñòâà A ∪B. Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è
áåç íåãî.
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Îïðåäåëåíèå 2. Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî Z ⊂ Rn, |Z| > n, íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëî-
æåíèè åñëè äëÿ êàæäîãî Z ′ ⊆ Z, |Z ′| = n+1, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî dim aff(Z ′) = n.

Çàäà÷à 7 (Ïëàíàðíûé àôôèííûé ðàçäåëÿþùèé êîìèòåò äëÿ ìíîæåñòâ â îáùåì ïî-
ëîæåíèè (PASC-GP)). Çàäàíû íàòóðàëüíîå ÷èñëî t è ìíîæåñòâà A = {a1, . . . , am1} è
B = {b1, . . . , bm2}, A, B ⊂ Q2 òàê, ÷òî A∪B íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè. Ñóùåñòâó-
åò ëè àôôèííûé êîìèòåò Q èç íå áîëåå ÷åì t ýëåìåíòîâ, ðàçäåëÿþùèé ìíîæåñòâà A
è B?

Òåîðåìà 5. Çàäà÷à PASC-GP NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå. Çàäà÷è MASC-GP(n) è
MASC-GP NP -òðóäíû.

Ñëåäñòâèå 1. Çàäà÷à k-ïîëèýäðàëüíàÿ îòäåëèìîñòü ñ çàäàííîé ôîðìóëîé, ñôîð-
ìóëèðîâàííàÿ â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè n > 1 �
NP -ïîëíà â ñèëüíîì ñìûñëå, äàæå ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè îáùíîñòè ïîëî-
æåíèÿ ðàçäåëÿåìûõ ìíîæåñòâ.

Ñëåäñòâèå 2. Çàäà÷à OCP îñòàåòñÿ NP-òðóäíîé ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷å-
íèÿõ:
1) ðàçìåðíîñòü èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ ïðèíèìàåò ïðîèçâîëüíîå ôèê-
ñèðîâàííîå çíà÷åíèå n > 1;
2) ôóíêöèÿ àêòèâàöèè âûõîäíîãî íåéðîíà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

fq+1(x) =

{
1, åñëè

∑n
i=1 xi > 0,

−1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå;

3) ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè (2) íàõîäèòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè.

Çàâåðøàþùàÿ ÷àñòü ñîîáùåíèÿ ïîñâÿùåíà îïèñàíèþ íîâîãî ïðèáëèæåííîãî àë-
ãîðèòìà "Greedy Committee" ðåøåíèÿ çàäà÷è MASC-GP(n), à òàêæå îáîñíîâàíèþ
îöåíîê åãî òî÷íîñòè è âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ìíîæåñòâî Z = A ∪ B ⊂ Qn, |Z| = m, îïðåäåëÿåò óñëîâèå
çàäà÷è MASC-GP(n). Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà "Greedy Committee" íå ïðåâîñõîäèò
O

((
m
n

)3
+ Θm

)
, ãäå Θ � îöåíêà ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ ñîâìåñòíîé ñèñòåìû èç íå

áîëåå ÷åì m ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ íàä n + 1 ïåðåìåííîé. Ãàðàíòèðîâàííàÿ îöåíêà
òî÷íîñòè àëãîðèòìà â îáùåì ñëó÷àå ñîñòàâëÿåò O(m/n).

Ïðè íåêîòîðîì åñòåñòâåííîì äîïóùåíèè, îöåíêà òî÷íîñòè äàííîãî àëãîðèòìà ìî-
æåò áûòü ñóùåñòâåííî óëó÷øåíà (ïðè íåèçìåííîé âðåìåííîé ñëîæíîñòè). Äëÿ ïðî-
èçâîëüíûõ ïîäìíîæåñòâ A′ ⊂ A, B′ ⊂ B, íàçîâåì Z ′ = A′ ∪B′ àôôèííî ðàçäåëèìûì
ïîäìíîæåñòâîì Z, åñëè íàéäóòñÿ c ∈ Rn è d ∈ R òàêèå, ÷òî

cT a > d (a ∈ A′) è cT b < d (b ∈ B′). (3)

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. ×åðåç S(Z ′) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïàð (c, d), óäî-
âëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ (3), à ÷åðåç M(Z) � ìíîæåñòâî ìàêñèìàëüíûõ ïî âêëþ-
÷åíèþ àôôèííî ðàçäåëèìûõ ïîäìíîæåñòâ (ìíîæåñòâà Z).

Îïðåäåëåíèå 3. Êîíå÷íûé ãðàô GZ = (M(Z), E) òàêîé, ÷òî äëÿ êàæäîãî {Z ′
1, Z

′
2} ⊂

M(Z), {Z ′
1, Z

′
2} ∈ E ⇐⇒ Z ′

1 ∪ Z ′
2 = Z, íàçûâàåòñÿ ãðàôîì ìàêñèìàëüíûõ àôôèííî

ðàçäåëèìûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Z.
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Äîïóùåíèå 1. Ïóñòü äëÿ àôôèííî íåðàçäåëèìîãî ìíîæåñòâà Z = A∪B íàéäóòñÿ:
÷èñëî t è òàêèå íå îáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûå âåðøèíû Z ′

0, Z
′
1, . . . , Z

′
2t ∈ M(Z) ãðàôà GZ ,

÷òî
{Z ′

2j−1, Z
′
2j} ∈ E (j ∈ Nt),

è äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (ci, di) ∈ S(Z ′
i), i = 0, 1, . . . , 2t, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

Q = (cT
0 x− d0, c

T
1 x− d1, . . . , c

T
2tx− d2t)

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì àôôèííûì êîìèòåòîì, ðàçäåëÿþùèì ìíîæåñòâà A è B.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü äëÿ ìíîæåñòâà Z = A ∪ B ñïðàâåäëèâî äîïóùåíèå 1. Ðåçóëü-
òàò ðàáîòû àëãîðèòìà 'Greedy Committee' � àôôèííûé êîìèòåò, ðàçäåëÿþùèé
ìíîæåñòâà A è B, îòëè÷àþùèéñÿ ïî ÷èñëó ýëåìåíòîâ îò ìèíèìàëüíîãî íå áîëåå
÷åì â O(log m) ðàç.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ôîíäîì Ïðåçèäåíòà ÐÔ, ��ÍØ-2081.2008.1 è ÌÄ-370.2008.1
è ÐÔÔÈ, �07-07-00168.
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ÑÓÏÅÐÌÎÄÓËßÐÍÎÅ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈÅ
È ÅÃÎ ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

Âëàäèìèð Ð. Õà÷àòóðîâ, Ðîìàí Â. Õà÷àòóðîâ, Ðóáåí Â. Õà÷àòóðîâ

1. Ââåäåíèå

Ðàáîòà ñîñòîèò èç äàííîãî ââåäåíèÿ (ðàçäåë 1) è ïÿòè îñíîâíûõ ðàçäåëîâ. Â ðàç-
äåëå 2 ïðèâåäåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, îïðåäåëåíèÿ è ïîñòàíîâêè çàäà÷ îïòèìèçàöèè.
Â ðàçäåëå 3 ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè cóïåðìîäóëÿðíûõ ôóíêöèé íà
ðàçëè÷íûõ òèïàõ ðåøåòîê: áóëåâû ðåøåòêè, ðåøåòêè ñ îòíîñèòåëüíûì äîïîëíåíèåì
(ðåøåòêè ðàçáèåíèÿ, ðåøåòêè âåêòîðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ãåîìåòðè÷åñêèå ðåøåòêè),
ðåøåòêè - ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öåïåé, ðåøåòêè êóáîâ. Îïèñàíû ðàíåå ïîëó÷åííûå
òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, íà îñíîâå êîòîðûõ ðåøàëèñü ïðîáëåìû ìèíèìèçàöèè có-
ïåðìîäóëÿðíûõ ôóíêöèé íà ýòèõ ðåøåòêàõ. Çàìåòèì, ÷òî ïîçäíåå ýòè ðåçóëüòàòû
áûëè ðàñïðîñòðàíåíû è íà äèñòðèáóòèâíûå ðåøåòêè. Ðàçäåë 4 ïîñâÿùåí ðàçðàáîòêå
òåîðèè ìàêñèìèçàöèè cóïåðìîäóëÿðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé íà ðåøåòêàõ è óñòàíîâëå-
íèþ ñâÿçè ìåæäó ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì è ìàêñèìóìîì cóïåðìîäóëÿðíûõ ôóíêöèé
äëÿ îñíîâíûõ òèïîâ ðåøåòîê.

Â ðàçäåëå 5 îïèñûâàåòñÿ íîâûé òèï ðåø¼òîê � ðåø¼òêà êóáîâ. Ïðèâîäÿòñÿ êîí-
êðåòíûå ïðèìåðû òàêèõ ôóíêöèé. Îáñóæäàþòñÿ àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè è âîçìîæ-
íîñòè ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ íîâûõ êëàññîâ çàäà÷ íà ðåø¼òêàõ êóáîâ.

Â ðàçäåëå 6 ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùèé ïîäõîä ê îïòèìèçàöèè íà ðåøåòêàõ ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì àòîìàðíûõ ðåøåòîê. Ïðåäëàãàåòñÿ îòîáðàæàòü àòîìàðíûå ðåøåòêè íà
ñîîòâåòñòâóþùèå áóëåâû ðåøåòêè áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, à çàòåì ðåøàòü çàäà÷è îï-
òèìèçàöèè íà ýòèõ áóëåâûõ ðåøåòêàõ. Åñëè ñâîéñòâà cóïåðìîäóëÿðíîñòè ôóíêöèé,
îïðåäåëåííûõ íà àòîìàðíûõ ðåøåòêàõ, ñîõðàíÿþòñÿ íà áóëåâûõ ðåøåòêàõ, òî äëÿ
îïòèìèçàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû ðàçäåëîâ 3�5.

Áîëüøîå çíà÷åíèå èìååò ðàçðàáîòêà ðàçëè÷íûõ ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè äëÿ áóëåâûõ ðåøåòîê. Îïèñàíû êîìáèíàòîð-
íûå àëãîðèòìû àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãèïåðêóáîâ (áóëåàíîâ) áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè íà ïëîñêîñòè â âèäå ðàçëè÷íûõ ïðîåêöèé è äèàãðàìì ñ ñîõðàíåíèåì
ñâîéñòâ áóëåàíà, êàê ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà åãî âåðøèí. Ýòî äàåò íàì
øèðîêèå âîçìîæíîñòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ ñõåì ïðîñìîòðà ýëåìåíòîâ àòîìàð-
íûõ ðåøåòîê è âèçóàëèçàöèè ïðîöåññà îïòèìèçàöèè. Â êîíöå ýòîãî ðàçäåëà ïðèâî-
äèòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî
áîëüøèíñòâî ðåøåííûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îòíîñèëèñü ê êëàññó NP-òðóäíûõ, âû÷èñ-
ëèòåëüíûå àëãîðèòìû ïðîäåìîíñòðèðîâàëè âûñîêóþ ïðàêòè÷åñêóþ ýôôåêòèâíîñòü
ðàçðàáîòàííûõ ìåòîäîâ (ìîæíî çàìåòèòü àíàëîãèþ ñ ñèìïëåêñ-ìåòîäîì).

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû è áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðå-
øåííûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè äëÿ ðåøåòîê ñ êîíêðåòíûìè ðàçëè÷íûìè âèäàìè ñóïåð-
ìîäóëÿðíûõ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü ìåòîäû è àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷
îïòèìèçàöèè ñóïåðìîäóëÿðíûõ ôóíêöèé íà ðåøåòêàõ â êà÷åñòâå íîâîé îáëàñòè ìà-
òåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ - ñóïåðìîäóëÿðíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
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2. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ.
Ïîñòàíîâêè çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

Îáçîð íàó÷íûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè
Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ ââîäÿòñÿ, ñëåäóÿ òåðìèíîëîãèè, ïðèíÿòîé â

êíèãàõ Birkho� G. è Gratzer G [1, 2].
×àñòè÷íî-óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî 〈A ≤〉 íàçûâàåòñÿ ðåøåòêîé, åñëè äëÿ ëþ-

áûõ a, b ∈ A ñóùåñòâóþò sup{a, b} è inf{a, b}. Ðåøåòêà íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîé, åñëè
ìíîæåñòâî A êîíå÷íî. Â ýòîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî êîíå÷íûå ðåøåòêè.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî â ðåøåòêå 〈A ≤〉 ýëåìåíò a ∈ A ïîêðûâàåò ýëåìåíò b ∈ A(a Â
b) èëè b ïîêðûâàåòñÿ a(b ≺ a), åñëè a > b (a ≥ b è a 6= b) è íå ñóùåñòâóåò òàêîãî
x ∈ A, ÷òî a > x > b.

Ïîäìíîæåñòâî D(a) ⊂ A, ãäå D(a) = {x ∈ A|x Â a or x ≺ a}, íàçûâàåòñÿ îêðåñò-
íîñòüþ a ∈ A.

Îáîçíà÷èì sup{a, b} = a∨b, inf{a, b} = a∧b è áóäåì íàçûâàòü ∨ îáúåäèíåíèåì, à ∧-
ïåðåñå÷åíèåì. ∨ è ∧ ÿâëÿþòñÿ áèíàðíûìè îïåðàöèÿìè íà ðåøåòêàõ, îòîáðàæàþùèìè
A2 â A. Ïîýòîìó ðåøåòêà 〈A ≤〉 ìîæåò òàêæå îáîçíà÷àòüñÿ 〈A;∨,∧〉.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f(x), x ∈ A, çàäàííóþ íà ðåøåòêå 〈A;∨,∧〉. Ýëåìåíò c′ ∈ A
íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíûì ìèíèìóìîì ôóíêöèè f(x) íà ðåøåòêå 〈A;∨,∧〉, åñëè f(c′) ≤
f(x) äëÿ ëþáûõ x ∈ D(c′). Ýëåìåíò c ∈ A íàçûâàåòñÿ ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì, åñëè
f(c) ≤ f(x) äëÿ ëþáûõ x ∈ A.

Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ ñóïåðìîäóëÿðíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ A âûïîëíÿ-
åòñÿ ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî:

f(a) + f(b)− f(a ∨ b)− f(a ∧ b) ≤ 0. (1)

Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â îáðàòíóþ ñòîðîíó, òî òàêàÿ ôóíêöèÿ íàçû-
âàåòñÿ ñóáìîäóëÿðíîé. Îñîáûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ ìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, êîãäà íåðà-
âåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñóïåðìîäóëÿðíûõ ôóíêöèé íà ïðîèçâîëüíûõ ðåøåòêàõ áûëè
âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàíû è èññëåäîâàíû â [7].

Îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ îïòèìèçàöèè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü f(x) � ñóïåðìîäóëÿðíàÿ ôóíêöèÿ. Íåîáõîäèìî íàéòè å¼ ìèíèìóì, ò.å. íåîá-

õîäèìî íàéòè òàêîå c ∈ A, ÷òî f(c) = min
x∈A

f(x), ïðè óñëîâèè (1).
Èçâåñòíî, ÷òî òàêèå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê êëàññó NP-òðóäíûõ çàäà÷.
Â ñëó÷àå ìàêñèìèçàöèè íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òàêîé ýëåìåíò d ∈ A, ÷òî f(d) =

max
x∈A

f(x), ïðè óñëîâèè (1).
Ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìóìà ôóíêöèè f(x) ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé ê ïðî-

áëåìå îïðåäåëåíèÿ å¼ ìèíèìóìà. Lovasz â ðàáîòå [6] ïîêàçàë, ÷òî ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé, îäíàêî íå èçâåñòíû ïðàêòè÷åñêè ýôôåêòèâíûå àëãî-
ðèòìû, îñíîâàííûå íà ïîäõîäå Lovasz. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ ïîëó÷åííûå íàìè òåîðåòè-
÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ïîëîæåííûå â îñíîâó âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ, îêàçàâøèõñÿ
ïðàêòè÷åñêè ýôôåêòèâíûìè ïðè ðåøåíèè áîëüøîãî ÷èñëà êîíêðåòíûõ çàäà÷.

3. Ìèíèìèçàöèÿ ñóïåðìîäóëÿðíûõ ôóíêöèé
Â ýòîì ðàçäåëå ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå òåîðåìû è âûòåêàþùèå èç íèõ ïðàâèëà îò-

áðàêîâêè ðåøåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ çàâåäîìî íå îïòèìàëüíûìè. Ýòè òåîðåìû äîêàçàíû
íà åäèíîé ìåòîäè÷åñêîé îñíîâå, ñóùåñòâåííî èñïîëüçóþùåé ñâîéñòâà ñóïåðìîäóëÿð-
íîñòè ìèíèìèçèðóåìûõ ôóíêöèé ([3�5, 7�10, 12�14]).
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4. Ìàêñèìèçàöèÿ ñóïåðìîäóëÿðíûõ ôóíêöèé

Â ýòîì ðàçäåëå äëÿ âñåõ ðàññìàòðèâàåìûõ ðåøåòîê äîêàçàíî íåðàâåíñòâî, îïðåäå-
ëÿþùåå ñâÿçü ìåæäó ãëîáàëüíûì ìàêñèìóìîì è ãëîáàëüíûì ìèíèìóìîì ñóïåðìîäó-
ëÿðíûõ ôóíêöèé (àíàëîã òåîðåìû äâîéñòâåííîñòè). Íàïðèìåð, äëÿ áóëåâîé ðåøåòêè
ýòî íåðàâåíñòâî âûãëÿäèò òàê: f(d) + f(c) ≤ f(I) + f(∅), ãäå áóëåâà ðåøåòêà åñòü
〈B(I);∪,∩〉, B(I) = {ω | ω ⊆ I}, I = {1, 2, . . . , m}, f(c) = min

ω∈I
f(ω), f(d) = max

ω∈I
f(ω).

Ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå òåîðåìû è âûòåêàþùèå èç íèõ ïðàâèëà îòáðàêîâêè íåîïòè-
ìàëüíûõ ðåøåíèé [11, 13].

5. Ðåøåòêà êóáîâ

Â ýòîì ðàçäåëå îïèñûâàåòñÿ íîâûé òèï ðåø¼òîê � ðåø¼òêà êóáîâ. Ïðèâîäèòñÿ
äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ÷èñëî âñåõ ñóá-êóáîâ êóáà ðàçìåðíîñòè m ðàâíî 3m. Ïî-
êàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ ñóá-êóáîâ ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå äëÿ íèõ
îïåðàöèé îáúåäèíåíèÿ è ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóåò ðåø¼òêó, íàçâàííóþ ðåø¼òêîé êóáîâ.
Îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ òàêîé ðåø¼òêè, äîêàçàíî, ÷òî ðåø¼òêà êóáîâ ÿâ-
ëÿåòñÿ ðåø¼òêîé ñ îòíîñèòåëüíûì äîïîëíåíèåì, ÷òî ïîçâîëÿåò ðåøàòü íà íåé çàäà÷è
ìèíèìèçàöèè è ìàêñèìèçàöèè ñóïåðìîäóëÿðíûõ ôóíêöèé. Îáñóæäàþòñÿ àëãîðèòìû
îïòèìèçàöèè è âîçìîæíîñòè ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ íîâûõ êëàññîâ çàäà÷ íà ðåø¼òêàõ
êóáîâ [15].

6. Îáùèé ïîäõîä ê îïòèìèçàöèè íà ðåøåòêàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì
àòîìàðíûõ ðåøåòîê

Äëÿ àòîìàðíûõ ðåøåòîê ïðåäëàãàåòñÿ îáùèé ïîäõîä, çàêëþ÷àþùèéñÿ â îòîá-
ðàæåíèè èõ íà áóëåâûå ðåøåòêè, êàê ïðàâèëî, áîëüøåé ðàçìåðíîñòè, ÷åì èñõîäíàÿ
àòîìàðíàÿ [7]. Çäåñü âîçíèêàåò ïðîáëåìà îïòèìèçàöèè íà áóëåâûõ ðåøåòêàõ áîëüøîé
ðàçìåðíîñòè. Äëÿ ýòîãî ðàçðàáîòàí êîìïëåêñ àëãîðèòìîâ ïðåäñòàâëåíèÿ ãèïåðêóáîâ
(áóëåàíîâ) áîëüøîé ðàçìåðíîñòè â âèäå ïðîåêöèé è äèàãðàìì íà ïëîñêîñòè. Ïðè
ýòîì âîçìîæíî ïîñòðîåíèå òàêèõ ïðîåêöèé, ïðè êîòîðûõ ïðîåöèðóåìûå âåðøèíû
ãèïåðêóáà íå íàêëàäûâàþòñÿ äðóã íà äðóãà, ÷òî ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü âèçóàëè-
çàöèþ ïðîöåññîâ îïòèìèçàöèè. Ïåðå÷èñëåííûå ìåòîäû è àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè
íàøëè øèðîêîå ïðèìåíåíèå äëÿ êîíêðåòíûõ ìîäåëåé â ýêîíîìèêå è òåõíèêå. Ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ, ïîëó÷åííàÿ â
ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà çàäà÷, ïðåäñòàâèìà â âèäå

N ≈ km3,
1

m2
< k < m2 ,

ãäå m � ÷èñëî àòîìîâ ñîîòâåòñòâóþùåé áóëåâîé ðåøåòêè, k � êîýôôèöèåíò, çàâèñÿ-
ùèé îò êîíêðåòíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è, N � ÷èñëî âû÷èñëåíèé çíà÷åíèé f(x).

Ñëåäîâàòåëüíî (m + 1) ≤ N < m5.
Òàê, âî âðåìÿ ðåøåíèÿ áîëüøîãî ÷èñëà çàäà÷ ñ m ≈ 40 ÷ 50 âåëè÷èíà N èìåëà

ïîðÿäîê m3, à äëÿ çàäà÷ ñ m ≈ 90÷ 100 âåëè÷èíà N èìåëà ïîðÿäîê m5 .
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ÍÎÂÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÏÎËÈÝÄÐÀËÜÍÎÉ ÊÎÌÏËÅÌÅÍÒÀÐÍÎÑÒÈ
ÄËß ËÈÍÅÉÍÛÕ ÌÎÄÅËÅÉ ÊÎÍÊÓÐÅÍÒÍÎÉ ÝÊÎÍÎÌÈÊÈ

Â.È. Øìûðåâ

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå îáùåãî ïîäõîäà [1] ê ïîñòðîå-
íèþ êîíå÷íûõ àëãîðèòìîâ îòûñêàíèÿ ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé â ëèíåéíûõ ìîäåëÿõ
êîíêóðåíòíîé ýêîíîìèêè òèïà êëàññè÷åñêîé ìîäåëè îáìåíà è íåêîòîðûõ å¼ îáîáùå-
íèé. Òðàäèöèîííî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê áàëàíñ ñïðîñà è ïðåä-
ëîæåíèÿ òîâàðîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê ïðîáëåìå îòûñêàíèÿ íóëåé ôóíêöèè èçáûòî÷íîãî
ñïðîñà. Ïîäõîä [1] ñëåäóåò ïðèíöèïèàëüíî èíîìó âçãëÿäó íà ðàâíîâåñèå êàê òî÷-
êó ñîâìåùåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ: âåêòîðà öåí, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ôèíàíñîâûé
áàëàíñ çàêóïîê òîâàðîâ, íî íå ó÷èòûâàþòñÿ ïðåäïî÷òåíèÿ ó÷àñòíèêîâ, ñ âåêòîðîì
öåí, ïðè êîòîðîì çàêóïêè òîâàðîâ ïðîèçâåäåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïî÷òåíèÿìè
ó÷àñòíèêîâ, íî áåç ó÷åòà áàëàíñîâ ïî òîâàðàì.

Ïðèìåíèòåëüíî ê ìîäåëè îáìåíà ñóòü ïîäõîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ëèíåéíîñòü öåëåâûõ ôóíêöèé ó÷àñòíèêîâ ìîäåëè ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå ñèìïëåê-

ñà öåí íà ìíîãîãðàííèêè, çàäàþùèå çîíû ñòàáèëüíîãî ïðåäïî÷òåíèÿ òîâàðîâ ó÷àñò-
íèêàìè ïî íîìåíêëàòóðå. Êàæäîé òàêîé çîíå ñòàáèëüíîãî ïðåäïî÷òåíèÿ ìîæíî ñî-
ïîñòàâèòü ìíîæåñòâî âåêòîðîâ öåí, ïðè êîòîðûõ âîçìîæåí ñáàëàíñèðîâàííûé îáìåí
òîâàðàìè â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäïî÷òåíèÿìè ó÷àñòíèêîâ � çîíó ñáàëàíñèðîâàííîñòè,
êîòîðàÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðûì ìíîãîãðàííèêîì. Â ðåçóëüòàòå âîçíèêàþò äâà
ïîëèýäðàëüíûõ êîìïëåêñà â äâîéñòâåííîñòè è òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå
ñèìïëåêñà öåí â ñåáÿ. Âåêòîð ðàâíîâåñíûõ öåí çàäàåòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ îòâå÷àþ-
ùèõ äðóã äðóãó ìíîãîãðàííèêîâ, ò.å. íåïîäâèæíîé òî÷êîé âîçíèêøåãî îòîáðàæåíèÿ.
Ýòîò íîâûé êëàññ çàäà÷ � çàäà÷è ïîëèýäðàëüíîé êîìïëåìåíòàðíîñòè � ÿâëÿåòñÿ åñòå-
ñòâåííûì ðàñøèðåíèåì êëàññà çàäà÷ ëèíåéíîé êîìïëåìåíòàðíîñòè [2]. Îêàçàëîñü,
÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ âîçíèêàþùåå òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîå îòáðàæåíèå
îáëàäàåò îñîáûì ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè, õàðàêòåðíûì äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîé êîìïëå-
ìåíòàðíîñòè ñ ïîëîæèòåëüíûìè ãëàâíûìè ìèíîðàìè ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé çàäà÷è
(ìàòðèöû êëàññà P) [3].

Èçâåñòíî èíîå ñâåäåíèå çàäà÷è îòûñêàíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ëèíåéíîé ìîäåëè îáìåíà
ê çàäà÷å ëèíåéíîé êîìïëåìåíòàðíîñòè [4]. Ðàññìàòðèâàåìûé ïîäõîä ñëåäóåò ïðèí-
öèïèàëüíî èíîé ñõåìå. Îí ïîçâîëèë ïðåäëîæèòü êîíå÷íûå àëãîðèòìû îòûñêàíèÿ
ðàâíîâåñèÿ äëÿ ëèíåéíîé ìîäåëè îáìåíà êàê ñ ôèêñèðîâàííûìè, òàê è ñ ïåðåìåí-
íûìè áþäæåòàìè [5-7]. Ïðè ýòîì â ñëó÷àå ìîäåëè ñ ôèêñèðîâàííûìè áþäæåòàìè
âîçíèêàþùèå òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííûå îòîáðàæåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ïîòåíöèàëüíûìè è
îáëàäàþò îïðåäåëåííûì ñâîéñòâîì ìîíîòîííîñòè (ëîãàðèôìè÷åñêàÿ ìîíîòîííîñòü).
Âñëåäñòâèå ýòîãî äëÿ òàêèõ ìîäåëåé âîïðîñ îá îòûñêàíèè ðàâíîâåñèÿ ñâîäèòñÿ ê
çàäà÷å âûïóêëîé îïòèìèçàöèè [5, 7].

Ðàçðàáîòàííûå àëãîðèòìû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîöåäóðû ñèìïëåêñíîãî
òèïà äëÿ îòûñêàíèÿ ðàâíîâåñíûõ öåí. Íà êàæäîì øàãå ïðîöåññà àíàëèçèðóåòñÿ îä-
íà èç âîçìîæíûõ ñõåì ïðèêðåïëåíèÿ òîâàðîâ ê ó÷àñòíèêàì ìîäåëè ïîäîáíî òîìó,
êàê â ñèìïëåêñ-ìåòîäå íà êàæäîì øàãå ôèãóðèðóåò íåêîòîðîå áàçèñíîå ìíîæåñòâî,
çàäàþùåå ñòðóêòóðó âîçìîæíîãî ðåøåíèÿ.

Ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ îòûñêàíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîçâîëÿåò ïî-
ëó÷èòü êîíå÷íûå àëãîðèòìû è äëÿ áîëåå îáùèõ ëèíåéíûõ ìîäåëè � îáîáùåííàÿ ìî-
äåëü îáìåíà [8, 9], ñïåöèàëüíûé êëàññ ìîäåëåé ïðîèçâîäñòâà-îáìåíà, âêëþ÷àþùèé
âàðèàíò ìîäåëè Ýððîó-Äåáðå [10], äðîáíî-ëèíåéíàÿ ìîäåëü îáìåíà [11].
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Â äîêëàäå ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîäðîáíî îñòàíîâèòüñÿ íà àëãîðèòìå äëÿ äðîáíî-ëèíåé-
íîé ìîäåëè îáìåíà. Â ýòîé ìîäåëè ðàâíîâåñèå â êëàññè÷åñêîì îïðåäåëåíèè ìîæåò è
íå ñóùåñòâîâàòü, è ãàðàíòèðîâàòü ìîæíî ëèøü ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿ-
íèé â áîëåå îáùåì ñìûñëå (free disposal-equilibrium). Ïðèìåíåíèå îïèñàííîãî ïîäõî-
äà â äàííîì ñëó÷àå õàðàêòåðèçóåòñÿ ðÿäîì íîâûõ îòëè÷èòåëüíûõ îñîáåííîñòåé. Â
ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî êàñàåòñÿ ôîðìèðîâàíèÿ êîìïëåêñà çîí ïðåäïî÷òèòåëüíîñòè, êî-
òîðûå òåïåðü íå îãðàíè÷èâàþòñÿ ïðåäåëàìè ñèìïëåêñà öåí. Äëÿ ñëó÷àÿ ôèêñèðîâàí-
íûõ áþäæåòîâ âîçíèêàþùåå òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå óæå íå îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ïîòåíöèàëüíîñòè, êàê ýòî èìååò ìåñòî äëÿ ëèíåéíûõ ìîäåëåé îáìåíà. Íî
óïîìÿíóòîå ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè â âîçíèêàþùåé çàäà÷å ïîëèýäðàëüíîé êîìïëå-
ìåíòàðíîñòè ñîõðàíÿåòñÿ, ÷òî è ïîçâîëÿåò îáîñíîâàòü ïðåäëîæåííóþ ïðîöåäóðó.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ñîâåòà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà ÐÔ
äëÿ ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò ÍØ-4113.2008.6).
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ÌÀÊÑÈÌÈÇÀÖÈß ÂÐÅÌÅÍÈ ÆÈÇÍÈ ÑÅÍÑÎÐÍÎÉ ÑÅÒÈ
ÏÐÈ ÑËÓ×ÀÉÍÎÌ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÈ ÑÅÍÑÎÐÎÂ

Ò.À. Àëäûí-îîë, À.È. Åðçèí

Ïóñòü íà ñâÿçíîé îáëàñòè O äîñòàòî÷íî áîëüøîé ïëîùàäè ñëó÷àéíî ðàâíîìåð-
íî ðàñïðåäåëåíî ìíîæåñòâî ñåíñîðîâ M ñ ðåãóëèðóåìûìè ðàäèóñàìè ìîíèòîðèíãà.
Çîíà ìîíèòîðèíãà (ïîêðûòèÿ) ñåíñîðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ôîðìå êðóãà ðàäèóñà R ñ
öåíòðîì â ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ ñåíñîðà, è ïóñòü êàæäûé ñåíñîð ñïîñîáåí ïîääåðæè-
âàòü ïîêðûòèå òàêîãî êðóãà â òå÷åíèå âðåìåíè l(R) = 1/Ra, ãäå a > 0. Íàçîâåì
Q-ïîêðûòèåì îáëàñòè O òàêîå ïîäìíîæåñòâî àêòèâíûõ ñåíñîðîâ W , ÷òî âåðîÿò-
íîñòü ïîêðûòèÿ êàæäîé òî÷êè îáëàñòè õîòÿ áû îäíèì ñåíñîðîì èç W íå ìåíåå
çàäàííîé êîíñòàíòû Q ∈ (0, 1]. Ïîä âðåìåíåì æèçíè ñåíñîðíîé ñåòè (ÑÑ) áóäåì
ïîíèìàòü îòðåçîê âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî îáåñïå÷èâàåòñÿ Q-ïîêðûòèå îáëàñòè.
Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ âðåìåíè æèçíè ÑÑ ïóòåì âûáîðà ñîâîêóïíî-
ñòè Q-ïîêðûòèé.

Ïóñòü C = {C1, . . . , Cd}, ãäå Ck ⊆ O � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî óçëîâ, è ðàññòîÿíèå
ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè óçëàìè j, l ∈ ⋃

k Ck íå ìåíåå 2δ, δ ≥ 0. Ïóñòü ajk = 1,
åñëè ñåíñîð j ïðèíàäëåæèò δ-îêðåñòíîñòè Jk

i = {l ∈ M |dil ≤ δ} íåêîòîðîãî óçëà
i ∈ Ck, è ajk = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ãäå dil � ðàññòîÿíèå ìåæäó ìåæäó óçëîì i è
ñåíñîðîì l. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (Ck(R)) âåðîÿòíîñòü ïîêðûòèÿ êàæäîé òî÷êè îáëàñòè
O õîòÿ áû îäíèì êðóãîì ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â ìåñòå ðàñïîëîæåíèÿ íåêîòîðîãî
ñåíñîðà j ∈ Jk

i . Åñëè âçÿòü â êà÷åñòâå àêòèâíûõ ñåíñîðû èç êàæäîãî ìíîæåñòâà
Jk

i , i ∈ Ck, òî ïîëó÷èì Q-ïîêðûòèå Wk. Ïóñòü ïåðåìåííàÿ yk ñîîòâåòñòâóåò âðåìåíè
æèçíè Q-ïîêðûòèÿ Wk. Òîãäà çàäà÷à ìàêñèìèçàöèè âðåìåíè æèçíè ÑÑ çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

∑d

k=1
yk → max

yk≥0,R>0,δ≥0
(1)

∑d

k=1
ajkyk ≤ l(R), j ∈ M ; (2)

P (Ck(R)) ≥ Q, k = 1, . . . , d. (3)

Çàäà÷à (1)-(3) NP-òðóäíà [1]. Ïðåäëàãàåòñÿ ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 08-07-91300-ÈÍÄ_à.
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×ÀÑÒÈ×ÍÀß ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈß ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈß

Ä.Ì. Àëåêáåðëè

Çàäà÷è îïòèìèçàöèè ðàñïèñàíèÿ ðàññìîòðåíû â ðÿäå ðàáîò, íàïðèìåð, â [1�3]. Â
äàííîì ñîîáùåíèè ðàññìîòðåíà ÷àñòè÷íàÿ äåêîìïîçèöèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ó÷åá-
íîãî ðàñïèñàíèÿ äëÿ îäíîãî ñëó÷àÿ.

1. Îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü L = {1, ..., l} è N = {1, ..., n} � ñîîòâåòñòâåííî ìíîæå-
ñòâà ó÷èòåëåé è êëàññîâ, t � ïðîäîëæèòåëüíîñòü ðàñïèñàíèÿ â àêàäåìè÷åñêèõ ÷àñàõ
(â äàííîì ñîîáùåíèè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî t = 5). Ðàñïèñàíèå ó÷åáíûõ çàíÿòèé ïðåä-
ñòàâëåíà òàáëèöåé M l × t ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1, . . . , n}, êàæäàÿ ñòðîêà
êîòîðîé ñîäåðæèò äâà ýëåìåíòà ìíîæåñòâà N , â êàæäîì ñòîëáöå íåíóëåâûå ýëåìåíòû
ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Çàïèñü ¾Mi,k = j¿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê óðîê ó÷èòåëÿ i â êëàñ-
ñå j â k-é àêàäåìè÷åñêèé ÷àñ, åñëè j ∈ N , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (åñëè j = 0) � êàê
èíôîðìàöèÿ îá îòñóòñòâèè ó ó÷èòåëÿ i óðîêà â k-é ÷àñ.

Ýëåìåíò òàáëèöû Mi,k = 0 áóäåì íàçûâàòü îêíîì, åñëè

∃k1, k2 : 1 ≤ k1 < k < k2 ≤ t; Mi,k1 ,Mi,k2 ∈ N.

Íàáîð íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ñòðîêå i òàáëèöû M îáîçíà÷èì ÷åðåç ωi, à íàáîð íåíó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ â ñòîëáöå k � ÷åðåç hk.

2. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè ðàñïèñàíèÿ (äëÿ ÷àñòíîãî ñëó-
÷àÿ). Ïðåîáðàçîâàòü òàáëèöó M ê òàáëèöå M0 l × t, îáëàäàþùåé ñâîéñòâàìè: (1)
ýëåìåíòû M0 ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {0, 1, . . . , n}; (2) M0 íå ñîäåðæèò îêîí; (3) íà-
áîð íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ñòðîêå i òàáëèöû M0 ðàâåí ωi äëÿ âñåõ i ∈ L; (4) íàáîð
íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â ñòîëáöå k òàáëèöû M0 ðàâåí hk äëÿ âñåõ k ∈ {1, . . . , t}.

3. Ðåçóëüòàò. Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ðàñïèñàíèÿ ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ñåìåéñòâî Ω = {ωi | i ∈ L} äîïóñêàåò ðàçáèåíèå íà ïîäñåìåéñòâà Ω1 è
Ω2, òàêèå, ÷òî äëÿ êàæäîãî q ∈ {1, 2} ñóùåñòâóåò òàáëèöà Mq lq × 3 (lq � ÷èñëî
íàáîðîâ â Ωq), îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè: (1) äëÿ êàæäîãî íàáîðà ω ∈ Ωq â Mq íàé-
äåòñÿ ñòðîêà, â êîòîðîé íàáîð íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ðàâåí ω; (2) âòîðîé ýëåìåíò
â êàæäîé ñòðîêå Mq îòëè÷åí îò íóëÿ (îòñóòñòâèå îêîí); (3) â êàæäîì ñòîëáöå
Mq íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
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ÒÎ×ÍÛÉ È ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÄËß ÊÎÍÊÓÐÅÍÒÍÎÉ
ÇÀÄÀ×È ÎÁ (r, p)-ÖÅÍÒÐÎÈÄÅ

Å.Â. Àëåêñååâà

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíêóðåíòíàÿ çàäà÷à î p-ìåäèàíå, èçâåñòíàÿ òàêæå,
êàê çàäà÷à î (r, p)-öåíòðîèäå. Äâà ëèöà ïðèíèìàþùèõ ðåøåíèå, Ëèäåð è Êîíêóðåíò,
ïî î÷åðåäè îòêðûâàþò p è r ïðåäïðèÿòèé ñîîòâåòñòâåííî è ñòðåìÿòñÿ çàõâàòèòü
íàèáîëüøóþ äîëþ ðûíêà. Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó ΣP

2 è ÿâëÿåòñÿ
ïîëíîé â ýòîì êëàññå [3].

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíåé îöåíêè â ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû,
îñíîâàííûå íà ïðîöåäóðå ïîèñêà ñ çàïðåòàìè, ãåíåòè÷åñêîì àëãîðèòìå è èñïîëüçóþ-
ùèå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è Êîíêóðåíòà [1, 2].

Äëÿ òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçðàáîòàí èòåðàöèîííûé ìåòîä ãåíåðàöèè ñòîëá-
öîâ. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ êàê çàäà÷à ÖËÏ ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì
÷èñëîì îãðàíè÷åíèé è ïåðåìåííûõ. Ìåòîä íà÷èíàåò ñâîþ ðàáîòó ñ ìàëûì ÷èñëîì
îãðàíè÷åíèé è ïåðåìåííûõ, íà êàæäîé èòåðàöèè ïîðîæäàþòñÿ íîâûå è äîáàâëÿþò-
ñÿ â ìîäåëü. Çàòåì ñ ïîìîùüþ êîììåð÷åñêîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ ïîëó÷åí-
íàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ òî÷íî. ×èñëî èòåðàöèé òàêîãî ïîäõîäà çàâèñèò îò äîáàâëÿåìûõ
îãðàíè÷åíèé è ìîæåò îêàçàòüñÿ áîëüøèì. ×òîáû óñêîðèòü ïðîöåññ ïðåäëàãàåòñÿ ìî-
äèôèöèðîâàííûé ìåòîä. Äëÿ ýòîãî â ìîäåëü äîáàâëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèå ñíèçó íà äîëþ
Ëèäåðà. Íà êàæäîé èòåðàöèè ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà â ïîëó÷åííîé çàäà÷å èùåò-
ñÿ äîïóñòèìîå ðåøåíèå. Òðåáóåìàÿ äîëÿ Ëèäåðà îïðåäåëÿåòñÿ ìåòàýâðèñòèêàìè.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ èç ýëåêòðîí-
íîé áèáëèîòåêè http://math.nsc.ru/AP/benchmarks/english.html. Äëÿ çàäà÷ ðàçìåð-
íîñòè 100 êëèåíòîâ, 100 âîçìîæíûõ ïóíêòîâ ðàçìåùåíèÿ è p = r = 5 óäàëîñü òî÷íî
ðåøèòü çàäà÷ó.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ (08�07�00037) è ÀÂÖÏ Ðîñîáðàçîâàíèÿ (ïðî-
åêò 2.1.1/3235).
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Î ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÑÕÅÌ ÏÐÈ
ÎÄÍÎÒÈÏÍÛÕ ÊÎÍÑÒÀÍÒÍÛÕ ÍÅÈÑÏÐÀÂÍÎÑÒßÕ ÍÀ ÂÕÎÄÀÕ

ÝËÅÌÅÍÒÎÂ
Ì.À. Àëåõèíà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç íåíàäåæíûõ ôóíê-
öèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñå B3 èç âñåõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ íå áîëåå ÷åì îò
òðåõ ïåðåìåííûõ. Ñõåìà ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f(x1, x2, ..., xn), åñëè ïðè ïîñòóïëåíèè
íà âõîäû ñõåìû íàáîðà ã = (a1, a2, ..., an) ïðè îòñóòñòâèè íåèñïðàâíîñòåé íà âûõî-
äå ñõåìû ïîÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå f(ã). Âõîäû âñåõ ýëåìåíòîâ ñõåìû íåçàâèñèìî äðóã
îò äðóãà ïåðåõîäÿò â íåèñïðàâíûå ñîñòîÿíèÿ òèïà 0 (1). Íåèñïðàâíîñòè òèïà 0 íà
âõîäàõ ýëåìåíòîâ õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ïîñòóïàþùèé íà âõîä ýëåìåíòà íóëü íå
èñêàæàåòñÿ, à åäèíèöà � ñ âåðîÿòíîñòüþ ε (ε ∈ (0; 1/2) ìîæåò ïðåâðàòèòñÿ â íóëü.
Íåèñïðàâíîñòè òèïà 1 íà âõîäàõ ýëåìåíòîâ îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî áàçèñíûå ýëåìåíòû ïîäâåðæåíû íåèñïðàâíîñòÿì òèïà 0 íà
âõîäàõ ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü Pf̄(ã)(S, ã) � âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ çíà÷åíèÿ f̄(ã) íà âûõîäå ñõåìû S, ðåà-
ëèçóþùåé ôóíêöèþ f(x̃), ïðè âõîäíîì íàáîðå ã. Íåíàäåæíîñòü P (S) ñõåìû S ðàâíà
max{Pf̄(ã)(S, ã)}, ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì âõîäíûì íàáîðàì ã ñõåìû S.

Ïóñòü Pε(f) = inf
S

P (S), ãäå S � ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ f(x̃). Ñõåìó A, ðåàëèçóþùóþ
ôóíêöèþ f , íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé ïî íàäåæíîñòè, åñëè P (A) ∼ Pε(f)
ïðè ε → 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî êîíñòàíòû 0, 1 è ôóíêöèè xi (i ∈ {1, 2, ..., n}) â áàçèñå B3 ïðè
íåèñïðàâíîñòÿõ òèïà 0 íà âõîäàõ ýëåìåíòîâ ìîæíî ðåàëèçîâàòü àáñîëþòíî íàäåæíî.

Òåîðåìà 1. Ïðè ε ∈ (0, 1/10] ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé
ñõåìîé A íàä B3, ÷òî P (A) ≤ ε3 + 5ε4.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ε ∈ (0, 1/2), à f � ëþáàÿ ôóíêöèÿ, îòëè÷íàÿ îò êîíñòàíò
0, 1 è ôóíêöèé xi (i ∈ {1, 2, ..., n}). Òîãäà ëþáàÿ ñõåìà S, ðåàëèçóþùàÿ f , èìååò
íåíàäåæíîñòü P (S) ≥ ε3.

Èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî â áàçèñå B3 àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íà-
äåæíîñòè ñõåìû äëÿ âñåõ ôóíêöèé f(x1, x2, ..., xn), êðîìå 0, 1 è xi (i ∈ {1, 2, ..., n}),
ôóíêöèîíèðóþò ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé ε3 ïðè ε → 0.

Ïîñêîëüêó íåíàäåæíîñòè äâîéñòâåííûõ ñõåì ðàâíû [1], à áàçèñ B3 äâîéñòâåííåí
ñåáå, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû ïðè íåèñïðàâíîñòÿõ òèïà 1 íà âõîäàõ ýëå-
ìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìîãî áàçèñà.
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ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ËÎÊÀËÜÍÎÃÎ ÏÎÈÑÊÀ ÄËß ÇÀÄÀ×È
ÊÎÍÊÓÐÅÍÒÍÎÃÎ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈÉ

Â.Ë. Áåðåñíåâ, Ä.Ñ. Èâàíåíêî

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìîäåëü êîíêóðåíòíîé áîðüáû äâóõ ôèðì, îêàçûâàþùèõ óñëó-
ãè îäíîãî âèäà [1]. Êàæäàÿ èç ôèðì ðàçìåùàåò íà ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ ïóíêòîâ
ðàçìåùåíèÿ ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü. Ïðåä-
ïî÷òåíèÿ ïîòðåáèòåëåé ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â äâóõóðîâ-
íåâîé ïîñòàíîâêå. Òðåáóåòñÿ îòûñêàòü ðåøåíèå, äîñòàâëÿþùåå ìàêñèìóì ïðèáûëè
îäíîé èç ôèðì (Ëèäåðó), ïðè óñëîâèè, ÷òî Ëèäåð îòêðûâàåò ïðåäïðèÿòèÿ ïåðâûì, à
äðóãàÿ ôèðìà (Êîíêóðåíò) ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ ñîáñòâåííóþ ïðèáûëü, îáëàäàÿ èí-
ôîðìàöèåé î ïðèíÿòîì Ëèäåðîì ðåøåíèè è ðàçìåøàåò ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ â ïóíêòàõ,
íå çàíÿòûõ ïðåäïðèÿòèÿìè Ëèäåðà.

Äëÿ îòûñêàíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäëàãàþòñÿ äâà àëãîðèòìà ëî-
êàëüíîãî ïîèñêà. Àëãîðèòìû îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ñïîñîáîì ïîðîæäåíèÿ ñî-
ñåäíèõ ðåøåíèé äëÿ òåêóùåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ. Ïîñêîëüêó òðåáîâàíèå îï-
òèìàëüíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íèæíåãî óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ äî-
ïóñòèìîñòè ðåøåíèÿ äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è, òî äëÿ ïîðîæäåíèÿ ýëåìåíòîâ îêðåñòíî-
ñòè òåêóùåãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îòûñêèâàåòñÿ òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è íèæíåãî
óðîâíÿ (çàäà÷è Êîíêóðåíòà). Äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö ñ
îöåíêîé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ðåàëèçîâàííûé â [2].

Èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå àëãîðèòìîâ â çàâèñèìîñòè îò ïðàâèëà âûáîðà ðåøåíèÿ â
îêðåñòíîñòè äëÿ ïåðåõîäà ê ñëåäóþùåé èòåðàöèè. Ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå êà÷åñòâà
ðàáîòû àëãîðèòìîâ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÀÂÖÏ Ðîñîáðàçîâàíèÿ, ïðîåêò � 2.1.1/3235.
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ÐÀÇÌÅÙÅÍÈÅ ÂÇÀÈÌÎÑÂßÇÀÍÍÛÕ ÎÁÚÅÊÒÎÂ
Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈ

À.Ê. Áîãóøîâ, À.Â. Ïàíþêîâ

Äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî îáúåêòîâ S, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî çàðåãèñòðèðîâàííûõ
ñèãíàëîâ îò ìîëíèåâûõ ðàçðÿäîâ. Äëÿ êàæäîãî s ∈ S îïðåäåëåíî ìíîæåñòâî ìåñò åãî
âîçìîæíîãî ðàçìåùåíèÿ L(s) ⊆ M, ãäå M � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρ.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ çàäà÷à êëàñòåð-àíàëèçà: ðàçìåñòèòü îáúåêòû ìíîæå-
ñòâà S â ìèíèìàëüíîì ÷èñëå ÿ÷ååê ïðîñòðàíñòâà M äèàìåòðîì íå áîëåå d0, à òàêæå
îïðåäåëèòü ìåñòîïîëîæåíèå ñàìèõ ÿ÷ååê.
Àëãîðèòì L0:
Âõîä: S, {L(s) : s ∈ S}, M, d0.
Âûõîä: {Ci : i = 1, 2, . . . , |S|} � ìíîæåñòâî ÿ÷ååê;
{x(Ci) : i = 1, 2, . . . , |S|} � öåíòðû ÿ÷ååê;
{x(s) : s ∈ S} � òî÷êè ðàçìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ.
Øàã 1. Ïîñòðîèòü ãðàô G(d0) = (S,E(d0)), ãäå

E(d0) = {[s, t] : s, t ∈ S, ρ (L(s), L(t)) ≤ d0} .

Øàã 2. Äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè K ãðàôà G âûïîëíèòü øàã 3.
Øàã 3. Åñëè K ïîëíûé ãðàô, òî âñå åãî âåðøèíû è òîëüêî îíè îòíîñÿòñÿ ê îäíîé
ÿ÷åéêå, èíà÷å âûïîëíèòü ïðîöåäóðó Äåêîìïîçèöèÿ-Êîìïîçèöèÿ.
Øàã 4. Îïðåäåëèòü öåíòð êàæäîé ÿ÷åéêè

x(Ci) = arg min
x∈M

∑

s∈Ci

ρ(x, L(s)).

Øàã 5. Íàéòè ðàçìåùåíèå êàæäîãî îáúåêòà s ∈ S

x(s) = arg min
i: s∈Ci

min
x∈L(s)

ρ(x, x(Ci)).

Êîíåö àëãîðèòìà.
ÏðîöåäóðàÄåêîìïîçèöèÿ-Êîìïîçèöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðåêóðñèâíîé è äëÿ êàæäîé êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè íàõîäèò ìèíèìàëüíîå ïî ìîùíîñòè ðåáåðíîå ïîêðûòèå ïîëíûìè
ïîäãðàôàìè. Âñå âåðøèíû êàæäîãî èç ýòèõ ïîäãðàôîâ è òîëüêî îíè îïðåäåëÿþò îò-
äåëüíóþ ÿ÷åéêó.
Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà íå ïðåâîñõîäèò O(|S|2).
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ÍÎÂÛÅ ÄÎÑÒÀÒÎ×ÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß 3-ÐÀÑÊÐÀØÈÂÀÅÌÎÑÒÈ
ÏËÎÑÊÈÕ ÃÐÀÔÎÂ

Î.Â. Áîðîäèí, À.Í. Ãëåáîâ

Äâå èçâåñòíûå ãèïîòåçû î 3-ðàñêðàøèâàåìîñòè ïëîñêèõ ãðàôîâ ñîñòîÿò â òîì, ÷òî
ëþáîé ïëîñêèé ãðàô, íå ñîäåðæàùèé öèêëîâ äëèíû 4 è 5, ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì
(ãèïîòåçà Ñòåéíáåðãà, 1976), è ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî d > 0, ÷òî ëþáîé ïëîñêèé
ãðàô ñ ìèíèìàëüíûì ðàññòîÿíèåì ìåæäó 3-öèêëàìè íå ìåíåå d ÿâëÿåòñÿ
3-ðàñêðàøèâàåìûì (ãèïîòåçà Õàâåëà, 1970). Â 2005 ã. Áîðîäèí âûñêàçàë ïðåäïî-
ëîæåíèå î òîì, ÷òî ëþáîé ïëîñêèé ãðàô, â êîòîðîì 3-öèêëû íå èìåþò îáùèõ ðå-
áåð ñ öèêëàìè äëèíû 4 è 5, ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì (íîâîñèáèðñêàÿ ãèïîòåçà î
3-ðàñêðàñêå). ßñíî, ÷òî íîâîñèáèðñêàÿ ãèïîòåçà óñèëèâàåò ãèïîòåçó Ñòåéíáåðãà è íå
ââîäèò æåñòêèõ çàïðåòîâ íà äëèíû öèêëîâ â ãðàôå.

Íàìè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, îáúåäèíÿþùèå ÷åðòû òðåõ óêàçàííûõ
ãèïîòåç è ïîçâîëÿþùèå ïðèáëèçèòüñÿ ê ðåøåíèþ êàæäîé èõ íèõ. Âî-ïåðâûõ, äîêà-
çàíî, ÷òî ëþáîé ïëîñêèé ãðàô áåç 5-öèêëîâ, â êîòîðîì ëþáûå äâà 3-öèêëà íàõîäÿòñÿ
íà ðàññòîÿíèè, íå ìåíüøåì 2, ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì. Òåì ñàìûì óñèëåí àíà-
ëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ðàññòîÿíèÿ 3, ðàíåå ïîëó÷åííûé â [1] è, íåçàâèñèìî, â [2].
Âî-âòîðûõ, äîêàçàíà 3-ðàñêðàøèâàåìîñòü ïëîñêèõ ãðàôîâ, â êîòîðûõ 3-öèêëû íå
èìåþò îáùèõ ðåáåð ñ öèêëàìè äëèíû îò 4 äî 7, ÷òî óñèëèâàåò ðàíåå ïîëó÷åííûå
ðåçóëüòàòû î òîì, ÷òî ëþáîé ïëîñêèé ãðàô, íå ñîäåðæàùèé öèêëîâ äëèíû îò 4 äî 7,
ÿâëÿåòñÿ 3-ðàñêðàøèâàåìûì [3], è ÷òî ïëîñêèå ãðàôû, â êîòîðûõ 3-öèêëû íå èìåþò
îáùèõ ðåáåð öèêëàìè äëèíû îò 4 äî 9, òàêæå 3-ðàñêðàøèâàåìû [4]. Íàêîíåö, äîêàçà-
íî, ÷òî åñëè â ïëîñêîì ãðàôå 5-öèêëû íå èìåþò îáùèõ ðåáåð ñ 3-öèêëàìè, è ëþáûå
äâà 3-öèêëà íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè, íå ìåíüøåì 4, òî òàêîé ãðàô 3-ðàñêðàøèâàåì.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 08-01-00516 è 09-01-00244).
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ÐÅØÅÍÈÅ ÇÀÄÀ×È ÓÏÀÊÎÂÊÈ ÏÐßÌÎÓÃÎËÜÍÈÊÎÂ È ÊÐÓÃÎÂ
ÍÀ ÁÀÇÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÌÓÐÀÂÜÈÍÎÉ ÊÎËÎÍÈÈ

À.Ô. Âàëååâà, Ð.È. Ôàéçðàõìàíîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à óïàêîâêè ìíîæåñòâà ïðåäìåòîâ I = {z1, .., zn, c1, .., cm} â
ïîëóáåñêîíå÷íóþ ïîëîñó øèðèíû W. Êàæäûé ïðåäìåò ÿâëÿåòñÿ ëèáî ïðÿìîóãîëü-
íèêîì z ∈ Z = {z1, .., zn} ñ äëèíîé li è øèðèíîé wi (i = 1, ..., n), ëèáî êðóãîì
c ∈ C = {c1, .., cm} ñ ðàäèóñîì rj (j = 1, ...,m). Òðåáóåòñÿ ðàçìåñòèòü âñå ïðåäìåòû
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû äëèíà çàíÿòîé ÷àñòè ïîëîñû áûëà ìèíèìàëüíîé. Äëÿ ðåøå-
íèÿ ýòîé çàäà÷è ðàçðàáîòàí àëãîðèòì íà áàçå àëãîðèòìà ìóðàâüèíîé êîëîíèè P-ACO
[1], îñíîâíûìè ïðîöåäóðàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ: âûáîð íà÷àëüíîãî ôðàãìåíòà ðåøå-
íèÿ (ïðÿìîóãîëüíèêà èëè êðóãà); äîáàâëåíèå ôðàãìåíòà ê ÷àñòè÷íî ïîñòðîåííîìó
ðåøåíèþ; ôîðìèðîâàíèå ïîïóëÿöèè èç ëó÷øèõ ðåøåíèé èòåðàöèè; îáíîâëåíèå ïîïó-
ëÿöèè. Ïðè ýòîì ïðè äîáàâëåíèè ôðàãìåíòà ê ðåøåíèþ èñïîëüçîâàëàñü ïðîöåäóðà
ABLP (Adapted Best Local Position), ïðåäëîæåííàÿ â [2] è ïðèìåíåííàÿ äëÿ çàäà÷è
ðàçìåùåíèÿ êðóãîâ. Â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ýòà ïðîöåäóðà ðàñøèðåíà äëÿ ðàçìå-
ùåíèÿ êðóãîâ è ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Äëÿ àíàëèçà ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà
áûë ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò íà ðàçëè÷íûõ êëàññàõ çàäà÷, ñãåíåðèðîâàííûõ
ñëó÷àéíûì îáðàçîì.
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×ÈÑËÅÍÍÛÉ ÏÎÈÑÊ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß
ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß Ñ ÏÐÅÄÏÎ×ÒÅÍÈßÌÈ ÊËÈÅÍÒÎÂ

È.Ë. Âàñèëüåâ, Ê.Á. Êëèìåíòîâà

Ïóñòü çàäàíû I = {1, . . . , m} � ìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé; J = {1, . . . , n} � ìíîæå-
ñòâî êëèåíòîâ; fi ≥ 0, i ∈ I � çàòðàòû íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèÿ i; cij ≥ 0, i ∈ I,
j ∈ J � ñòîèìîñòü îáñëóæèâàíèÿ j êëèåíòà èç i ïðåäïðèÿòèÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæ-
äîé ïàðû ïðåäïðèÿòèé i1 è i2 è äëÿ êàæäîãî êëèåíòà j çàäàíî îòíîøåíèå ïîðÿäêà.
Ãîâîðÿò, ÷òî ïðåäïðèÿòèå i1 õóæå äëÿ êëèåíòà j, ÷åì ïðåäïðèÿòèå i2 (îáîçíà÷àåòñÿ
i1 <j i2), åñëè êëèåíò j èç îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé i1 è i2 âûáåðåò ïðåäïðèÿòèå i2.
Ñòîèò çàäà÷à îòêðûòü íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî Q ⊆ I ïðåäïðèÿòèé è îáñëóæèòü èç
íèõ âñåõ êëèåíòîâ, ìèíèìèçèðóÿ ñóììàðíûå çàòðàòû íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèé è
îáñëóæèâàíèå êëèåíòîâ, è ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì ïðåäïî÷òåíèÿ êëèåíòîâ.

×åðåç S(i, j) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ïðåäïðèÿòèé, êîòîðûå ëó÷øå äëÿ êëèåíòà j,
÷åì ïðåäïðèÿòèå i, ò.å. S(i, j) = {k ∈ I : i <j k}. Òîãäà ñôîðìóëèðîâàííóþ çàäà÷ó
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñëåäóþùåé çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè:

min
Q⊆I

∑

j∈J

cqjj +
∑

i∈Q

fi, (1)

qj ∈ Q : S(qj, j) ∩Q = ∅, j ∈ J. (2)
Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (1) ìèíèìèçèðóåò çàòðàòû íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèé è îáñëóæè-
âàíèå êëèåíòîâ, à âûáîð ýëåìåíòîâ qj, j ∈ J ïî ïðàâèëó (2) ãàðàíòèðóåò, ÷òî êëèåíòû
áóäóò îáñëóæåíû íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì äëÿ íèõ ïðåäïðèÿòèåì èç ñïèñêà îò-
êðûòûõ ïðåäïðèÿòèé Q.

Èçâåñòíî [1], ÷òî òàêóþ êîìáèíàòîðíóþ çàäà÷ó (1)-(2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
çàäà÷è öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ). Äëÿ ìíîãîãðàííèêà,
ñîîòâåòñòâóþùåãî òàêîé çàäà÷å ÖËÏ, â [2] áûëî ïðåäëîæåíî ñåìåéñòâî ïðàâèëüíûõ
íåðàâåíñòâ. Äàííîå ñåìåéñòâî íåðàâåíñòâ áûëî èñïîëüçîâàíî äëÿ ïîèñêà îïòèìàëü-
íîãî ðåøåíèÿ â èññëåäóåìîé çàäà÷å ìåòîäîì âåòâåé è îòñå÷åíèé. Êðîìå òîãî, äëÿ
ïîèñêà âåðõíèõ îöåíîê îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ áûë ðåàëèçîâàí ìåòîä èìèòàöèè îò-
æèãà. Ïðîâåäåííûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò íà ñåðèè òåñòîâûõ ïðèìåðîâ èç [1]
ïîäòâåðäèë ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà.
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ÝÂÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È Î p-ÌÅÄÈÀÍÅ
Â ÏÐÈËÎÆÅÍÈÈ Ê ÊËÀÑÒÅÐÍÎÌÓ ÀÍÀËÈÇÓ

ÁÎËÜØÈÕ ÌÀÑÑÈÂÎÂ ÄÀÍÍÛÕ
È.Ë. Âàñèëüåâ, À.Â. Óøàêîâ

Çàäà÷à êëàñòåðíîãî àíàëèçà ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà â âèäå õîðîøî èçâåñò-
íîé çàäà÷è êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè - çàäà÷è î p-ìåäèàíå [1]. Ðàññìîòðèì ìíîæå-
ñòâî îáúåêòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêîòîðûì ÷èñëîâûì âåêòîðîì,
è ãðàô, â êîòîðîì êàæäîé âåðøèíå ñîïîñòàâëåí îáúåêò. Ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíà-
ìè ãðàôà (âåñ äóã) îïðåäåëÿåòñÿ ñõîæåñòüþ ñîîòâåòñòâóþùèõ îáúåêòîâ. Ïîä ñõîæå-
ñòüþ îáúåêòîâ ïîíèìàåòñÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðàìè, âû÷èñ-
ëåííîå ïî îïðåäåëåííîé ìåòðèêå. Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðàçáèòü èñõîäíîå ìíîæåñòâî
íà îïðåäåëåííîå êîëè÷åñòâî êëàñòåðîâ (ñêàæåì, p), íåîáõîäèìî íàéòè p ìåäèàííûõ
âåðøèí ãðàôà, ìèíèìèçèðóþùèõ ñóììó âåñîâ äóã äî îñòàëüíûõ âåðøèí.

Çàäà÷è, âîçíèêàþùèå â ïðèëîæåíèè ê êëàñòåðíîìó àíàëèçó, îòíîñÿòñÿ ê òèïó
òàê íàçûâàåìûõ ìåòðè÷åñêèõ çàäà÷ î p-ìåäèàíå, ò.å. çàäà÷, â êîòîðûõ äëÿ âåñîâ äóã
ãðàôà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ õîðîøî çàðåêîìåí-
äîâàëè ñåáÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ, îñíîâàííûå íà ðåëàêñàöèè Ëàãðàíæà, êîòîðûå îáåñïå-
÷èâàþò íàõîæäåíèå êàê âåðõíèõ, òàê è íèæíèõ îöåíîê öåëåâîé ôóíêöèè. Íà îñíîâå
èäåè ðåëàêñàöèè Ëàãðàíæà áûë ðàçðàáîòàí ïîäõîä ïîçâîëÿþùèé ðåøàòü ïðèìåðû,
ñîäåðæàùèå äåñÿòêè è ñîòíè òûñÿ÷ îáúåêòîâ, â òî âðåìÿ êàê èçâåñòíû ðåçóëüòàòû
òîëüêî äëÿ ïðèìåðîâ ñ íåñêîëüêèìè òûñÿ÷àìè îáúåêòîâ. Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ñî-
ñòîèò èç òðåõ îñíîâíûõ êîìïîíåíò:
� Ëàãðàíæåâà ãåíåðàöèÿ ñòîëáöîâ, â êîòîðîé ñóáãðàäèåíòûé àëãîðèòì âûïîëíÿåòñÿ
òîëüêî íà ïîäìíîæåñòâå ïåðåìåííûõ. Ýòî ïîäìíîæåñòâî äèíàìè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ â
õîäå ðàáîòû àëãîðèòìà äîáàâëåíèåì íîâûõ ïåðåìåííûõ â çàâèñèìîñòè îò òåêóùèõ
îöåíîê Ëàãðàíæà.
� Äëÿ ñíèæåíèÿ ðàçìåðíîñòè ðàçðàáîòàíà ìåòîäèêà àãðåãèðîâàíèÿ ïåðåìåííûõ, ïðè
êîòîðîé ñîõðàíÿåòñÿ ñòðóêòóðà äîïóñòèìûõ òî÷åê.
� Àãðåãèðîâàííàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ýâðèñòèêè ÿäðà, â êîòîðîé ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ çàäà÷à, ñîñòîÿùàÿ òîëüêî èç ïåðåìåííûõ ñ ëó÷øèìè îöåíêàìè Ëàãðàíæà.

Ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ïðîèëëþñòðèðîâàíà ñðàâíåíèåì ñ èç-
âåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè. Òàêæå ïðåäñòàâëåíà è îáñóæäàåòñÿ ïàðàëëåëèçàöèÿ íåêî-
òîðûõ êîìïîíåíò ìåòîäà.
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ÎÁ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÑÕÅÌÀÕ Â ÁÀÇÈÑÅ
ÈÇ ÂÑÅÕ ÄÂÓÕÂÕÎÄÎÂÛÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ

À.Â. Âàñèí

Ïóñòü B2 � ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x1, x2.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç íåíàäåæíûõ ôóíêöèî-
íàëüíûõ ýëåìåíòîâ (ÔÝ) â áàçèñå B2. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ÔÝ íåçàâèñèìî äðóã
îò äðóãà ñ âåðîÿòíîñòüþ ε (ε ∈ (0; 1/2)) ïîäâåðæåíû èíâåðñíûì íåèñïðàâíîñòÿì íà
âûõîäàõ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñõåìà èç íåíàäåæíûõ ÔÝ ðåàëèçóåò áóëåâó ôóíêöèþ f(x̃)
(x̃ = (x1, x2, ..., xn)), åñëè ïðè ïîñòóïëåíèè íà âõîäû ñõåìû íàáîðà ã ïðè îòñóòñòâèè
íåèñïðàâíîñòåé íà åå âûõîäå ïîÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå f(ã). ×èñëî P (S) = max

ã
Pf̄(ã)(S, ã)

íàçîâåì íåíàäåæíîñòüþ ñõåìû S, ãäå Pf̄(ã)(S, ã) � âåðîÿòíîñòü îøèáêè íà âûõîäå ñõå-
ìû S íà âõîäíîì íàáîðå ã. Ñõåìà A èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùàÿ ôóíê-
öèþ f , íàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé ïî íàäåæíîñòè, åñëè P (A) ∼ Pε(f)

ïðè ε → 0, ò. å. lim
ε→0

Pε(f)
P (A)

= 1, ãäå Pε(f) = inf
S

P (S), èíôèíóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñõåìàì
S èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèì ôóíêöèþ f(x̃).
Òåîðåìà 1[1]. Â áàçèñå B2 ïðè ε ≤ 1/240 ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, x2, . . . , xn)
ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé S, ÷òî P (S) ≤ 2ε + 27ε2.

Î÷åâèäíî, ÷òî ôóíêöèè xi (i = 1, 2, . . . , n) ìîæíî ðåàëèçîâàòü àáñîëþòíî íàäåæíî
(íå èñïîëüçóÿ íè îäíîãî ÔÝ), à ôóíêöèè x̄i, xi|xj, xi ↓ xj, xi ∼ xj, xi → xj, xi 9 xj,
xi ⊕ xj, xi&xj , xi ∨ xj è êîíñòàíòû 0, 1 (i, j = 1, 2, . . . , n, i 6= j) � ñõåìàìè ñ íåíà-
äåæíîñòüþ ε (èñïîëüçóÿ îäèí áàçèñíûé ÔÝ äëÿ ðåàëèçàöèè êàæäîé èç óêàçàííûõ
ôóíêöèé).

Ïóñòü K(n) � ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ x1, x2, ...,xn

è îòëè÷íûõ îò ôóíêöèé 0, 1, xi, x̄i, xi|xj, xi ↓ xj, xi ∼ xj, xi → xj, xi 9 xj, xi ⊕ xj,
xi&xj, xi ∨ xj (i, j = 1, 2, . . . , n, i 6= j). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî |K(n)| = 22n − 5n2+
+3n− 2.
Çàìå÷àíèå 1. Äëÿ ðåàëèçàöèè ëþáîé ôóíêöèè èç êëàññà K(n) ñõåìîé â áàçèñå B2

òðåáóåòñÿ íå ìåíåå äâóõ ýëåìåíòîâ.
Òåîðåìà 2[1]. Ïóñòü ε ≤ 1/4, ôóíêöèÿ f(x̃) ∈ K(n), è ïóñòü S � ëþáàÿ ñõåìà â
áàçèñå B2, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f . Òîãäà P (S) ≥ 2ε− 2ε2.

Èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî â áàçèñå B2 àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíî-
ñòè ñõåìû äëÿ ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé (ïîñêîëüêó |K(n)|

22n → 1 ñ ðîñòîì n) ôóíêöèîíèðóþò
ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé 2ε ïðè ε → 0.
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ÑÈÑÒÅÌÛ ÌÍÎÆÅÑÒÂ È ÎÏÅÐÀÒÎÐÛ ÑËÀÁÎÃÎ ÇÀÌÛÊÀÍÈß
Ì.Þ. Âûïëîâ, Â.Ï. Èëüåâ

Äîïóñòèìûìè ìíîæåñòâàìè áîëüøîãî ÷èñëà çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè
ÿâëÿþòñÿ íàñëåäñòâåííûå ñèñòåìû è ìàòðîèäû. Ïðåäëîæåíà õàðàêòåðèçàöèÿ íàñëåä-
ñòâåííûõ ñèñòåì â òåðìèíàõ çàìûêàíèÿ.

Ïàðà H = (V,A), ãäå V � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, A ⊆ 2V � íåïóñòîå
ñåìåéñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ, íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìîé íà V , åñëè äëÿ
âñåõ A,A′ ⊆ V âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà íàñëåäñòâåííîñòè:

(A1) A ∈ A, A′ ⊆ A ⇒ A′ ∈ A.
Íàñëåäñòâåííàÿ ñèñòåìà M = (V,A) íàçûâàåòñÿ ìàòðîèäîì íà V , åñëè èìååò ìåñòî
ñëåäóþùàÿ àêñèîìà ïîïîëíåíèÿ:

(A2) A,A′ ∈ A, |A′| = |A|+ 1 ⇒ ∃a ∈ A′ \ A : A ∪ {a} ∈ A.
Õîðîøî èçâåñòíî ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå ìàòðîèäà â òåðìèíàõ îïåðàòîðà çà-

ìûêàíèÿ [1]. Ïóñòü V � íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Îòîáðàæåíèå X
ϕ→ X ìíîæå-

ñòâà 2V â ñåáÿ íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ, åñëè äëÿ âñåõ X, Y ⊆ V âûïîë-
íÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(ϕ1) X ⊆ X; (ϕ2) X ⊆ Y ⇒ X ⊆ Y ; (ϕ3) X = X.
Äëÿ îïåðàòîðà ñëàáîãî çàìûêàíèÿ òðåáóåòñÿ âûïîëíåíèå òîëüêî óñëîâèé (ϕ1) è

(ϕ2).
Íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî V âìåñòå ñ îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ X

ϕ→ X íàçûâà-
åòñÿ ìàòðîèäîì, åñëè äëÿ âñåõ u, v ∈ V è X ⊆ V âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà çàìåíû:

(ϕ4) v /∈ X, v ∈ X ∪ {u} ⇒ u ∈ X ∪ {v}.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå óñòàíîâëåíî âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íà-

ñëåäñòâåííûìè ñèñòåìàìè è îïåðàòîðàìè ñëàáîãî çàìûêàíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùèìè
àêñèîìå çàìåíû (ϕ4) è ñëåäóþùåé àêñèîìå:

(ϕ3′) ∀X ⊂ V ∀u ∈ X \X ∀v ∈ X ∪ {u} \ (X ∪ {u}) ∃w ∈ X : v ∈ X ∪ {u} \ {w}.
Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì v ∈ X \X.

Òåì ñàìûì ïîëó÷åíî ýêâèâàëåíòíîå îïðåäåëåíèå íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìû â òåð-
ìèíàõ çàìûêàíèÿ: íåïóñòîå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî V âìåñòå ñ îïåðàòîðîì ñëàáîãî çà-
ìûêàíèÿ X

ϕ→ X íàçûâàåòñÿ íàñëåäñòâåííîé ñèñòåìîé, åñëè èìåþò ìåñòî ñâîéñòâà
(ϕ3′) è (ϕ4).

Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò (õàðàêòåðèçàöèÿ â òåðìèíàõ îïåðàòîðà ñëàáîãî çàìûêà-
íèÿ) ïîëó÷åí äëÿ áîëåå øèðîêîãî êëàññà ñèñòåì ìíîæåñòâ.
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ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ
ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÇÀÄÀ× ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÈ

Ý.Õ. Ãèìàäè, À.Â. Øàõøíåéäåð

Çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûìè ïðîáëåìàìè îïòèìèçàöèè. Ïðîñòåé-
øóþ ìîäåëü çàäà÷è ìàðøðóòèçàöèè (k-ÇÌ) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì [1]. Íåîáõîäèìî îáñëóæèòü ìíîæåñòâî êëèåíòîâ ïîñðåäñòâîì òðàíñïîðòíûõ
ñðåäñòâ. Ìíîæåñòâî êëèåíòîâ ïðåäñòàâëåíî âåðøèíàìè ïîëíîãî ãðàôà. Êàæäîãî
êëèåíòà ðàçðåøàåòñÿ îáñëóæèâàòü òîëüêî îäíîìó òðàíñïîðòíîìó ñðåäñòâó. Êàæäîå
òðàíñïîðòíîå ñðåäñòâî íà÷èíàåò ñâîé ïóòü èç âûäåëåííîé âåðøèíû (äåïî), ïîñåùàåò
(îáñëóæèâàåò) íå áîëåå k êëèåíòîâ è âîçâðàùàåòñÿ â äåïî. Ïðè ýòîì ìèíèìèçèðóåò-
ñÿ ñóììàðíàÿ äëèíà ìàðøðóòîâ âñåõ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ. Çàäà÷à k-ÇÌ ÿâëÿåòñÿ
NP -òðóäíîé ïðè k ≥ 3 [1].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðèâàåòñÿ òàêæå çàäà÷à ñ íåñêîëüêèìè äåïî (k-ÇÌ ñ
íåñêîëüêèìè äåïî) â ñëó÷àå îãðàíè÷åíèÿ íà âîçâðàò â äåïî, ñ êîòîðîãî íà÷àëñÿ ìàðø-
ðóò, òàê è áåç äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ.

Ïðåäñòàâëåíû ïðèáëèæ¼ííûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷. Â õîäå âåðîÿòíîñòíîãî
àíàëèçà ïîëó÷åíû îöåíêè îòíîñèòåëüíûõ ïîãðåøíîñòåé è âåðîÿòíîñòåé íåñðàáàòûâà-
íèÿ àëãîðèòìîâ â ñëó÷àå ïîëíîãî ãðàôà, â êîòîðîì âåñà ð¼áåð ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìû-
ìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåë¼ííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ ðàâíîìåðíîé ôóíêöèåé
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè ýòèõ àëãîðèòìîâ êàê
â ñëó÷àå îðèåíòèðîâàííîãî, òàê è â ñëó÷àå íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôîâ.

Òåîðåìà 1. Ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà �Èäè â áëèæàéøèé íåïðîéäåííûé ãîðîä�
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è k-ÇÌ ñ íåñêîëüêèìè äåïî íà ñëó÷àéíûõ âõîäíûõ äàííûõ èç îáëà-
ñòè [an, bn], ðàñïðåäåëåíûõ ïî ðàâíîìåðíîìó çàêîíó, èìåþò îöåíêè îòíîñèòåëüíîé
ïîãðåøíîñòè è âåðîÿòíîñòè íåñðàáàòûâàíèÿ εn = O

(
bn/an

n/ ln n

)
; δn = O(n−1), à òàê-

æå àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûìè ïðè bn/an = o(n/ ln n);

k ≥
√

2n/d; d =

{
êîíñòàíòà, ïðè îãðàíè÷åíèè íà âîçâðàò â äåïî;

O(ln n), ïðè îòñóòñòâèè äàííîãî îãðàíè÷åíèÿ.
Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 08-01-00516 è 07-07-00222.
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ÏÓÒÅÂÛÅ È ÇÂÅÇÄÍÛÅ ÐÀÇÁÈÅÍÈß ÏËÎÑÊÈÕ ÃÐÀÔÎÂ
À.Í. Ãëåáîâ, Ä.Æ. Çàìáàëàåâà

Çâåçäíûì ëåñîì íàçûâàåòñÿ òàêîé ëåñ, â êîòîðîì êàæäàÿ êîìïîíåíòà ñâÿçíîñòè
ÿâëÿåòñÿ çâåçäîé. Íàìè äîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âåðøèí ëþáîãî ïëîñêîãî ãðàôà
ñ îáõâàòîì íå ìåíåå 7 ìîæíî ðàçáèòü íà äâà ïîäìíîæåñòâà, êàæäîå èç êîòîðûõ
ïîðîæäàåò çâåçäíûé ëåñ. Î÷åâèäíà ñâÿçü ýòîãî ðåçóëüòàòà ñ ïîíÿòèåì òàê íàçûâà-
åìîé ïóòåâîé ðàçáèâàåìîñòè. Ãðàô íàçûâàåòñÿ (a, b)-ðàçáèâàåìûì äëÿ öåëûõ ïîëî-
æèòåëüíûõ a, b, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà åãî âåðøèí V = V1∪V2,
÷òî â ïîäãðàôå, ïîðîæäåííîì ïîäìíîæåñòâîì V1, äëèíà (÷èñëî âåðøèí) íàèáîëüøåé
ïðîñòîé öåïè íå ïðåâîñõîäèò a, à â ïîäãðàôå, ïîðîæäåííîì V2, � íå ïðåâîñõîäèò
b. Çàìåòèì, ÷òî (3, 3)-ðàçáèâàåìîñòü ãðàôà ðàâíîñèëüíà åãî ðàçáèâàåìîñòè íà äâà
çâåçäíûõ ëåñà (äëÿ ãðàôîâ áåç 3-öèêëîâ). Òàêèì îáðàçîì, ïðèâåäåííîå âûøå óòâåð-
æäåíèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî ëþáîé ïëîñêèé ãðàô ñ îáõâàòîì íå ìåíåå 7 ÿâëÿåòñÿ
(3, 3)-ðàçáèâàåìûì.

Ìèõîêîì [2] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ
a, b ñóùåñòâóþò ïëîñêèå ãðàôû, íå ÿâëÿþùèåñÿ (a, b)-ðàçáèâàåìûìè. Ïðè ýòîì âî
âñåõ ïðèìåðàõ ãðàôîâ, ïðèâîäèìûõ â [2], ñîäåðæèòñÿ áîëüøîå ÷èñëî öèêëîâ äëèíû
3. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âîïðîñ î òîì, äëÿ êàêîãî íàèìåíüøåãî çíà÷åíèÿ
g ≥ 4 ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû a, b, ÷òî ëþáîé ïëîñêèé ãðàô ñ îáõâàòîì íå ìåíåå
g ÿâëÿåòñÿ (a, b)-ðàçáèâàåìûì. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî g ≤ 7.

×åðåç τ(G) îáîçíà÷èì äëèíó íàèáîëüøåé ïðîñòîé öåïè â ãðàôå G. Ãðàô G íàçû-
âàåòñÿ τ -ðàçáèâàåìûì, åñëè äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ a, b òàêèõ, ÷òî a + b = τ(G),
ãðàô G ÿâëÿåòñÿ (a, b)-ðàçáèâàåìûì. Â [3] âûñêàçûâàëàñü ãèïîòåçà î òîì, ÷òî ëþáîé
ãðàô ÿâëÿåòñÿ τ -ðàçáèâàåìûì. Â ðÿäå ðàáîò åå ñïðàâåäëèâîñòü áûëà ïîäòâåðæäåíà
äëÿ íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ êëàññîâ ãðàôîâ. Âîïðîñ î τ -ðàçáèâàåìîñòè ïëàíàðíûõ
ãðàôîâ ñïåöèàëüíî íå èññëåäîâàëñÿ. Â [1] íàìè áûëî äîêàçàíî, ÷òî ëþáîé ïëîñêèé
ãðàô ñ îáõâàòîì íå ìåíåå 5 ÿâëÿåòñÿ τ -ðàçáèâàåìûì.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå îáåèõ òåîðåì ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà â
äâà öâåòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ åãî (a, b)-ðàçáèåíèþ. Äëÿ ýòîé ðàñêðàñêè èñïîëüçóåòñÿ
òåõíèêà ñâîäèìûõ êîíôèãóðàöèé, îñíîâàííàÿ íà ïðèìåíåíèè ôîðìóëû Ýéëåðà.

Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû 08-01-00673 è 09-01-00244).

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Ãëåáîâ À.Í., Çàìáàëàåâà Ä.Æ. Ïóòåâûå ðàçáèåíèÿ ïëàíàðíûõ ãðàôîâ // Ñèáèð-
ñêèå ýëåêòðîííûå ìàòåìàòè÷åñêèå èçâåñòèÿ (http://semr.math.nsc.ru). � 2007. � Ò. 4.
� Ñ. 450-459.
2. Mihok J. Graphs, hypergraphs and matroids. Zielon Gora: Higher College Engrg., 1985.
3. Broere I., Hajnal P., Mihok P., Semanisin G. Partition problems and kernels of graphs
// Discussiones Mathematicae Graph Theory. � 1997. � V. 17, N 2. � P. 311�313.

Ãëåáîâ Àëåêñåé Íèêîëàåâè÷, Çàìáàëàåâà Äîëãîð Æàìüÿíîâíà,
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ,
ïð. Àêàä. Êîïòþãà, 4, Íîâîñèáèðñê, 630090, Ðîññèÿ,
òåë. (8-383-2) 333-25-94, ôàêñ (8-383-2) 333-25-98.
E-mail: angle@math.nsc.ru, dolgor@ngs.ru



122 Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ

ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÉ ÏÎÈÑÊ Ñ ÇÀÏÐÅÒÀÌÈ ÄËß
ÇÀÄÀ×È ÎÁ (r, p)-ÖÅÍÒÐÎÈÄÅ

È.À. Äàâûäîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíêóðåíòíàÿ çàäà÷à îá (r, p)-öåíòðîèäå [1]. Íà âõî-
äå çàäàíû äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà � ìíîæåñòâî êëèåíòîâ è ìíîæåñòâî ìåñò äëÿ
ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé. Äâå ôèðìû � Ëèäåð è Êîíêóðåíò ïîñëåäîâàòåëüíî îò-
êðûâàþò p è r ïðåäïðèÿòèé ñîîòâåòñòâåííî. Çàòåì êàæäûé êëèåíò âûáèðàåò îäíî
èç îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé ñîãëàñíî ñâîèì ïðåäïî÷òåíèÿì. Êàæäàÿ ôèðìà ñòðåìèòñÿ
ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ äîëþ ðûíêà. Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè ìíîæåñòâî èç
p ïðåäïðèÿòèé, ïîçâîëÿþùåå ìàêñèìèçèðîâàòü äîëþ ðûíêà Ëèäåðà. Äàííàÿ çàäà÷à
ÿâëÿåòñÿ Σp

2-ïîëíîé [1].
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçðàáîòàí ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì ïîèñêà ñ çàïðåòàìè

[2]. Äëÿ ýôôåêòèâíîé ðàáîòû àëãîðèòìà èñïîëüçóþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå îêðåñòíîñòè.
Âåðõíÿÿ îöåíêà íà çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè íà äîïóñòèìûõ ðåøåíèÿõ âû÷èñëÿåò-
ñÿ íà îñíîâå ëàãðàíæåâûõ ðåëàêñàöèé. Ðåøåíèå ðåëàêñèðîâàííîé çàäà÷è íàõîäèòñÿ
ìåòîäîì ñóáãðàäèåíòíîé îïòèìèçàöèè. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ìîäèôèêàöèè àëãî-
ðèòìà, ðåøàþùåãî ðåëàêñèðîâàííóþ çàäà÷ó. Àëãîðèòì òåñòèðîâàëñÿ íà ÷èñëåííûõ
ïðèìåðàõ èç ýëåêòðîííîé áèáëèîòåêè ¾Äèñêðåòíûå çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ¿
(http://math.nsc.ru/AP/benchmarks/Competitive/p−med−comp.html).
Ðàçìåðíîñòü ïðèìåðîâ n = 100, p = r = 10. Íà äàííûõ ïðèìåðàõ àëãîðèòì íàõîäèò
íàèëó÷øèå èçâåñòíûå ðåøåíèÿ. Âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà íå ïðåâîñõîäèò 15 ìèíóò
íà PC Fujitsu-Siemens AmiloPro V2040 (1.6 Ghz).
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÏÎÈÑÊÀ ÂÅÊÒÎÐÀ Â ÂÅÊÒÎÐÍÎÌ ÀËÔÀÂÈÒÅ
À.Â. Äîëãóøåâ, À.Â. Êåëüìàíîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à, ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ îäèí èç âàðèàíòîâ
ïðîáëåìû ïîìåõîóñòîé÷èâîãî ðàñïîçíàâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ åâêëèäî-
âà ïðîñòðàíñòâà êàê ñòðóêòóðèðîâàííîé ñîâîêóïíîñòè, êîòîðàÿ ñîäåðæèò èñêîìûé
êâàçèïåðèîäè÷åñêè ïîâòîðÿþùèéñÿ íåíóëåâîé (èíôîðìàöèîííî çíà÷èìûé) âåêòîð
èç çàäàííîãî àëôàâèòà âåêòîðîâ, ïåðåìåæàþùèéñÿ ñ ïðîèçâîëüíûìè êâàçèïåðèî-
äè÷åñêèìè âåêòîð-âñòàâêàìè, ¾ìåøàþùèìè¿ ðàñïîçíàâàíèþ (ïðèíÿòèþ ðåøåíèÿ).
Èññëåäóåìàÿ ðåäóöèðîâàííàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì çàäà÷è,
èçó÷åííîé â [1], è ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à SVGVA (Searching for a Vector in a Given Vector Alphabet) � ïîèñê âåê-
òîðà â çàäàííîì àëôàâèòå âåêòîðîâ, ¾ïîõîæåãî¿ â ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîì íà âåêòîð,
ïîâòîðÿþùèéñÿ â âåêòîðíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ïåðåìåæàþùèéñÿ ñ íåèçâåñòíûìè
âåêòîð-âñòàâêàìè.

Äàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåêòîðîâ Yn ∈ Rq, n = 1, . . . , N , ìíîæåñòâî (àëôàâèò)
A, |A| = K, âåêòîðîâ èç Rq è íàòóðàëüíûå ÷èñëà M1 è M2. Íàéòè: âåêòîð U ∈ A,
íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâàM1 èM2 ìíîæåñòâà {1, . . . , N}, ýëåìåíòû êîòîðûõ
îáðàçóþò íàáîð (n1, . . . , nM) ðàçìåðíîñòè M = M1 + M2, òàêèå, ÷òî

2
∑

m∈M1

〈Ym, U〉+
∑

m∈M2

‖Ym‖2 → max,

ãäå 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ‖ · ‖ � íîðìà âåêòîðà, ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷å-
íèÿõ: |M1| = M1, |M2| = M2; 1 ≤ nm − nm−1 ≤ N − 1, m = 2, . . . , M .

Â ðàáîòå îáîñíîâàí òî÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è, âðåìåí-
íàÿ ñëîæíîñòü êîòîðîãî åñòü âåëè÷èíà O(min{M1,M2}K(M1 + M2)

2N2).
Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 09-01-00032, 07-07-00022 è ãðàíòîì ÀÂÖÏ

Ðîñîáðàçîâàíèÿ 2.1.1/3235.
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Î ÄÂÓÕ ÒÈÏÀÕ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ
ËÅÊÑÈÊÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÎÉ ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ ÌÎÄÓËÅÉ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Â.À. Åìåëè÷åâ, Ê.Ã. Êóçüìèí
Ïóñòü m � ÷èñëî êðèòåðèåâ, n � ÷èñëî ïåðåìåííûõ, x = (x1, x2, . . . , xn)T ∈ X ⊂ Zn,

1 < |X| < ∞, Ci � i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû C = [cij] ∈ Rm×n, i ∈ Nm = {1, 2, . . . , m}.
Ïîä m-êðèòåðèàëüíîé ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé öåëî÷èñëåííîé çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè

ìîäóëåé ëèíåéíûõ ôóíêöèé

Zm(C,X) : lexmin
x∈X

(|C1x|, |C2x|, . . . , |Cmx|)

áóäåì ïîíèìàòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî ìíîæåñòâà

Lm(C,X) = {x ∈ X : ∀x′ ∈ X (x Â x′)},
ãäå Â � îòðèöàíèå áèíàðíîãî ëåêñèêîãðàôè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ Â, çàäàâàåìîãî íà
ìíîæåñòâå X ôîðìóëîé:

x Â x′ ⇐⇒ ∃k ∈ Nm

(
|Ckx| > |Ckx

′| & k = min{i ∈ Nm : |Cix| 6= |Cix
′|}

)
.

Çàäà÷à Zm(C, X) íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ε > 0, ÷òî
äëÿ ëþáîé ìàòðèöû C ′ ∈ Ω(ε) âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå Lm(C + C ′, X) ⊆ Lm(C, X),
è ñèëüíî óñòîé÷èâîé, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîé ìàòðèöû
C ′ ∈ Ω(ε) ìíîæåñòâî Lm(C + C ′, X) ∩ Lm(C, X) íåïóñòî. Çäåñü Ω(ε) = {C ′ ∈ Rm×n :
||C ′|| < ε}, ||C ′|| = max{|c′ij| : (i, j) ∈ Nm ×Nn} � ìíîæåñòâî âîçìóùàþùèõ ìàòðèö.

Òåîðåìà. Ïóñòü
Lm(C,X) = X \ Lm(C,X) 6= ∅,

Sm(C,X) = Lm(C,X) ∩ Argmin{|C1x| : x ∈ X},
V m(C, X) = {x ∈ Sm(C,X) : ∃x′ ∈ Lm(C, X) ∃p ∈ R (x′ = px)}.

Òîãäà äëÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ìîäóëåé ëèíåé-
íûõ ôóíêöèé Zm(C,X), m ≥ 1, ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) çàäà÷à Zm(C,X) óñòîé÷èâà,
(ii) çàäà÷à Zm(C,X) ñèëüíî óñòîé÷èâà,
(iii) Sm(C,X) 6= ∅ ⇒ Sm(C, X) = V m(C, X).
Èç òåîðåìû, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàþò èçâåñòíûå [1] íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè è ñèëüíîé óñòîé÷èâîñòè ëåêñèêîãðàôè÷åñêîé áóëåâîé çàäà÷è
Zm(C,X), X ⊆ En = {0, 1}n.
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ÌÅÐÀ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÂÅÊÒÎÐÍÎÉ ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
Ñ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÌ ÏÐÈÍÖÈÏÎÌ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÑÒÈ,

ÎÁÎÁÙÀÞÙÈÌ ÏÀÐÅÒÎÂÑÊÈÉ È ÑÎÂÎÊÓÏÍÎ-ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÉ
Å.Â. Åìåëè÷åâà, À.À. Ïëàòîíîâ

Ïóñòü A = [aij] ∈ Rn×m, n ≥ 1, m ≥ 2, T ⊆ 2Nm , Nm = {1, 2, . . . , m}. Ïóñòü íà
ìíîæåñòâå òðàåêòîðèé T çàäàíà âåêòîð-ôóíêöèÿ f(t,A)=(f1(t,A), f2(t,A),. . . , fn(t,A))
ñ ëèíåéíûìè êðèòåðèÿìè

fi(t, A) =
∑
j∈t

aij → min
t∈T

, i ∈ Nn.

Ïóñòü I = {I1, I2, . . . , Is}� ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà êðèòåðèåâ Nn íà s ≥ 1 íåïóñòûõ
íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ (ãðóïï) Ik, k ∈ Ns. Äëÿ òàêîãî ðàçáèåíèÿ I ââåäåì
ìíîæåñòâî Sn(A, I) îáîáùåííî-ýôôåêòèâíûõ òðàåêòîðèé ñîãëàñíî ôîðìóëå

Sn(A, I) = {t ∈ T : ∃k ∈ Ns ∀t′ ∈ T (fIk
(t, A) Â

P
fIk

(t′, A))},

ãäå Â
P

� áèíàðíîå îòíîøåíèå, çàäàþùåå ïðèíöèï îïòèìàëüíîñòè ïî Ïàðåòî, Â
P

�
îòðèöàíèå îòíîøåíèÿ Â

P
, fIk

(t, A) � ïðîåêöèÿ âåêòîðà f(t, A) íà êîîðäèíàòíûå îñè
ïðîñòðàíñòâà Rn ñ íîìåðàìè ãðóïïû Ik. Òàêèì îáðàçîì, Sn(A,Nn) � ìíîæåñòâî
Ïàðåòî, à Sn(A, {1}, {2}, . . . , {n}) � ìíîæåñòâî ñîâîêóïíî-ýêñòðåìàëüíûõ [1] òðàåê-
òîðèé.

Èòàê, â äàííîì êîíòåêñòå ïîä ïàðàìåòðèçàöèé êîíöåïöèè îïòèìàëüíîñòè ïîíè-
ìàåòñÿ ââåäåíèå òàêîé õàðàêòåðèñòèêè áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ ïðåäïî÷òåíèÿ òðàåêòî-
ðèé, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà íà îñíîâå ðàçáèåíèÿ êðèòåðèåâ íà ãðóïïû ñâÿçàòü èçâåñòíûå
ôóíêöèè âûáîðà (ïàðåòîâñêóþ è ñîâîêóïíî-ýêñòðåìàëüíóþ).

Ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ ôîðìóëà ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè ρn(A, I1, I2, . . . , Is) çàäà÷è
Zn(A, I) ïîèñêà ìíîæåñòâà Sn(A, I), ò. å. òîãî òèïà óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ äèñêðåòíûì àíàëîãîì ñâîéñòâà ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó ïî Õàóñäîðôó â
òî÷êå A ∈ Rn×m ìíîãîçíà÷íîãî îïòèìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ Sn : Rn×m → 2Nm :

ρn(A, I1, I2, . . . , Is) = min
k∈Ns

min
t∈T \Sn(A, I)

max
t′ ∈Sn(A, I)

min
i∈ Ik

fi(t, A)− fi(t
′, A)

|(t ∪ t′) \ (t ∩ t′)| .
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ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÐÅØÅÍÈß ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÕ
ÇÀÄÀ× Î ÍÀÇÍÀ×ÅÍÈßÕ ÍÀ ÄÅÐÅÂÜßÕ

Ã.Ã. Çàáóäñêèé, À.Þ. Ëàãçäèí

Êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé ðàçìåùåíèÿ âçàèìîñâÿçàííûõ îáúåêòîâ â äèñêðåòíîé ïîñ-
òàíîâêå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à î íàçíà÷åíèÿõ (ÊÇÍ). Â îáùåì ñëó÷àå îíà
ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé. Îäíèì èç íàïðàâëåíèé åå èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ïî-
ëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ ñëó÷àåâ. Íåêîòîðûå ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ
ÊÇÍ äëÿ ñïåöèàëüíûõ òèïîâ ìàòðèö è ñòðóêòóð îáëàñòåé, â êîòîðûå ïðîèçâîäèòñÿ
ðàçìåùåíèå, ïðåäëîæåíû â [1, 2].

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âàðèàíòû ÊÇÍ â ñëåäóþùèõ ïîñòàíîâêàõ [2].
Ñòðóêòóðà ñâÿçåé ìåæäó îáúåêòàìè çàäàíà ñ ïîìîùüþ íåîðèåíòèðîâàííîãî ðåáåðíî
âçâåøåííîãî ãðàôà L = (N, E). Îáëàñòü, â êîòîðîé ðàçìåùàþòñÿ îáúåêòû, � ýòî ñåòü
M = (V, U). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìîùíîñòè ìíîæåñòâ N è V ðàâíû. Ðàçìåùåíèåì
ãðàôà L íà ñåòè M íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå π : N → V . Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî N = V = {1, . . . , m}, òîãäà π � ýòî ïîäñòàíîâêà. Íåîáõîäèìî íàéòè òàêèå
ïîäñòàíîâêè π∗1 è π∗2, äëÿ êîòîðûõ

F1(π
∗
1) = min

π

∑

(ni,nj)∈E

w(ni, nj)ρ(π(ni), π(nj)),

F2(π
∗
2) = min

π
max

(ni,nj)∈E
w(ni, nj)ρ(π(ni), π(nj)),

ãäå ρ(π(ni), π(nj)) � êðàò÷àéøåå ðàññòîÿíèå ìåæäó âåðøèíàìè π(ni) è π(nj) ñåòè M ,
â êîòîðûå ðàçìåùåíû âåðøèíû ni è nj ãðàôà L; w(ni, nj) � âåñ ðåáðà (ni, nj) ∈ E.

Ïðåäëîæåíû ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ âàðèàíòîâ
ÊÇÍ â ñëó÷àÿõ, êîãäà L � íåâçâåøåííàÿ öåïü, à M � âçâåøåííîå äåðåâî äëÿ êðèòåðèÿ
F1 è íåâçâåøåííîå äåðåâî äëÿ êðèòåðèÿ F2.
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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÃÈÁÐÈÄÍÎÃÎ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È
ÊÎÌÌÈÂÎßÆ�ÐÀ ÊÎÍÊÀÒÅÍÀÖÈÅÉ ÏÎÄÌÀÐØÐÓÒÎÂ

À.Ð. Çàìèíîâà

Ïðåäñòàâëåí îáçîð îñíîâíûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷è êîììèâîÿæ¼ðà. Ðàñ-
ñìîòðåííûå àëãîðèòìû âêëþ÷àþò â ñåáÿ êàê òî÷íûå íà ïðèìåðå àëãîðèòìà âåòâåé
è ãðàíèö, òàê è ýâîëþöèîííûå ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû, ïðåäñòàâëåííûå ãåíåòè÷å-
ñêèì àëãîðèòìîì è ýâîëþöèîííîé ñòðàòåãèåé (1+1)-ES. Äëÿ ñîñòàâëåíèÿ òåñòèðóå-
ìûõ ìîäèôèêàöèé ýâîëþöèîííûõ àëãîðèòìîâ áûëè èñïîëüçîâàíû ðàçëè÷íûå òèïû
îïåðàòîðîâ ìóòàöèè è êðîññîâåðà, îñóùåñòâëÿþùèõ ïåðåñòàíîâêè âåðøèí â èñêîìîì
ìàðøðóòå. Ïðåäëàãàåòñÿ êðèòåðèé âûáîðà èñïîëüçóåìîãî äëÿ ðåøåíèÿ àëãîðèòìà â
çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðíîñòè ðåøàåìîé çàäà÷è, îïðåäåëÿþòñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûå
îïåðàòîðû â ïîñòðîåííûõ ìîäèôèêàöèÿõ ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà è ýâîëþöèîííîé
ñòðàòåãèè (1+1)-ES.

Ðàññìîòðåí ïîäõîä Evolutionary Divide and Conquer (EDAC) ê ðåøåíèþ çàäà-
÷è êîììèâîÿæ¼ðà â ãåîìåòðè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, èñïîëüçóåìûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
ñ ðàçìåðíîñòüþ ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ òûñÿ÷ ãîðîäîâ. Îñíîâíûå êîíöåïöèè ìåòîäà
ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå Christine L. Valenzuela è Antonia J. Jones [1]. Äàííûé ïîä-
õîä çàêëþ÷àåòñÿ â ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà âñåõ ãîðîäîâ íà ãåîìåòðè÷åñêèå ïîäîáëàñòè
òàêîãî ðàçìåðà, ÷òî äëÿ ïîëó÷åííûõ ïîäîáëàñòåé ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì ïîñòðîå-
íèå ìàðøðóòîâ ïðèåìëåìîé ñòîèìîñòè çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ. Â ñêîíñòðóèðîâàííîì
íà îñíîâå EDAC ãèáðèäíîì àëãîðèòìå ïðè ïîñòðîåíèè ìàðøðóòîâ äëÿ ïîäîáëàñòåé
ðàññìàòðèâàëèñü êàê òî÷íûå, òàê è ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû. Äëÿ ýòîãî ê èçíà÷àëüíî
ïðåäëîæåííîìó â ñòðàòåãèè EDAC ìåòîäó 2-opt, çàêëþ÷àþùåìóñÿ â ïåðåêîìáèíèðî-
âàíèè ðåáåð, áûëè äîáàâëåíû äëÿ ðàññìîòðåíèÿ òî÷íûé ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö è
ýâîëþöèîííûå ìåòîäû, îïåðèðóþùèå âåðøèíàìè ìàðøðóòà, � ãåíåòè÷åñêèé àëãî-
ðèòì è ýâîëþöèîííàÿ ñòðàòåãèÿ (1+1)-ES. Ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ýôôåêòèâíîñòè
âûïîëíåíèÿ ãèáðèäíîãî àëãîðèòìà ïî âðåìåíè ïîèñêà è òî÷íîñòè ïîëó÷àåìîãî ðåøå-
íèÿ ñ ýôôåêòèâíîñòüþ äðóãèõ ðàññìîòðåííûõ òî÷íûõ è ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæ¼ðà íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ áèáëèîòåêè TSPLIB [2].
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ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÎ-ÔÐÀÃÌÅÍÒÀÐÍÛÉ ÏÎÄÕÎÄ Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ×È
Î ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎ ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÍÎÌ ÏÎÊÐÛÒÈÈ

Ò.Â. Çàõîâàëêî, À.Ñ. Áîíäàðåíêî, Í.Ê. Ìàêñèøêî

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò ïðè ìàòåìàòè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè â îáëàñòè
ðåêëàìíîãî è èçäàòåëüñêîãî áèçíåñà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è: äëÿ çàäàííîãî ãðàôà-ðåøåòêè G = (V, E), ìíîæåñòâà T =
= {t1, t2, . . . , ts} òèïîâûõ ãðàôîâ-ðåøåòîê è A - ãðóïïû ñèììåòðèé íåîáõîäèìî èç
ìíîæåñòâà X = {x = (Vx, Ex)} äîïóñòèìûõ T - ïîêðûòèé íàéòè òàêîå ïîêðûòèå,
íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ýêñòðåìóì ôóíêöèè F (x) = µA(x) = |E|

|OA(x)| , ãäå OA(x) �
îðáèòà ãðàôà. Âåëè÷èíà µA(x) ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ñèììåòðè÷íîñòè ãðàôà x = (Vx, Ex)
îòíîñèòåëüíî çàäàííîé ãðóïïû ñèììåòðèé A [1]. Íåîáõîäèìîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è
âîçíèêëà â ñâÿçè ñ ðåøåíèåì ïðîáëåìû ðàçìåùåíèÿ ðåêëàìíûõ îáúÿâëåíèé íà ñòðà-
íèöàõ ïå÷àòíîãî èçäàíèÿ, à êðèòåðèé ñèììåòðèè ñâÿçàí c íåîáõîäèìîñòüþ ñîçäàíèÿ
êàê ìîæíî áîëåå ïðèâëåêàòåëüíîãî âèäà èçäàíèÿ.

Â [1] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäëîæåí ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì, ïîñòðîåííûé íà
èäåå ôðàãìåíòàðíîãî ïîäõîäà. Â êà÷åñòâå ýëåìåíòàðíûõ ôðàãìåíòîâ ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ òèïîâûå ïîäãðàôû. Îäíàêî ïðåäëîæåííûé ìåòîä èìååò ñóùåñòâåííûå íåäîñòàòêè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàí ýâî-
ëþöèîííî-ôðàãìåíòàðíûé àëãîðèòì. Â ýâîëþöèîííîé ìîäåëè â ðîëè õðîìîñîì âû-
ñòóïàþò óïîðÿäî÷åííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ôðàãìåíòîâ.

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîòû ìåòîäà
ñëó÷àéíîãî ïîèñêà. Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ïîêàçàëè ïåðñïåêòèâíîñòü èñïîëüçîâà-
íèÿ äàííîãî íàïðàâëåíèÿ.
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ÍÈÆÍÈÅ ÎÖÅÍÊÈ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ
ÑÒÐÎÃÎ ÊÂÀÇÈÂÛÏÓÊËÎÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

ÍÀ ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÎÉ ÐÅØÅÒÊÅ
Í.Þ. Çîëîòûõ, À.Þ. ×èðêîâ

Ïóñòü D � âûïóêëîå ìíîæåñòâî â Rd. Ôóíêöèÿ f : D → R íàçûâàåòñÿ êâà-
çèâûïóêëîé, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ D è ëþáîãî α ∈ R, òàêîãî, ÷òî 0 ≤ α ≤ 1,
âûïîëíÿåòñÿ

f(αx + (1− α)y) ≤ max {f(x), f(y)} .

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî f � êâàçèâûïóêëàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî
α ∈ R ìíîæåñòâî {x : f(x) ≤ α} âûïóêëî. Âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàçèâûïóê-
ëîé. Îáðàòíîå â îáùåì ñëó÷àå íå âåðíî. Ôóíêöèÿ f : D → R íàçûâàåòñÿ ñòðîãî
êâàçèâûïóêëîé, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ D è ëþáîãî α ∈ R, òàêîãî, ÷òî 0 < α < 1,
èìååò ìåñòî

f(αx + (1− α)y) < max {f(x), f(y)} .

Ïóñòü D = {x = (x1, . . . , xd) : 0 ≤ xj ≤ r − 1 (j = 1, 2, . . . , d)}, X = D ∩ Zd. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ñ êàæäîé êâàçèâûïóêëîé ôóíêöèåé f , çàäàííîé íà D, ñâÿçàí îðàêóë,
ïî ïðîèçâîëüíîé ïàðå òî÷åê x, y ∈ X ïîçâîëÿþùèé îïðåäåëèòü, âûïîëíåíî èëè íåò
íåðàâåíñòâî f(x) ≤ f(y). Ïîä çàäà÷åé ìèíèìèçàöèè êâàçèâûïóêëîé ôóíêöèè f áó-
äåì ïîíèìàòü çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ åå òî÷êè ìèíèìóìà argminx∈Xf(x) ñ ïîìîùüþ îá-
ðàùåíèé ê îðàêóëó. Åñëè òî÷åê ìèíèìóìà íåñêîëüêî, òî äîñòàòî÷íî íàéòè îäíó èç
íèõ.

Ïóñòü A � àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè êâàçèâûïóêëîé ôóíêöèè, çàäàííîé íà ìíîæå-
ñòâå D. Îáîçíà÷èì ρ(A, f) ÷èñëî îáðàùåíèé ê îðàêóëó ïðè ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè f
àëãîðèòìîìA. Ïîä ñëîæíîñòüþ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè êâàçèâûïóêëîé ôóíêöèè áóäåì
ïîíèìàòü

ρ(d, r) = min
A

max
f

ρ(A, f),

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì êâàçèâûïóêëûì ôóíêöèÿì, çàäàííûì íà D, à ìè-
íèìóì � ïî âñåì àëãîðèòìàì ìèíèìèçàöèè òàêèõ ôóíêöèé. Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ
ñëîæíîñòü τ(d, r) çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ñòðîãî êâàçèâûïóêëîé ôóíêöèè.

Ëåãêî ïîñòðîèòü ïðèìåð, ïîêàçûâàþùèé, ÷òî ρ(d, r) = |X|. Òàêèì îáðàçîì, ýô-
ôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ìèíèìèçàöèè êâàçèâûïóêëûõ ôóíêöèé íå ñóùåñòâóåò. Èç
ìîùíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé ëåãêî âûâîäèòñÿ íåðàâåíñòâî τ(d, r) ≥ log2 |X| = d log2 r.
Àâòîðàìè ïîñòðîåíà îöåíêà τ(d, r) ≥ 3d−1 log2(r − 2). Áëèçêèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû
äëÿ ñòðîãî êâàçèâûïóêëûõ ôóíêöèé, çàäàííûõ îðàêóëîì, äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè
x ∈ X âîçâðàùàþùèì f(x).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 09-01-00545-à.
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3-ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÄËß ÇÀÄÀ×È ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ
ÃÐÀÔÀÌÈ Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÌ ×ÈÑËÎÌ ÊÎÌÏÎÍÅÍÒ

Ñ.Ä. Èëüåâà, Â.Ï. Èëüåâ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îáûêíîâåííûå ãðàôû, ò. å. íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû áåç ïåòåëü
è êðàòíûõ ð¼áåð. Ãðàô íàçûâàåòñÿ M -ãðàôîì, åñëè êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà ñâÿçíî-
ñòè åñòü ïîëíûé ãðàô. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M1

2(V ) êëàññ âñåõ M -ãðàôîâ íà ìíîæåñòâå
âåðøèí V , èìåþùèõ íå áîëåå äâóõ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè.

Ðàññòîÿíèå ρ(G1, G2) ìåæäó ãðàôàìè G1 = (V, E1) è G2 = (V, E2) îïðåäåëÿåòñÿ
êàê |E14E2|, ãäå E14E2 = (E1 \E2)∪(E2 \E1), ò. å. ρ(G1, G2) � ÷èñëî íåñîâïàäàþùèõ
ð¼áåð â ãðàôàõ G1 è G2.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé âàðèàíò çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè ãðàôà.
Çàäà÷à A1

2. Äàí ãðàô G = (V,E). Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé ãðàô MO ∈M1
2(V ), ÷òî

ρ(G,MO) = min
M∈M1

2(V )
ρ(G,M).

Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à A1
2 ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé. Äëÿ ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ çàäà÷è A1
2 áóäåì ïðèìåíÿòü ñëåäóþùèé ïðîñòîé àëãîðèòì.

Àëãîðèòì A.
1. Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V îïðåäåëèì M -ãðàô Mv ∈ M1

2(V ) ñëåäóþùèì
îáðàçîì: âåðøèíà v è âñå ñìåæíûå ñ íåé âåðøèíû ãðàôà G ïðèíàäëåæàò îäíîé
êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà Mv, à âñå íåñìåæíûå ñ v âåðøèíû ãðàôà G � äðóãîé
êîìïîíåíòå.

2. Ñðåäè âñåõ ãðàôîâ Mv âûáåðåì òàêîé ãðàô MA, ÷òî ρ(G,MA) = min
v∈V

ρ(G,Mv).

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ïîãðåøíîñòè àëãîðèòìà A äëÿ çàäà÷è A1
2.

Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî n-âåðøèííîãî ãðàôà G

ρ(G,MA)

ρ(G, MO)
≤ 3.

Ïðåäëîæåí òàêæå âàðèàíò àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è àïïðîêñèìàöèè M -ãðàôàìè,
èìåþùèìè ðîâíî äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè, ïîãðåøíîñòü êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò
êîíñòàíòû.
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ÍÈÆÍÈÅ ÃÐÀÍÈÖÛ ÄËß ÇÀÄÀ×È ÓÏÀÊÎÂÊÈ
N -ÌÅÐÍÛÕ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÛÕ ÏÀÐÀËËÅËÅÏÈÏÅÄÎÂ

Â.Ì. Êàðòàê

Çàäà÷à óïàêîâêè N -ìåðíûõ îðòîãîíàëüíûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñîñòîèò â ñëåäóþ-
ùåì: ïóñòü äëÿ çàäàííîãî íàòóðàëüíîãî N ≥ 2 èçâåñòåí âåêòîð, çàäàþùèé ðàçìåðû
ïîëîñû: S = (S1, S2, . . . , SN−1) è íàáîð èç m øòóê N -ìåðíûõ âåêòîðîâ � ðàçìåðîâ
ðàçìåùàåìûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ R = (R1, . . . , Rm), ãäå Ri = (ri

1, . . . , r
i
N), i = 1, . . . , m.

Òðåáóåòñÿ íàéòè P � óïàêîâêó ïàðàëëåëåïèïåäîâ R â S òàê, ÷òîáû äëèíà çàíÿòîé
÷àñòè ïîëîñû áûëà ìèíèìàëüíà.

Ýòà çàäà÷à ýêâèàëåíòíà çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ íàáîðà èç N áèíàðíûõ ìàòðèö Ak ðàç-
ìåðà m × m ñïåöèàëüíîãî âèäà (ìàòðèö óïàêîâêè), ñîïîñòàâëÿìûõ êàæäîìó
k = 1, . . . , N [1]. Ïîñòðîåíèå äàííîãî íàáîðà ìàòðèö ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî êàê çà-
äà÷à öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ) ñ ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûì
÷èñëîì áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ.

Â äîêëàäå èñïîëüçîâàíà íåïðåðûâíàÿ ðåëàêñàöèÿ ïîñòðîåííîé çàäà÷è ÖËÏ äëÿ
ïîëó÷åíèÿ íèæíåé ãðàíèöû èñõîäíîé çàäà÷è. Äëÿ óëó÷øåíèÿ ïîëó÷åííîãî çíà÷åíèÿ
ïðèìåíåíà òåõíîëîãèÿ �probing� [2], êîòîðàÿ â ðÿäå ñëó÷àåâ ñóùåñòâåííî óëó÷øàåò
çíà÷åíèå íèæíåé ãðàíèöû.

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò, ïðîâåäåííûé íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ èç áèáëèîòåêè
OR Library, ïîêàçàë ïðåèìóùåñòâî äàííîãî ïîäõîäà íàä ðàíåå èçâåñòíûìè ìåòîäàìè
ïîëó÷åíèÿ íèæíåé ãðàíèöû äëÿ çàäà÷è ïðÿìîóãîëüíîé óïàêîâêè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 08-07-00495à.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Êàðòàê Â.Ì. Ìàòðè÷íûé àëãîðèòì ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷è óïà-
êîâêè ïðÿìîóãîëüíèêîâ â ïîëóáåñêîíå÷íóþ ïîëîñó // Èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè.
� 2008. � N 1. � Ñ. 36-44.
2. Martin A. General mixed-integer programming: computational issues for branch-and-
cut algorithms // In M. Junger and D. Naddef, editors, Computat. Comb. Optimization,
LNCS. � 2001. � Vol. 2241. � P. 1�25.

Êàðòàê Âàäèì Ìèõàéëîâè÷,
Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
óë. Ê. Ìàðêñà, 12, Óôà, 450000, Ðîññèÿ, òåë. (3472) 73-79-67.
E-mail: kvmail@mail.ru



132 Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ

ÒÎ×ÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÁÅÇÎÒÕÎÄÍÎÉ
ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÉ ÓÏÀÊÎÂÊÈ ÍÀ ÁÀÇÅ STEP-ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ

Â.Ì. Êàðòàê, Ì.À. Ìóõà÷åâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à áåçîòõîäíîé îðòîãîíàëüíîé óïàêîâêè � Perfect Packing
Problem. Îíà ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíûì ñëó÷àåì çàäà÷è óïàêîâêè â ïîëóáåñêîíå÷íóþ ïî-
ëîñó � 2-Dimensional Strip Packing Problem.

Step-òåõíîëîãèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÷àñòè÷íàÿ óïàêîâêà ìíîæåñòâà ïðÿìî-
óãîëüíèêîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëåñòíèöû (Staircase Placement) èëè íèñõîäÿùåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòóïåíåé.

Òî÷íûé àëãîðèòì ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö íà îñíîâå ëåñòíè÷íîé ñòðàòåãèè áûë
ïðåäëîæåí â [1]. Òàê æå òàì ðàññìàòðèâàþòñÿ íîâûå îòñå÷åíèÿ, áàçèðóþùèåñÿ íà
äèíàìè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè. ×àñòè÷íàÿ óïàêîâêà â âèäå ëåñòíèöû ôîðìèðóåò
ãîðèçîíòàëüíûå è âåðòèêàëüíûå áîêîâûå ïóñòîòû. Îïðåäåëåíèå âîçìîæíîñòè çàïîë-
íåíèÿ ïóñòîò ïðÿìîóãîëüíèêàìè (ïî êàæäîé èç ðàçìåðíîñòåé), ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å
î ñóììå ïîäìíîæåñòâ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ðåøåíà ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ.

Â äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ îòñå÷åíèå, îñíîâàííîå íà ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè.
Äëÿ áîêîâûõ ïóñòîò ôîðìèðóåòñÿ çàäà÷à îäíîìåðíîãî ðàñêðîÿ ñ ðàçëè÷íûìè äëè-
íàìè ïðóòêîâ (1CSPM). Îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè çàäà÷è 1CSPM
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ïðóòêîâ, êîòîðîå íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ðàñêðîèòü âñå ïðåäìåòû èç ïîëó÷åííîãî íàáîðà ïðóòêîâ. Óêàçàííîå çíà÷åíèå
ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â êà÷åñòâå íèæíåé ãðàíèöû äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è.

Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà è ñðàâíåíèå ñ àëãîðèòìàìè äðó-
ãèõ àâòîðîâ.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÏÎÈÑÊÀ ÓÏÎÐßÄÎ×ÅÍÍÎÃÎ ÍÀÁÎÐÀ ÂÅÊÒÎÐÎÂ
À.Â. Êåëüìàíîâ, Ë.Â. Ìèõàéëîâà, Ñ.À. Õàìèäóëëèí

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à, ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ îäèí èç
âàðèàíòîâ ïðîáëåìû ïîìåõîóñòîé÷èâîãî ðàñïîçíàâàíèÿ óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà âåê-
òîðîâ, ýëåìåíòû êîòîðîãî ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè ïîâòîðÿþùåãîñÿ óïîðÿäî÷åí-
íîãî íàáîðà, âêëþ÷àþùåãî êâàçèïåðèîäè÷åñêèå ôðàãìåíòû èç íåçàøóìëåííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè. Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ïîìåõà àääèòèâíà è ÿâëÿåòñÿ
ãàóññîâñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí, ìàêñèìàëüíî ïðàâäîïîäîáíîå ðàñïîçíàâàíèå íàáîðà âåêòîðîâ ñâîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ ñëåäóþùåé çàäà÷è.

Çàäà÷à SVT (Searching for à Vector Tuple) � ïîèñê óïîðÿäî÷åííîãî âåêòîðíîãî
íàáîðà, ¾ïîõîæåãî¿ íà ïîâòîðÿþùèåñÿ óïîðÿäî÷åííûå íàáîðû êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ
ôðàãìåíòîâ â ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äàíî: ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü y0, . . . , yN−1 è ìíîæåñòâî (ñëîâàðü) W , |W | =
K, óïîðÿäî÷åííûõ íàáîðîâ (ñëîâ) âåêòîðîâ èç Rq; ðàçìåðíîñòü íàáîðîâ â ñëîâàðå íå
áîëåå Lmax. Íàéòè: íàáîð (U1, . . . , UL) ∈ W òàêîé, ÷òî

M∑
m=1

{2〈Ynm , Ul(m,L)〉 − ‖Ul(m,L)‖2} → max,

ãäå 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ‖ · ‖ � íîðìà âåêòîðà, Yi = (yi, . . . , yi+q−1),
i = 0, . . . , N−q, � âåêòîð-ôðàãìåíò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, l(m,L) = (m−1) mod L+1,
ïðè ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ: 0 ≤ n1 ≤ N−q, 0 ≤ nM ≤ N−q, q ≤ nm−nm−1 ≤ N−q,
m = 2, . . . , M .

Â [1] îáîñíîâàí òî÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Â íàñòî-
ÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí áîëåå ýôôåêòèâíûé òî÷íûé àëãîðèòì, èìåþùèé âðåìåííóþ
ñëîæíîñòü O(KLmaxN

2). Òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà â (b(N − q)/qc+1)/Lmax ðàç
ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñ èçâåñòíûì àíàëîãîì.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 09-01-00032, 07-07-00022 è ãðàíòîì ÀÂÖÏ
Ðîñîáðàçîâàíèÿ 2.1.1/3235.
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÏÎÈÑÊÀ ÍÀÁÎÐÎÂ ÂÅÊÒÎÐÎÂ
À.Â. Êåëüìàíîâ, Ñ.Ì. Ðîìàí÷åíêî

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à, ê êîòîðîé ñâîäèòñÿ îäèí èç âàðèàíòîâ
ïðîáëåìû ïîìåõîóñòîé÷èâîãî o�-line îáíàðóæåíèÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ
åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ïîâòîðÿþùåãîñÿ âåêòîðíîãî íàáîðà, ñîâïàäàþùåãî ñ ïåðå-
ñòàíîâêàìè âåêòîðîâ èç çàäàííîãî óïîðÿäî÷åííîãî íàáîðà. Èññëåäóåìàÿ çàäà÷à ÿâ-
ëÿåòñÿ îáîáùåíèåì çàäà÷è, èçó÷åííîé â [1], è ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à SRVS (Searching for Repeated Vector Set) Äàíî: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåê-
òîðîâ Yn ∈ Rq, n = 1, . . . , N , ýòàëîííûé íàáîð (U1, . . . , UL) âåêòîðîâ èç Rq è íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî M . Íàéòè: íàáîð (n1, . . . , nM) ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà {1, . . . , N} è
íàáîð L-ýëåìåíòíûõ ïåðåñòàíîâîê (π1, . . . , πJ), ãäå J = dM

L
e, êîìïîíåíò ýòàëîííîãî

íàáîðà âåêòîðîâ, äîñòàâëÿþùèå ìàêñèìóì öåëåâîé ôóíêöèè

G(n1, . . . , nM , π1, . . . , πJ) =
M∑

m=1

gl(m|L)(nm),

â çàïèñè êîòîðîé l(m|L) = πdm
L
e((m − 1) mod L + 1), ãäå πi(j) � j-é ýëåìåíò i-é

ïåðåñòàíîâêè πi = (πi(1), . . . , πi(L)), è gl(n) = 2〈Yn, Ul〉 − ‖Ul‖2, n ∈ {1, . . . , N},
l ∈ {1, . . . , L}, ãäå 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, ‖ · ‖ � íîðìà âåêòîðà, ïðè îãðà-
íè÷åíèÿõ: 1 ≤ nm − nm−1 ≤ N − 1,m = 2, . . . , M .

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ çàäà÷è, êîãäà íàáîð (n1, . . . , nM) ôèêñèðîâàí, â ðàáîòå îáîñ-
íîâàí òî÷íûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ, èìåþùèé âðåìåííóþ ñëîæíîñòü
O(ML(L + q)). Â îñíîâå àëãîðèòìà ëåæèò ïîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå ýòîãî ñëó÷àÿ
ê çàäà÷å î íàçíà÷åíèÿõ. Ïîñòðîåííîå ñâåäåíèå ïîçâîëèëî îáîñíîâàòü òî÷íûé ýô-
ôåêòèâíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå. Âðåìåííàÿ ñëîæíîñòü ýòîãî
àëãîðèòìà åñòü âåëè÷èíà O(qNL + J(N + L)3N2).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 09-01-00032, 07-07-00022 è ãðàíòîì ÀÂÖÏ
Ðîñîáðàçîâàíèÿ 2.1.1/3235.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ È ÐÅØÅÍÈÅ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß
ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈÉ Ñ ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÛÌÈ ÄÀÍÍÛÌÈ

À.À. Êîëîêîëîâ, À.Â. Êóðÿ÷åíêî
Çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà îáúåìû ïðîèçâîäñòâà ñîñ-

òîèò â ñëåäóþùåì. Èìååòñÿ m ïóíêòîâ âîçìîæíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé è n
êëèåíòîâ. Äëÿ êàæäîãî ïóíêòà i èçâåñòíû ñòîèìîñòü ðàçìåùåíèÿ ci è îáúåì ïðîèç-
âîäñòâà ai, i = 1,m. Äëÿ êàæäîãî êëèåíòà j çàäàíà âåëè÷èíà ñïðîñà bj, j = 1, n.
Èçâåñòíû çàòðàòû tij íà òðàíñïîðòèðîâêó åäèíèöû ïðîäóêöèè îò i-ãî ïóíêòà ïðîèç-
âîäñòâà ê j-ìó êëèåíòó, i = 1,m, j = 1, n. Òðåáóåòñÿ ðàçìåñòèòü ïðåäïðèÿòèÿ è
ïðèêðåïèòü ê íèì êëèåíòîâ òàê, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíûå çàòðàòû. Ìîäåëü
öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàäà÷è èìååò ñëåäóþùèé âèä:

F (z, x) =
m∑

i=1

cizi +
m∑

i=1

n∑

j=1

tijxij → min (1)

ïðè óñëîâèÿõ
m∑

i=1

xij ≥ bj, j = 1, n; (2)

n∑

j=1

xij ≥ aizi, i = 1,m; (3)

zi ∈ {0, 1}, xij ≥ 0, i = 1,m, j = 1, n. (4)
Ïîä çàäà÷åé ðàçìåùåíèÿ ñ èíòåðâàëüíûì ñïðîñîì áóäåì ïîíèìàòü ñåìåéñòâî

çàäà÷ (1) � (4), ó êîòîðûõ bj ∈ [bj, bj], j = 1, n. Ðåøåíèåì èíòåðâàëüíîé çàäà÷è
íàçûâàåòñÿ ïàðà 〈ẑ, x̂〉, äîïóñòèìàÿ äëÿ çàäà÷è ñî ñïðîñîì b è ñî çíà÷åíèåì F (ẑ, x̂)
íå áîëüøå, ÷åì äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ âåëè÷èíîé ñïðîñà b.

Â äàííîé ðàáîòå äëÿ ðåøåíèÿ èíòåðâàëüíîé çàäà÷è ïðåäëîæåí àëãîðèòì, îñíîâàí-
íûé íà ìåòîäå äåêîìïîçèöèè Áåíäåðñà [1] è ïåðåáîðå L�êëàññîâ [2], ñ ó÷åòîì èíòåð-
âàëüíîñòè äàííûõ. Êðîìå òîãî, ïðîâåäåí àíàëèç óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è ïðè ìàëûõ
êîëåáàíèÿõ ñïðîñà. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ ïëàíîâ çàäà÷è (1) � (4) ïðè ìàëîì óìåíüøåíèè ñïðîñà íå ðàñøèðÿåòñÿ.
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ÀÍÀËÈÇ È ÐÅØÅÍÈÅ ÄÂÓÕÑÒÀÄÈÉÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈÉ

À.À. Êîëîêîëîâ, Ò.Â. Ëåâàíîâà, À.Ñ. Ôåäîðåíêî

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõñòàäèéíàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ, â êîòîðîé èìåþòñÿ ìíî-
æåñòâà ïðåäïðèÿòèé äâóõ óðîâíåé: íèæíåãî L = {1, ..., k} è âåðõíåãî
I = {1, ..., m}, âûïóñêàþùèõ îïðåäåëåííóþ ïðîäóêöèþ, à òàêæå ìíîæåñòâî ïîòðåáè-
òåëåé J = {1, ..., n}. Äàëåå i ∈ I, j ∈ J, l ∈ L. Çàäàíû ñòîèìîñòè îòêðûòèÿ ïðåäïðèÿ-
òèé di è cl âåðõíåãî è íèæíåãî óðîâíåé ñîîòâåòñòâåííî, ñâÿçè ìåæäó íèìè gil ∈ {0, 1};
tij � çàòðàòû íà óäîâëåòâîðåíèå ñïðîñà ïîòðåáèòåëåé ïðåäïðèÿòèÿìè âåðõíåãî óðîâ-
íÿ. Äëÿ îòêðûòèÿ ïðåäïðèÿòèÿ âåðõíåãî óðîâíÿ íåîáõîäèìî, ÷òîáû äåéñòâîâàëè âñå
ñâÿçàííûå ñ íèì ïðåäïðèÿòèÿ íèæíåãî óðîâíÿ. Òðåáóåòñÿ íàéòè íàáîð ïðåäïðèÿòèé,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñïðîñ âñåõ ïîòðåáèòåëåé ñ ìèíèìàëüíûìè ñóììàðíûìè çàòðàòàìè.

Ââåäåì ïåðåìåííûå: z = (zi), y = (yl), X = (xij). Ïîëàãàåì zi = 1, åñëè ïðåäïðèÿ-
òèå i âåðõíåãî óðîâíÿ îòêðûòî, èíà÷å zi = 0. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïåðåìåííûå
yl äëÿ ïðåäïðèÿòèé íèæíåãî óðîâíÿ. Êðîìå òîãî, xij = 1, åñëè ïðåäïðèÿòèå i óäî-
âëåòâîðÿåò ñïðîñ ïîòðåáèòåëÿ j, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå xij = 0.

Ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è èìååò âèä:

F (z, y, X) =
∑

i∈I

dizi +
∑

l∈L

clyl +
∑

i∈I

∑

j∈J

tijxij → min (1)

ïðè óñëîâèÿõ ∑

i∈I

xij = 1, j ∈ J, (2)

zi ≥ xij, i ∈ I, j ∈ J, (3)

yl ≥ gilzi, i ∈ I, l ∈ L, (4)

xij, yl, zi ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J, l ∈ L. (5)

Óñëîâèå (4) ìîæíî çàìåíèòü ñëåäóþùèìè íåðàâåíñòâàìè [1]:

yl ≥
∑

i∈I

gilxij, j ∈ J, l ∈ L. (6)

Â ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ àíàëèç è ñðàâíåíèå ìîäåëåé (1)�(5) è (1)�(3),(5),(6). Ïîêà-
çûâàåòñÿ, ÷òî ðåëàêñàöèîííûå ìíîãîãðàííèêè çàäà÷ â îáùåì ñëó÷àå ðàçëè÷íû, à
ìíîæåñòâà èõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé ñîâïàäàþò. Îáñóæäàþòñÿ íîâûå âàðèàíòû àë-
ãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà äåêîìïîçèöèè Áåíäåðñà, ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëè-
òåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ Z�ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÇÀÄÀ×
ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

À.À. Êîëîêîëîâ, Ò.Ã. Îðëîâñêàÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ):

(c, x) → max, x ∈ (M ∩ Zn), (1)

ãäå M = {x ∈ Rn : Ax ≤ b}, c � n-âåêòîð, b � m-âåêòîð, A � (m × n)-ìàòðèöà,
n ≤ m. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäà÷à (1) èìååò âèä, óäîáíûé äëÿ ïîëíîãî îêðóãëåíèÿ
(íàçîâåì ýòî ñâîéñòâîì Q), åñëè ñóùåñòâóåò òî÷êà x0 ∈ M òàêàÿ, ÷òî

max
x∈M

xi = x0
i , i = 1, n,

max
x∈M

(c, x) = (c, x0).

Â ðàáîòàõ Âîòÿêîâà À.À. (ñì., íàïðèìåð, [1]) ïðåäëîæåí z-àëãîðèòì ðåøåíèÿ çà-
äà÷è (1), êàæäàÿ èòåðàöèÿ êîòîðîãî ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:
1) ïðèâåäåíèå çàäà÷è ñ ïîìîùüþ óíèìîäóëÿðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ê âèäó, óäîáíîìó
äëÿ ïîëíîãî îêðóãëåíèÿ;
2) ïîñòðîåíèå è èñïîëüçîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé.

Ïîëîæèì M1 = M ∩
{
xi ≤ bx0

i c, i ∈ 1, n
}
. Ïåðåõîä îò ìíîæåñòâà M ê M1 íàçîâåì

èòåðàöèåé z-àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è, îáëàäàþùåé ñâîéñòâîì Q.
Çàäà÷è, êîòîðûå èìåþò âèä, óäîáíûé äëÿ ïîëíîãî îêðóãëåíèÿ, è ñîõðàíÿþò åãî

íà êàæäîé èòåðàöèè ïîëó÷èëè íàçâàíèå èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî z-àëãîðèòìà
[1]. Â äàííîé ðàáîòå ïðîäîëæàþòñÿ èññëåäîâàíèÿ, ïðîâîäèâøèåñÿ ðàíåå Êîëîêîëî-
âûì À.À. è Çàîçåðñêîé Ë.À., èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ðåãóëÿðíîñòè z-àëãîðèòìà ïðè ðåøå-
íèè óêàçàííûõ çàäà÷ îòíîñèòåëüíî êóáè÷åñêèõ è äðóãèõ ðàçáèåíèé [2]. Â ÷àñòíîñòè,
ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ êóáè÷åñêèõ ðàçáèåíèé äàííûé àëãîðèòì îáëàäàåò ñâîé-
ñòâîì ðåãóëÿðíîñòè. Êðîìå òîãî, óñòàíîâëåíà äîñòèæèìîñòü îöåíêè ÷èñëà èòåðàöèé,
ïîëó÷åííîé â [1], è ïîñòðîåí êëàññ çàäà÷, íà êîòîðûõ àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåí-
öèàëüíûì îò äëèíû âõîäà. Ïðèâåäåí ïîäêëàññ ìàòðèö, ïîðîæäàþùèõ çàäà÷è, îáëà-
äàþùèå ñâîéñòâîì Q.
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ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÀ È ÀÍÀËÈÇ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È
ÎÁ ÓÏÀÊÎÂÊÅ ÌÍÎÆÅÑÒÂÀ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ L-ÐÀÇÁÈÅÍÈß

À.À. Êîëîêîëîâ, Ì.Ô. Ðûáàëêà

Ìíîãèå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ïîñâÿùåíû çàäà÷å îá
óïàêîâêå ìíîæåñòâà, èìåþùåé øèðîêèé êðóã ïðèëîæåíèé. Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â
ñëåäóþùåì. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî I = {1, ...,m} è ñåìåéñòâî åãî ïîäìíîæåñòâ
S = {S1, ..., Sn}. Óïàêîâêîé ìíîæåñòâà I íàçûâàåòñÿ ñîâîêóïíîñòü ïîïàðíî íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ èç S. Òðåáóåòñÿ íàéòè óïàêîâêó ìíîæåñòâà I ìàêñèìàëüíîé
ìîùíîñòè. Åñëè èçâåñòíû âåñà ïîäìíîæåñòâ cj > 0, j = 1, n, òî çàäà÷à ñîñòîèò â
îòûñêàíèè óïàêîâêè ìíîæåñòâà íàèáîëüøåãî âåñà. Ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíî-
ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è èìååò âèä:

max{cx : Ax ≤ e, x ∈ {0, 1}n}. (1)

Çäåñü A = ‖aij‖m×n, aij ∈ {0, 1}, ïðè÷åì aij = 1, åñëè i ∈ Sj, èíà÷å aij = 0, i = 1,m,
j = 1, n, c = (c1, c2, . . . , cn); e = (1, . . . , 1)T ; ïåðåìåííûå çàäà÷è: x = (x1, x2, . . . , xn)T ,
ãäå

xj =

{
1, åñëè Sj âêëþ÷àåòñÿ â óïàêîâêó
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå , j = 1, n.

Â äàííîé ðàáîòå ïðîâîäèòñÿ èññëåäîâàíèå çàäà÷è (1) íà îñíîâå L-ðàçáèåíèÿ [1].
Ïîñòðîåíî ñåìåéñòâî çàäà÷ îá óïàêîâêå ìíîæåñòâà ñ ìàòðèöàìè áëî÷íîé ñòðóê-
òóðû ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåçóëüòàòîâ èç [2], íàéäåíû íèæíèå îöåíêè ìîùíîñòè èõ
L-íàêðûòèé. Ðàçðàáîòàíû ìîäèôèêàöèè àëãîðèòìà ïåðåáîðà L-êëàññîâ äëÿ ðåøåíèÿ
ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ ñ ó÷åòîì èõ îñîáåííîñòåé. Ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ íà÷àëüíîãî
ðåêîðäà ïðèìåíÿëèñü æàäíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷.

Óêàçàííûå àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû â ñðåäå MS Visual Studio 2005, íà ÿçûêå
C++ ñ èñïîëüçîâàíèåì áèáëèîòåê MFÑ. Ïðîâåäåíî èõ ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâíåíèå
íà çàäà÷àõ ñî ñëó÷àéíûìè èñõîäíûìè äàííûìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè
ïåðñïåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÄÆÎÍÑÎÍÀ Ñ ÁÓÔÅÐÎÌ
Ï.À. Êîíîíîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à, âîçíèêàþùàÿ â ìóëüòèìåäèà. Çàäàí íàáîð
ôàéëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ïðåçåíòàöèþ. Êàæäûé èç íèõ äîëæåí áûòü ñíà÷àëà çàïèñàí
â áóôåð êîìïüþòåðà, à çàòåì âûïîëíåí. Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ôàéë óäàëÿåòñÿ è îñâî-
áîæäàåò çàíÿòîå ìåñòî. Çàäàíî âðåìÿ çàïèñè ôàéëà, åãî ðàçìåð è âðåìÿ âûïîëíåíèÿ.
Ðàçìåð áóôåðà îãðàíè÷åí. Íåîáõîäèìî ñîñòàâèòü ïîðÿäîê çàïèñè ôàéëîâ è ïîðÿäîê
èõ âûïîëíåíèÿ, ïðè êîòîðîì âðåìÿ îêîí÷àíèÿ âñåé ïðåçåíòàöèè áóäåò ìèíèìàëüíûì.

Ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Äæîíñî-
íà íà äâóõ ìàøèíàõ è NP�òðóäíà â ñèëüíîì ñìûñëå, òàê êàê çàäà÷à óïàêîâêè â
êîíòåéíåðû ÿâëÿåòñÿ åå ÷àñòíûì ñëó÷àåì. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçðàáîòàí èòåðà-
öèîííûé ìåòîä ëîêàëüíîãî ïîèñêà ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ îêðåñòíîñòÿìè [1]. Â êà÷åñòâå
îêðåñòíîñòåé èñïîëüçóþòñÿ îêðåñòíîñòü Shift � ñòàâèì ðàáîòó íà íîâîå ìåñòî, Swap
� ìåíÿåì äâå ðàáîòû ìåñòàìè, îêðåñòíîñòü Ëèíà-Êåðíèãàíà � íàõîäèì óäà÷íóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñäâèãîâ è ïàðíûõ çàìåí ðàáîò.

Íàðÿäó ñ óêàçàííûìè îêðåñòíîñòÿìè ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ îêðåñòíîñòü. Ïóñòü
x∗ � ëó÷øåå íàéäåííîå ðåøåíèå, d � ðàäèóñ îêðåñòíîñòè. Ðåøåíèå x íàçûâàåòñÿ ñî-
ñåäíèì, åñëè ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîò â x îòëè÷àåòñÿ íå áîëåå ÷åì â d ïîçèöèÿõ
îò ïîðÿäêà â x∗, è çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà ðåøåíèè x ìåíüøå, ÷åì íà x∗. Äëÿ
ïîèñêà ýëåìåíòîâ îêðåñòíîñòè ôîðìóëèðóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à öåëî÷èñëåí-
íîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äîïóñòèìîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èùåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ êîììåð÷åñêîãî ïàêåòà. Òàêèå îêðåñòíîñòè èñïîëüçóþòñÿ â [2] äëÿ íàõîæäåíèÿ
òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä ëîêàëüíîãî ïîèñêà ïîêàçàë õîðîøèå ðåçóëü-
òàòû. Ïðè áîëüøîì áóôåðå ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòûå ïðèìåðû, ëåãêî ðåøàåìûå ïàêåòîì
CPLEX. Ïðè ìàëîì áóôåðå, â êîòîðûé ïîìåùàþòñÿ 2�3 ðàáîòû, ïðèìåðû îêàçûâà-
þòñÿ ñëîæíûìè è òðåáóþò îò ïàêåòà íåñêîëüêî äíåé ðàñ÷åòîâ. Äëÿ òàêèõ ïðèìåðîâ
ìåòîä ëîêàëüíîãî ïîèñêà ïîçâîëÿåò áûñòðî íàéòè òî÷íîå ðåøåíèå èëè ðåøåíèå ñ
ìàëîé îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ (äî 8 % îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè).
Â ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ íà ñëó÷àéíî ïîðîæäåííûõ äàííûõ ðåøåíèå, íàéäåííîå
ëîêàëüíûì ïîèñêîì çà 10 ñåêóíä ðàñ÷åòîâ, âñåãäà îêàçûâàëîñü ëó÷øå ðåøåíèÿ, íàé-
äåííîãî ïàêåòîì çà 30 ìèíóò.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 08-06-92000) è ÀÂÖÏ
Ðîñîáðàçîâàíèÿ (ïðîåêò 2.1.1/3235).
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Î ÂËÎÆÅÍÈÈ ÖÈÊËÎÂ Â ÃÐÀÔ ÊÝËÈ ÑÈÌÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÎÉ ÃÐÓÏÏÛ,
ÏÎÐÎÆÄÅÍÍÛÉ ÏÐÅÔÈÊÑ-ÐÅÂÅÐÑÀËÀÌÈ

Å.Â. Êîíñòàíòèíîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãðàô Êýëè Symn(PR) ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Symn,
ïîðîæäàþùåå ìíîæåñòâî PR = {ri ∈ Symn, 1 < i ≤ n}, |PR| = n − 1,
êîòîðîãî ïðåäñòàâëåíî ïðåôèêñ-ðåâåðñàëàìè ri, äåéñòâóþùèìè íà ïåðåñòà-
íîâêó π = [π1, π2, . . . , πn], πi = π(i), 1 ≤ i ≤ n, ñïðàâà è ìåíÿþùèìè ïî-
ðÿäîê ýëåìåíòîâ ïåðåñòàíîâêè π âíóòðè èíòåðâàëà [1, i], 1 < i ≤ n, ò.å.
[π1, π2, . . . , πi, . . . πn]ri = [πi, . . . , π2, π1, . . . πn]. Â èíîñòðàííîé ëèòåðàòóðå äàííûé
ãðàô íàçûâàåòñÿ pancake graph; îí øèðîêî èçâåñòåí â ñâÿçè ñ ïðîáëåìîé îïðåäåëåíèÿ
åãî äèàìåòðà. Ãðàô Symn(PR), n ≥ 3, ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì âåðøèííî�òðàíçèòèâíûì
(n − 1)�ðåãóëÿðíûì ãðàôîì ïîðÿäêà n! áåç öèêëîâ äëèíû 3, 4, 5. Èçâåñòíî òàêæå,
÷òî ãðàô ñîäåðæèò ãàìèëüòîíîâ öèêë [1], è âñå öèêëû äëèíû l, ãäå 6 ≤ l ≤ n! − 2
è l = n!, âêëàäûâàþòñÿ â íåãî [2]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå è
ïîäñ÷åò âñåõ öèêëîâ äëèíû 6,7 è 8 â ãðàôå Symn(PR). Â ÷àñòíîñòè, ÷åðåç êàæäóþ
âåðøèíó ãðàôà ïðîõîäèò ðîâíî îäèí öèêë äëèíû øåñòü C6, ïðåäñòàâëåííûé â âè-
äå ïðîèçâåäåíèÿ ðåâåðñàëîâ r1 è r2, êàê r1r2r1r2r1r2, è âåðíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 1. Â ãðàôå Symn(PR), n ≥ 3, ñîäåðæèòñÿ ðîâíî n!
6
íåïåðåñåêàþùèõ-

ñÿ ïî âåðøèíàì è ðåáðàì öèêëîâ äëèíû øåñòü.

Óòâåðæäåíèå 2. Â ãðàôå Symn(PR), n ≥ 4, ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó ïðîõîäèò
7(n− 3) öèêëîâ äëèíû ñåìü C7 ñëåäóþùåãî âèäà:
1) rkrk+1rk+2rk+1rk+2r1rk+2; 2) rk+1rkrk+2r1rk+2rk+1rk+2; 3) rk+1rk+2r1rk+2rkrk+1rk+2;
4) rk+1rk+2rk+1rkrk+2r1rk+2; 5) rkrk+2r1rk+2rk+1rk+2rk+1; 6) r1rk+2rkrk+1rk+2rk+1rk+2;
7) r1rk+2rk+1rk+2rk+1rkrk+2, ãäå 1 ≤ k ≤ n− 3.

Óòâåðæäåíèå 3. Â ãðàôå Symn(PR), n ≥ 4, ïðè n = 4 ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó
â ãðàôå ïðîõîäèò 10 öèêëîâ C8; ïðè n = 5 èìååì 43 öèêëà C8; ïðè n ≥ 6 ÷åðåç
êàæäóþ âåðøèíó â ãðàôå ïðîõîäèò 37n− 95 öèêëîâ äëèíû âîñåìü.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 09-01-00244-à.
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ÑÒÐÀÒÅÃÈß ÊÎÐÎÒÊÈÕ ÌÅÄÈÀÍ ÄËß ÇÀÄÀ×È ÎÁ (r, p)-ÖÅÍÒÐÎÈÄÅ
Þ.À. Êî÷åòîâ, Í.À. Êî÷åòîâà

Â äèñêðåòíîé çàäà÷å îá (r, p)-öåíòðîèäå çàäàíû êîíå÷íûå ìíîæåñòâà êëèåíòîâ è
ïðåäïðèÿòèé. Èçâåñòíà ìàòðèöà (gij) ðàññòîÿíèé ìåæäó êëèåíòàìè è ïðåäïðèÿòèÿ-
ìè. Äâà èãðîêà, Ëèäåð è Êîíêóðåíò, îòêðûâàþò ñâîè ïðåäïðèÿòèÿ, ñòàðàÿñü çàõâà-
òèòü êàê ìîæíî áîëüøóþ ÷àñòü ðûíêà. Ëèäåð îòêðûâàåò p ïðåäïðèÿòèé ïåðâûì.
Çàòåì Êîíêóðåíò îòêðûâàåò ñâîè r ïðåäïðèÿòèé. Êàæäûé êëèåíò èç îòêðûòûõ p+r
ïðåäïðèÿòèé âûáèðàåò áëèæàéøåå ïðåäïðèÿòèå â êà÷åñòâå ñâîåãî ïîñòàâùèêà. Çà-
äà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âûáðàòü çà Ëèäåðà p ïðåäïðèÿòèé òàê, ÷òîáû ïîñëå íàè-
ëó÷øåãî õîäà Êîíêóðåíòà ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ äîëþ ðûíêà.

Èçâåñòíî [1], ÷òî èãíîðèðóÿ Êîíêóðåíòà è ðåøàÿ çà Ëèäåðà êëàññè÷åñêóþ
çàäà÷ó î p-ìåäèàíå, ïîëó÷àåì äîñòàòî÷íî õîðîøåå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è.
Ó òàêîãî ïîäõîäà åñòü î÷åâèäíûé íåäîñòàòîê: ðåøàÿ çàäà÷ó î p-ìåäèàíå, Ëèäåð
ñòðåìèòñÿ îáñëóæèòü âñåõ êëèåíòîâ, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÷àñòü èç íèõ íåèçáåæíî
îêàæåòñÿ ó Êîíêóðåíòà. Óéäóò òå êëèåíòû, äëÿ êîòîðûõ ïðåäïðèÿòèÿ Êîíêóðåíòà
îêàæóòñÿ áëèæå ïðåäïðèÿòèé Ëèäåðà. Íîâàÿ ñòðàòåãèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî çàïðåùàåò
èñïîëüçîâàíèå ýëåìåíòîâ ìàòðèöû (gij), íà÷èíàÿ ñ ñàìûõ áîëüøèõ. Íà êàæäîé
èòåðàöèè ðåøàåòñÿ çàäà÷à î p-ìåäèàíå íà íåçàïðåùåííûõ ýëåìåíòàõ ìàòðèöû (gij) è
íàèëó÷øåå ðåøåíèå ñ ó÷åòîì ðåàêöèè Êîíêóðåíòà ïðåäúÿâëÿåòñÿ â êà÷åñòâå îòâåòà.
Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò íàèáîëåå óäàëåííûõ êëèåíòîâ (Êàì÷àòêè)
è åùå áëèæå ïðèäâèíóòü ïðåäïðèÿòèÿ ê îñíîâíîé ÷àñòè êëèåíòîâ. Ïðèâîäÿòñÿ
ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ íà òåñòàõ èç áèáëèîòåêè ¾Äèñêðåòíûå çàäà÷è
ðàçìåùåíèÿ¿ (http://math.nsc.ru/AP/benchmarks). Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñ äðóãèìè
èçâåñòíûìè ýâðèñòèêàìè [2] è òî÷íûì ðåøåíèåì çàäà÷è.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 08�07�00037) è
ÀÂÖÏ Ðîñîáðàçîâàíèÿ (ïðîåêò 2.1.1/3235).
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ÎÖÅÍÊÈ ÐÀÄÈÓÑÀ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÂÅÊÒÎÐÍÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÖÅËÎ×ÈÑËÅÍÍÎÃÎ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß

Â ÑËÓ×ÀÅ ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÎÉ ÌÅÒÐÈÊÈ Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ÐÅØÅÍÈÉ
Ê.Ã. Êóçüìèí, Â.Ñ. Åìåëè÷åâà

Ïóñòü Rm � êðèòåðèàëüíîå ïðîñòðàíñòâî, Rn � ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé, C =
[cij] ∈ Rn×m � ìàòðèöà ñî ñòîëáöàìè Cj ∈ Rn, j ∈ Nm = {1, 2, . . . , m}. Ïóñòü
x = (x1, x2, . . . , xn)T ∈ X ⊂ Zn, 1 < |X| < ∞. Ïîä âåêòîðíîé (m-êðèòåðèàëüíîé)
çàäà÷åé Zm(C) öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ)

CT x = ((C1, x), (C2, x), . . . , (Cm, x))T → min
x∈X

,

áóäåì ïîíèìàòü çàäà÷ó ïîèñêà ìíîæåñòâà Ïàðåòî Pm(C). Â ïðîñòðàíñòâàõ Rm è Rn

çàäàäèì ïðîèçâîëüíûå, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷íûå äðóã îò äðóãà íîðìû. Ïîëîæèì
Ω(ε) = {C ′ ∈ Rn×m :‖C ′‖ < ε}, ‖C ′‖ = ‖(‖C ′

1‖, ‖C ′
2‖, . . . , ‖C ′

m‖)‖. Çäåñü ‖ · ‖ � íîðìà â
ñîîòâåòñòâóþùåì ïðîñòðàíñòâå; C ′

j ∈ Rn, j ∈ Nm � ñòîëáöû ìàòðèöû C ′.
Ðàäèóñîì óñòîé÷èâîñòè ρm(C) çàäà÷è Zm(C) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî sup{ε > 0 : ∀C ′ ∈

Ω(ε) (Pm(C + C ′) ⊆ Pm(C))}, åñëè ìíîæåñòâî, ïî êîòîðîìó áåðåòñÿ ñóïðåìóì, íåïó-
ñòî. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðàäèóñ ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ.

Õîðîøî èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [1]), ÷òî ρm(C) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå
ñîâïàäàþò ìíîæåñòâà Ïàðåòî Pm(C) è Ñëåéòåðà Slm(C) = {x ∈ X : Slm(x,C) = ∅},
ãäå Slm(x,C) = {x′ ∈ X : ∀j ∈ Nm ((Cj, x − x′) > 0)}. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî
ρm(C) = ∞ ïðè X = Pm(C). Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ëèøü ñëó÷àé, êîãäà
Pm(C) = Slm(C) 6= X.

Òåîðåìà. Ïóñòü Pm(C) = Slm(C) 6= X. Òîãäà ïðè ëþáîé íîðìå â ïðîñòðàíñòâå
ðåøåíèé Rn è âñÿêîé íîðìå Ã¼ëüäåðà lp, 1 ≤ p ≤ ∞, â êðèòåðèàëüíîì ïðîñòðàíñòâå
Rm äëÿ ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè ρm(C) âåêòîðíîé çàäà÷è ÖËÏ Zm(C), C ∈ Rn×m,
m ≥ 1, ñîñòîÿùåé â ïîèñêå ìíîæåñòâà Ïàðåòî Pm(C), âåðíû ñëåäóþùèå îöåíêè:

0 < ϕ ≤ ρm(C) ≤ ψ ≤ min{‖Cj‖ : j ∈ Nm} ≤ ‖(‖C1‖, ‖C2‖, . . . , ‖Cm‖)‖p,

ãäå ϕ = min
x∈X\P m(C)

max
x′∈Px(C)

min
j∈Nm

(Cj ,x−x′)
‖x−x′‖∗ , ψ = min

x∈X\P m(C)
min

(j,k)∈Nm×Nm

max
x′∈Px(C)

(Cj ,x−x′)
(Ck,x−x′)‖Ck‖.

Çäåñü ‖ · ‖∗ � íîðìà â ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå (Rn)∗, Px(C) = Pm(C)∩Slm(x, C).
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Î ÄÂÓÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß
Ñ ÎÄÈÍÀÊÎÂÛÌÈ ÎÁÚÅÌÀÌÈ ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀ

À.À. Êóðî÷êèí

Â ðàáîòå èññëåäîâàíû äâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçíûõ òèïà çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ ñ îäè-
íàêîâûìè îáúåìàìè ïðîèçâîäñòâà. Äëÿ îáåèõ çàäà÷ ïîñòðîåíû ïîëèíîìèàëüíûå àë-
ãîðèòìû ðåøåíèÿ.

Ïåðâàÿ ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à � çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè îáúåìàìè ïðî-
èçâîäñòâà íà ñëó÷àéíûõ âõîäíûõ äàííûõ. Ñ÷èòàåì, ÷òî òðàíñïîðòíûå ðàñõîäû cij

ïî äîñòàâêå åäèíèöû ïðîäóêöèè îò ïóíêòà ïðîèçâîäñòâà i â ïóíêò ïîòðåáëåíèÿ j �
íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàâíîâåðîÿòíî ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ èç öåëî-
÷èñëåííîãî ñåãìåíòà [1, r]. Òàêæå ââîäÿòñÿ íåêîòîðûå ñïåöèàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà
îáúåìû ñïðîñà êëèåíòîâ è ÷èñëî îòêðûâàåìûõ ïðåäïðèÿòèé. Íåîáõîäèìî âûáðàòü
ìíîæåñòâî îòêðûâàåìûõ ïðåäïðèÿòèé è îïðåäåëèòü ïëàí ïåðåâîçîê òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ñïðîñ êàæäîãî êëèåíòà è ìèíèìèçèðîâàòü îáùèå çàòðàòû íà
îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèé è äîñòàâêó ïðîäóêòà. Â ðàáîòå ïîñòðîåí ïðèáëèæåííûé àë-
ãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è, èìåþùèé òðóäîåìêîñòü O(n ln m) (m � ÷èñëî âîçìîæíûõ
ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà, n � ÷èñëî êëèåíòîâ). Âåðîÿòíîñòíûé àíàëèç àëãîðèòìà ïðî-
âåäåí ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà è òåõíèêè òåîðåìû Ïåòðîâà, èçëîæåííîé â
[1]. Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì.

Âòîðàÿ ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à � çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè îáúåìàìè
ïðîèçâîäñòâà íà ïóòåâîì ãðàôå. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïóíêòû ñïðîñà è âîçìîæíûå ïóíêòû
ïðîèçâîäñòâà íàõîäÿòñÿ â âåðøèíàõ íåêîòîðîé öåïè è çíà÷åíèÿ cij çàäàþòñÿ ñóììîé
äëèí ðåáåð â ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè i è j â öåïè. Äàííàÿ çàäà÷à èññëåäîâà-
ëàñü â [2], ãäå áûë ïðåäëîæåí òî÷íûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ, èìåþùèé òðóäîåìêîñòü
O(m5n2 +m3n3). Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà áîëåå ýôôåêòèâíàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà
� òî÷íûé àëãîðèòì, èìåþùèé íà ïîðÿäîê ìåíüøóþ òðóäîåìêîñòü êàê ïî ÷èñëó
ïóíêòîâ ïîòðåáëåíèÿ, òàê è ïî ÷èñëó ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà: O(m4n2). Òàêèì îáðà-
çîì, ïðè îãðàíè÷åííîì ÷èñëå ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà àëãîðèòì èìååò êâàäðàòè÷íóþ
(îòíîñèòåëüíî n) âðåìåííóþ ñëîæíîñòü.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ (ïðîåêòû 08-01-00516 è 09-01-00032).
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ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ËÅÊÑÈÊÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÏÅÐÅÁÎÐÀ ÄËß ÐÅØÅÍÈß
ÇÀÄÀ×È ÌÀÊÑÈÌÀËÜÍÎÉ ÂÛÏÎËÍÈÌÎÑÒÈ

À.Ê. Êó÷èí, À.Â. Àäåëüøèí

Çàäà÷è ñ ëîãè÷åñêèìè îãðàíè÷åíèÿìè èìåþò øèðîêîå ïðèìåíåíèå â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ, èññëåäîâàíèþ èõ ñëîæíîñòè è ðàçðàáîòêå àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ ïîñâÿùåíî
áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìàêñèìàëüíîé âû-
ïîëíèìîñòè (MAX SAT) ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû F = C1 ∧ C2 ∧ . . . ∧ Cm, çàäàííîé â
êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå. Ñêîáêè C1, . . . , Cm èìåþò íåîòðèöàòåëüíûå âåñà
c1, . . . , cm. Çàäà÷à ñîñòîèò â îòûñêàíèè íàáîðà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ïðè êîòîðîì
ñóììàðíûé âåñ âûïîëíåííûõ ñêîáîê áóäåò íàèáîëüøèì.

Â [1] îïèñàí àëãîðèòì ïåðåáîðà L-êëàññîâ (LCE) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âûïîëíè-
ìîñòè (SAT), êîòîðûé çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé ëèáî íàõîäèò íàáîð çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû F , ïðè êîòîðîì îíà ñòàíîâèòñÿ èñòèííîé (âûïîë-
íÿþùèé íàáîð), ëèáî îïðåäåëÿåò, ÷òî òàêîãî íàáîðà íå ñóùåñòâóåò. Íà åãî îñíîâå â [2]
ïðåäëîæåí àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ MAX SAT, ïóòåì ñâåäåíèÿ å¼ ê êîíå÷íîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè çàäà÷ âûïîëíèìîñòè. Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåíû åãî ìîäèôèêàöèè, â
êîòîðûõ ñîêðàùåíî ÷èñëî ðåøàåìûõ çàäà÷ âûïîëíèìîñòè, ÷òî âåäåò ê óìåíüøåíèþ
âðåìåíè ðåøåíèÿ.

Àëãîðèòìû îñíîâàíû íà ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì ïåðåáîðå âåêòîðîâ âèäà
Z(k) = (Z

(k)
1 , . . . , Z(k)

m ), k ∈ N, ñ êîîðäèíàòàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1, 2}. Êàæäîìó
èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: íàéòè íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ïðè
êîòîðîì ñêîáêè Ci (Z(k)

i = 1, i = 1, . . . , m) ñòàíîâÿòñÿ èñòèííûìè, à ñêîáêè Cj

(Z(k)
j = 0, j = 1, . . . , m) � ëîæíûìè. Îäíà èòåðàöèÿ ñîñòîèò â îòûñêàíèè âåêòîðà

Z(k+1), Z(k) Â Z(k+1), ñ ó÷åòîì òåêóùåãî ðåêîðäíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè.
Ïðè ýòîì, ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à âûïîëíèìîñòè ðåøàåòñÿ àëãîðèòìîì LCE. Åñëè
âûïîëíÿþùèé íàáîð íàéäåí, òî ðåêîðäíîå çíà÷åíèå îáíîâëÿåòñÿ. Â ñëó÷àå, êîãäà
î÷åðåäíîãî âåêòîðà íå ñóùåñòâóåò, àëãîðèòì çàêàí÷èâàåò ñâîþ ðàáîòó. Ëó÷øåå èç
íàéäåíûõ ðåøåíèé ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, ïîêàçûâàþùèå ýôôåê-
òèâíîñòü ïðåäëîæåííûõ àëãîðèòìîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå òåñòîâûå ïðèìåðû âûáèðà-
ëèñü èç ñïåöèàëèçèðîâàííîé ýëåêòðîííîé áèáëèîòåêè SATLIB è äîñòóïíû ïî àäðåñó
(http://www.cs.ubc.ca/�hoos/SATLIB/benchm.html).
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ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÌÅÒÎÄÀ ÑËÓ×ÀÉÍÎÃÎ ÀÄÀÏÒÈÂÍÎÃÎ ÏÎÈÑÊÀ
ÄËß ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ËÎÃÈ×ÅÑÊÎÉ ÐÅØÀÞÙÅÉ ÔÓÍÊÖÈÈ

Ã.Ñ. Ëáîâ, Â.Ì. Íåäåëüêî

Îäíèìè èç íàèáîëåå øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ àíàëèçà äàííûõ ÿâëÿþòñÿ ëî-
ãè÷åñêèå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ðåøàþùèõ ôóíêöèé [1], ðàçíîâèäíîñòüþ êîòîðûõ ÿâëÿ-
þòñÿ äåðåâüÿ ðåøåíèé. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ äåðåâà ìèíèìàëüíîé ñëîæíîñòè, áåçîøè-
áî÷íî êëàññèôèöèðóþùåãî çàäàííóþ âûáîðêó, â îáùåì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé
çàäà÷åé, ïîýòîìó íà ïðàêòèêå èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëèæåííûå àëãîðèòìû.

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé ëîãè÷åñêîé ðåøàþùåé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ çàäà-
÷åé ìíîãîýêñòðåìàëüíîé îïòèìèçàöèè, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé â 1965 ã. ïðåäëîæåí
ìåòîä ÑÏÀ [2]. Âïîñëåäñòâèè ïîÿâèëèñü ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû, êîòîðûå èñïîëüçó-
þò èíóþ ðåàëèçàöèþ èäåè ñëó÷àéíîãî ïîèñêà ñ àäàïòàöèåé. Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî
áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò, ãäå ðàçâèâàåòñÿ ýâîëþöèîííûé (ñ èñïîëüçîâàíèåì ãåíåòè÷åñêèõ
àëãîðèòìîâ) ïîäõîä ê ïîèñêó îïòèìàëüíîãî äåðåâà ðåøåíèé [3].

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ïîèñêà îïòèìàëüíîé ëîãè÷åñêîé ðåøàþùåé
ôóíêöèè â çàäà÷àõ àíàëèçà äàííûõ, ÿâëÿþùèéñÿ ìîäèôèêàöèåé ìåòîäà ñëó÷àéíîãî
ïîèñêà ñ àäàïòàöèåé (ÑÏÀ). Ìåòîä èñïîëüçóåò ýíòðîïèéíóþ ìåòðèêó [4] â ïðîñòðàí-
ñòâå ëîãè÷åñêèõ ðåøàþùèõ ôóíêöèé è îñóùåñòâëÿåò ïîèñê ðåøåíèÿ â ñîîòâåòñòâèè
ñ àäàïòèâíî èçìåíÿåìîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ, ïðîåêò �07-01-00331-à.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÌÓÐÀÂÜÈÍÎÉ ÊÎËÎÍÈÈ
ÄËß ÊÎÍÊÓÐÅÍÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È Î P -ÌÅÄÈÀÍÅ

Ò.Â. Ëåâàíîâà, Î.Â. Óñüêî

Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíêóðåíòíàÿ çàäà÷à î p-ìåäèàíå, â êîòîðîé, â îòëè÷èå îò êëàñ-
ñè÷åñêèõ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ, ðåøåíèå ïðèíèìàåò íå îäíî, à äâà ëèöà: ôèðìà�Ëèäåð
è ôèðìà�Êîíêóðåíò, ïðåñëåäóþùèå ñîáñòâåííûå öåëè. Ëèäåð è Êîíêóðåíò ïîñëå-
äîâàòåëüíî îòêðûâàþò p0 è p1 ïðåäïðèÿòèé ñîîòâåòñòâåííî. Çàòåì êàæäûé êëèåíò
âûáèðàåò äëÿ îáñëóæèâàíèÿ îäíî èç îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé, èñõîäÿ èç ñîáñòâåííûõ
ïðåäïî÷òåíèé. Ôèðìû ñòàðàþòñÿ ìàêñèìèçèðîâàòü ñâîþ äîëþ ïðèáûëè. Òðåáóåòñÿ
îïðåäåëèòü, êàêèå ïðåäïðèÿòèÿ íåîáõîäèìî îòêðûòü Ëèäåðó äëÿ ïîëó÷åíèÿ èì íàè-
áîëüøåé ïðèáûëè. Óêàçàííàÿ çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìîäåëè äâóõóðîâíåâîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ [1]. Â íåé âåðõíèé óðîâåíü ñîîòâåòñòâóåò çàäà÷å Ëèäåðà, à íèæ-
íèé � Êîíêóðåíòà. Â òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷à î p-ìåäèàíå ïðèíàäëåæèò êëàññó ∑P

2

è ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé, ÷åì ëþáàÿ ïðîáëåìà êëàññà NP [3].
Äëÿ ðåøåíèÿ êîíêóðåíòíîé çàäà÷è î p-ìåäèàíå ïðåäëîæåí ãèáðèäíûé àëãîðèòì,

â êîòîðîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Ëèäåðà ðàçðàáîòàí âàðèàíò àëãîðèòìà ìóðàâüèíîé
êîëîíèè (ÌÊ). Ðàíåå àëãîðèòìû ÌÊ óñïåøíî ïðèìåíÿëèñü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷
äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, â òîì ÷èñëå äëÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåä-
ïðèÿòèé [2]. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà, ïðîâåäåííîãî
íà çàäà÷àõ áèáëèîòåêè http://math.nsc.ru/AP/benchmarks/. Ðàçðàáîòàííûé àëãî-
ðèòì ïîçâîëèë ïîëó÷èòü èçâåñòíûå ðåêîðäû ïðè îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîì âðåìåíè
ñ÷åòà [1].
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÄÂÓÕÑÒÀÄÈÉÍÎÉ ÇÀÄÀ×È OPEN SHOP
Ñ ÒÐÅÌß ÌÀØÈÍÀÌÈ

Ì.À. Ëèñèöûíà, È.Ä. ×åðíûõ

Çàäà÷à open shop áûëà îïèñàíà áîëåå 30 ëåò íàçàä â [1]. Òàì æå áûëà ïîêàçàíà åå
ïîëèíîìèàëüíàÿ ðàçðåøèìîñòü äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ìàøèí è NP-òðóäíîñòü â ñëó÷àå òðåõ
è áîëåå ìàøèí. Ïîñòàâëåí âîïðîñ î ñëîæíîñòè çàäà÷è open shop ñ òðåìÿ ìàøèíàìè,
â êîòîðîé êàæäàÿ ðàáîòà èìååò íå áîëåå äâóõ îïåðàöèé (äâóõñòàäèéíàÿ çàäà÷à open
shop). Ýòîò âîïðîñ îñòàåòñÿ îòêðûòûì äî ñèõ ïîð, è, âîçìîæíî, ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç
íàèáîëåå àêòóàëüíûõ îòêðûòûõ ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ çàäà÷åé open shop.

Èçâåñòíî íåñêîëüêî ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûõ ïîäêëàññîâ äâóõñòàäèéíîé òðåõ-
ìàøèííîé çàäà÷è open shop. Îäèí èç íèõ îïèñàí â [2]: çàäà÷à ïîëèíîìèàëüíî ðàçðå-
øèìà, åñëè îäíà èç ìàøèí âûïîëíÿåò îäíó èç îïåðàöèé êàæäîé ðàáîòû.

Â íàøåé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ âîïðîñ íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî èíòåðâàëà ëîêàëèçàöèè
îïòèìóìîâ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî íèæíåé îöåíêè C̄ = {lmax, dmax},
ãäå lmax � ìàêñèìàëüíàÿ íàãðóçêà ìàøèíû, dmax � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ðàáîòû.
Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðèìåðà I äâóõñòàäèéíîé òðåõìàøèííîé çàäà÷è open shop
äëèíà îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ ëåæèò â èíòåðâàëå

Cmax(I) ∈ [C̄,
5

4
C̄],

ïðè÷åì ãðàíèöû èíòåðâàëà òî÷íû.
Ïîêàçàòåëüíî, ÷òî íàèõóäøèé ïðèìåð (íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ âåðõíÿÿ ãðàíèöà

èíòåðâàëà) îòíîñèòñÿ òàêæå ê ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîìó ïîäñëó÷àþ, îïèñàí-
íîìó â [2]. Òàêèì îáðàçîì, â íåêîòîðîì ñìûñëå ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à íå õóæå
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé çàäà÷è èç [2], ÷òî äàåò îñíîâàíèÿ íàäåÿòüñÿ íà åå
ïîëèíîìèàëüíóþ ðàçðåøèìîñòü.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 08-01-00370.
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ÓÑËÎÂÈß ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ ÌÀËÎÉ ÄËÈÒÅËÜÍÎÑÒÈ
À.Ì. Ìàãîìåäîâ

Ïóñòü L = {1, 2, . . . , l}, N = {1, 2, . . . , n} è T = {1, 2, . . . , t} � ñîîòâåòñòâåííî
ìíîæåñòâà óñòðîéñòâ, äåòàëåé è îòâåäåííûõ ðàñïèñàíèþ åäèíèö âðåìåíè. Êàæäî-
ìó óñòðîéñòâó i îïðåäåëåí äëÿ îáðàáîòêè äâóõýëåìåíòíûé íàáîð ωi èç ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà N (íåîáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ), íà îáðàáîòêó êàæäîãî ýëåìåíòà îòâîäèòñÿ
îäíà åäèíèöà âðåìåíè, îòíîøåíèå ïðåäøåñòâîâàíèÿ îòñóòñòâóåò; Ω = {ω1, ω2, . . . , ωl}.

Ïîä ðàñïèñàíèåì áóäåì ïîíèìàòü òàáëèöó M l × t ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà
{0, 1, . . . , n}, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì: 1) íàáîð íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â êàæäîé
ñòðîêå i ðàâåí ωi, íåíóëåâûå ýëåìåíòû â êàæäîé ñòðîêå ðàçìåùåíû â ñîñåäíèõ ÿ÷åé-
êàõ; 2) íåíóëåâûå ýëåìåíòû â êàæäîì ñòîëáöå ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé j ∈ N â íàáîð ωi îáîçíà÷èì repwi
j. Àíàëîãè÷íî, repΩwi �

êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé íàáîðà ωi â ñåìåéñòâî Ω; repΩj =
∑l

i=1 repωi
j, Nt = {j ∈ N :

repΩj = t}. Âñþäó â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî repΩj ≤ t äëÿ âñåõ j ∈ N .
Ìóëüòèãðàô G(Ω) = (V,E) íàçîâåì àññîöèèðîâàííûì ñ ñåìåéñòâîì Ω, åñëè

V = {v1, v2, . . . , vn}, à êîëè÷åñòâî ðåáåð âèäà (vi, vj) â E ðàâíî repΩ(i, j).
Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè t = 3, òî
(1) ðàñïèñàíèå l × t äëÿ ñåìåéñòâà Ω ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ω

îáëàäàåò òðàíñâåðñàëüþ;
(2) ñåìåéñòâî Ω îáëàäàåò òðàíñâåðñàëüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íè îäíà

êîìïîíåíòà àññîöèèðîâàííîãî ìóëüòèãðàôà G(Ω) íå ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî öèêëà;
(3) åñëè ñåìåéñòâî Ω îáëàäàåò òðàíñâåðñàëüþ, òî Ω îáëàäàåò è òðàíñâåðñàëüþ,

âêëþ÷àþùåé ìíîæåñòâî Nt.
Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü t ∈ {5, 7}. Òîãäà
(1) åñëè ðàñïèñàíèå ñóùåñòâóåò, òî äëÿ ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî íå÷åòíîãî k ≤ t

íàéäåòñÿ ðàñïèñàíèå, ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ k-ãî ñòîëáöà êîòîðîãî âõîäèò
â Nt;

(2) ðàñïèñàíèå ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà àññîöèèðîâàííûé ãðàô
G(Ω) äîïóñêàåò ðàçáèåíèå íà (t−1)/2 ðåáåðíî-íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäãðàôîâ ñòåïåíè
íå áîëåå 3, íè îäíà êîìïîíåíòà êîòîðûõ íå ñîäåðæèò áîëåå îäíîãî öèêëà.

Â [1] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ÷åòíîãî t ïðè ñôîðìóëèðîâàííûõ âûøå ïðåäïîëîæåíèÿõ
ðàñïèñàíèå âñåãäà ñóùåñòâóåò. Äëÿ ëþáîãî ÷åòíîãî t ìîæíî óêàçàòü ñåìåéñòâî Ω, äëÿ
êîòîðîãî íå ñóùåñòâóåò ðàñïèñàíèÿ, â êîòîðîì íàáîð íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ñòîëáöà
t âõîäèò â Nt.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 09-01-96504-ð_þã_à.
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ÏÐÅÄÓÑËÎÂÈß ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÔÎÍÎÂÎÃÎ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈß
Ò.À. Ìàãîìåäîâ

Ïóñòü X = {x1, x2, ..., xl}, Y = {y1, y2, ..., yn} è T = {1, 2, ..., t} � ñîîòâåòñòâåí-
íî ìíîæåñòâà ¾ñïåöèàëèñòîâ¿, ¾çàäàíèé¿ è ¾ðàáî÷èõ ÷àñîâ¿ (0 /∈ Y ). Êàæäîìó
ñïåöèàëèñòó xi îïðåäåëåíî ìóëüòèìíîæåñòâî

ωi = {yki1
1 , ..., ykin

n }, τi
def
=

n∑

j=1

kij ≤ t,

ãäå kij � çàäàííàÿ äëèòåëüíîñòü îáðàáîòêè çàäàíèÿ yj ñïåöèàëèñòîì xi (âîçìîæíî,
ñ ïðåðûâàíèÿìè ÷åðåç öåëîå ÷èñëî ÷àñîâ).

Ïîä ðàñïèñàíèåì áóäåì ïîíèìàòü (l×t)-òàáëèöó R, â êîòîðîé i-ÿ ñòðîêà ñîäåðæèò
t − τi íóëåâûõ ýëåìåíòîâ è kij ýëåìåíòîâ j ∈ Y ; ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Y â êàæäîì
ñòîëáöå ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

Ïóñòü ∆ ∈ {=, 6=}. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ðàñïèñàíèÿ R âûïîëíåíî ñâîéñòâî
(∆)-íåïðåðûâíîñòè, åñëè (Ri,j1 ∆ 0, Ri,j2 ∆ 0, j1 < j2) ⇒ (Ri,j ∆ 0, ∀j ∈ [j1..j2]).

Â [1] äîêàçàíà NP -ïîëíîòà çàäà÷è î ( 6=)-íåïðåðûâíîñòè äëÿ îäíîãî êëàññà çàäà÷.
Â [2] ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à, îòëè÷àþùàÿñÿ îò ñëó÷àÿ n = 1 íàøåé çàäà÷è
ëèøü ñïîñîáîì äîñòèæåíèÿ ( 6=)-íåïðåðûâíîñòè: äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû ñ ýëåìåíòàìè
0 è 1 ñïðàøèâàåòñÿ, ìîæíî ëè ïåðåñòàíîâêîé ñòîëáöîâ ìàòðèöû äîáèòüñÿ ñâîéñòâà
( 6=)-íåïðåðûâíîñòè; â [3] äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ðàçðåøèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.

Â óñëîâèÿõ ýêîíîìè÷åñêîãî êðèçèñà ñïåöèàëèñòû âûíóæäåíû ðàáîòàòü è íà ¾ôî-
íîâîì¿ ïðåäïðèÿòèè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðàñïèñàíèå R îáåñïå÷èâàåò ¾ïðåäóñëîâèÿ¿
äëÿ ôîíîâîãî ðàñïèñàíèÿ, åñëè R óäîâëåòâîðÿåò êàê ñâîéñòâó ( 6=)-íåïðåðûâíîñòè, òàê
è ñâîéñòâó (=)-íåïðåðûâíîñòè. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå. Ïóñòü λ ≤ t/2, t 6= 0( mod λ), τi ∈ {λ, t− λ, t} äëÿ âñåõ xi ∈ X,∑l
i=1 kij = t äëÿ âñåõ yj ∈ Y . Åñëè ðàñïèñàíèå ñóùåñòâóåò, òî íàéäåòñÿ è òàêîå ðàñ-

ïèñàíèå, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ïðåäóñëîâèÿ äëÿ ôîíîâîãî ðàñïèñàíèÿ.
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ÒÎ×ÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÎÄÍÎÌÅÐÍÎÉ ÓÏÀÊÎÂÊÈ
Ñ ÏÐÎÄÎËÆÅÍÍÛÌ ÂÛÁÎÐÎÌ ÈÄÅÍÒÈ×ÍÛÕ ÏÐÅÄÌÅÒÎÂ

Ì.À. Ìåñÿãóòîâ, Ý.À. Ìóõà÷åâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îäíîìåðíîé óïàêîâêè êîíòåéíåðîâ ñ ïðîäîëæåííûì âû-
áîðîì èäåíòè÷íûõ ïðåäìåòîâ (1-dimensional contiguous bin packing, 1CBP). Èìåþòñÿ
ïðÿìîóãîëüíûå ïðåäìåòû m òèïîâ çàäàííîé øèðèíû wi è ïîòðåáíîñòüþ bi. Òðåáóåòñÿ
çàòðàòèòü äëÿ èõ óïàêîâêè ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî êîíòåéíåðîâ äëèíû W è îáåñïå-
÷èòü ïðè ýòîì íåïåðåêðûòèå ïðåäìåòîâ ìåæäó ñîáîé; âìåñòèìîñòü è ðàçíîðîäíîñòü
ïðåäìåòîâ â îäíîì ïðóòêå; óïàêîâêó îäèíàêîâûõ ïðåäìåòîâ â ñìåæíûõ êîíòåéíåðàõ
(ïðîäîëæåííîñòü âûáîðà). Çàäà÷à 1CBP èìååò ðàçëè÷íûå ïðèìåíåíèÿ. Íàïðèìåð,
îíà èñïîëüçóåòñÿ êàê ðåëàêñàöèÿ äâóõìåðíîé çàäà÷è óïàêîâêè (2-dimensional strip
packing, 2SP) [1]. Ðàíåå îíà ïðèìåíÿëàñü â ãåíåòè÷åñêîì àëãîðèòìå ïðè ðåøåíèè
2SP [2]. Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðíîñòè çàäà÷è ê èñõîäíîìó ìíîæåñòâó ïðåäìåòîâ I
ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà ïðåïðîöåññèíãà, êîòîðàÿ â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò íàé-
òè òàêîå ïîäìíîæåñòâî I∗ ⊆ I, êîìáèíàöèÿ ýëåìåíòîâ êîòîðîãî îáÿçàòåëüíî ïîÿâèòñÿ
â îïòèìàëüíîì ðåøåíèè.

Ïðåäëàãàåòñÿ òî÷íûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è 1CBP, êîòîðûé îñíîâàí íà
àëãîðèòìå âåòâåé è ãðàíèö. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íèæíåé ãðàíèöû ðàññìàòðèâàåòñÿ íåçà-
íÿòàÿ îáëàñòü "ëåñòíè÷íîé" ñòðóêòóðû íàä óëîæåííûìè ïðåäìåòàìè, êàê ìíîæåñòâî
îäíîìåðíûõ êîíòåéíåðîâ ðàçëè÷íîé äëèíû. Òîãäà îñòàâøèåñÿ ïðåäìåòû ðàçìåùà-
þòñÿ â ýòèõ êîíòåéíåðàõ. Ôîðìèðóåòñÿ çàäà÷à îäíîìåðíîãî ðàñêðîÿ ñ ðàçëè÷íû-
ìè òèïàìè ïðóòêîâ (cutting stock problem with multiple stock lengths, 1CSPM) è,
â öåëÿõ ïîâûøåíèÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòè îáùåãî àëãîðèòìà, èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî å¼
LP-ðåëàêñàöèÿ. Ïîñëåäíÿÿ ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ãåíåðàöèè ñòîëáöîâ ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè ñõåìû ðåøåíèÿ çàäà÷è "0-1 ðþêçàê".

Äëÿ ñîêðàùåíèÿ ïåðåáîðà ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðèìåíÿþòñÿ ðàç-
ëè÷íûå êðèòåðèè äîìèíàíòíîñòè è ïðàâèëà îòñå÷åíèÿ. Íàïðèìåð, èñêëþ÷åíèå ãî-
ðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ñèììåòðèè, îäèíàêîâûõ ïðåäìåòîâ, îòñå÷åíèå ïî ïëî-
ùàäè, ïðîâåðêà ðåëàêñàöèè ïîäçàäà÷è íà îïòèìàëüíîñòü. Òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ
ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè âåòâëåíèé. Âìåñòå ñ êëàññè÷åñêèìè ïðîöåäóðàìè, òàêèìè êàê
ëó÷øàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà è ïîèñê â ãëóáèíó, ïðèìåíÿåòñÿ ñòðàòåãèÿ âåòâëåíèÿ, îñíî-
âàííàÿ íà ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì áûë èñïîëüçîâàí â
ïðîöåññå ðàñ÷åòà íèæíåé ãðàíèöû äëÿ èçâåñòíûõ çàäà÷ 2SP. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïîäòâåðæäàþùèå ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÃÈËÜÎÒÈÍÍÎÃÎ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÊÎÍÒÅÉÍÅÐÎÂ Â ÏÎËÎÑÓ
ÍÀ ÁÀÇÅ STEP-ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ

Ý.À. Ìóõà÷åâà, À.Ä. Ïàâëîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ NP-òðóäíàÿ çàäà÷à ãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ êîíòåéíåðîâ â ïî-
ëóáåñêîíå÷íóþ ïîëîñó. Èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå âåêòîðà

< W ; n; w; h >,

ãäå W � øèðèíà ïîëîñû, n � êîëè÷åñòâî äåòàëåé, w = (w1, w2, . . . , wn),
h = (h1, h2, . . . , hn), à wi � øèðèíà i-îé äåòàëè, hi � âûñîòà i-îé äåòàëè. Äëÿ ðåøåíèÿ
äàííîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ èòåðàöèîííûé ìåòîä óëó÷øåíèÿ ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî
ëåñòíè÷íûì (step) àëãîðèòìîì. Òàêæå êàê è â êëàññè÷åñêîé ñõåìå ëåñòíè÷íîãî àëãî-
ðèòìà, ñòðîèòñÿ òàáëèöà âîçìîæíûõ ðàçìåùåíèé äåòàëåé ïî âûñîòå îò 1 äî øèðèíû
ïîëîñû, íà áàçå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ äåðåâî ðåøåíèé.

Îòëè÷èåì äàííîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ ïðîöåäóðà çàïîëíåíèÿ ïóñòîò (ÇÁÏ) â ïðî-
öåññå ôîðìèðîâàíèÿ öåïî÷êè â äåðåâå ðåøåíèé. Ñìûñë ïðîöåäóðû çàêëþ÷àåòñÿ â
ïîïûòêå ðàçìåñòèòü ñâîáîäíûå äåòàëè (åùå íå çàäåéñòâîâàííûå) â òåêóùåì óðîâíå.
Ïîèñê âàðèàíòîâ ðàçìåùåíèÿ ïðîèñõîäèò ïóòåì ñâåäåíèÿ ðàçìåùåíèÿ óðîâíÿ ê ñî-
âîêóïíîñòè îäíîìåðíûõ ðàçìåùåíèé, ò.å. óðîâåíü ðàçäåëÿåòñÿ íà N ïðóòêîâ � âåðòè-
êàëüíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ îáëàñòåé ñ øèðèíîé 1 è âûñîòîé W . Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äåòàëü
i ìîæåò áûòü ðàçìåùåíà â óðîâíå, åñëè ñóùåñòâóþò wi ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðóêòîâ ñ
çàïàñîì, áîëüøèì èëè ðàâíûì hi. Ïîèñê íåïîñðåäñòâåííîãî ðàçìåùåíèÿ äåòàëåé â
óðîâíå ïðîèçâîäèòñÿ ïîñëå ïîëó÷åíèÿ âñåé öåïî÷êè è îöåíêè ðåøåíèÿ.

Èäåÿ ìåòîäà îñíîâàíà íà òîì, ÷òî áëàãîäàðÿ ëåñòíè÷íîìó àëãîðèòìó ìîæíî
ïîëó÷èòü ïëîòíîå âåðòèêàëüíîå ðàçìåùåíèå â óðîâíÿõ, íî ïðè ýòîì êàê ïðàâèëî
îñòàþòñÿ áîêîâûå ïóñòîòû, êîòîðûå çàïîëíÿþòñÿ ïðîöåäóðîé ÇÁÏ. Ðàçðàáàòûâà-
þòñÿ è äðóãèå ìåòîäû çàïîëíåíèÿ ïóñòîò. Àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ àëüòåðíàòèâíûìè,
èõ ýôôåêòèâíîñòü çàâèñèò îò äîïîëíèòåëüíûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèé. Òàê,
â [1] ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ãðóçîâ, à äàííûé àëãîðèòì îðèåíòèðîâàí
íà ãèëüîòèííûé ðàñêðîé. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò ïî ñðàâíåíèþ ìåòî-
äà çàïîëíåíèÿ, à òàêæå ñ èñïîëüçîâàíèåì äðóãèõ ìåòîäîâ ãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÃÈËÜÎÒÈÍÍÎÃÎ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÊÎÍÒÅÉÍÅÐÎÂ
ÍÀ ÁÀÇÅ STEP-ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ
Ý.À. Ìóõà÷åâà, Ý.È. Õàñàíîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäìåòîâ â ïîëóáåñêîíå÷íóþ
ïîëîñó (2-Dimensional Guillotine Strip Placing, 2DGSP).

Step-òåõíîëîãèÿ áåðåò ñâîå íà÷àëî îò ðàáîòû [1]. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çà-
äà÷è èìè áûëà ïðåäëîæåíà óðîâíåâàÿ òåõíîëîãèÿ. Â ðåçóëüòàòå å¼ ïðèìåíåíèÿ íà
êàæäîì óðîâíå èìååì ÷àñòè÷íîå ðàçìåùåíèå äåòàëåé. Ïðè óïîðÿäî÷åíèè ýëåìåíòîâ
ïî íåâîçðàñòàíèþ äëèíû îíî ìîæåò áûòü ñâåäåíî ê ëåñòíè÷íîé ñòðóêòóðå (step-
ñòðóêòóðå). Step-òåõíîëîãèÿ îòêðûâàåò õîðîøóþ âîçìîæíîñòü ïðèìåíåíèÿ àëãîðèò-
ìà ðåøåíèÿ çàäà÷è �0-1 ðþêçàê� â ðåæèìå ïîëíîãî èëè ÷àñòè÷íîãî ïåðåáîðà. Äëÿ
ïîëó÷åíèÿ áîëåå ýôôåêòèâíûõ ðàçìåùåíèé ïðåäëàãàåòñÿ ââåñòè ïðîöåäóðó çàïîëíå-
íèÿ áîêîâûõ ïóñòîò.

Ïðè ýòîì ðåàëèçîâàíî äâà ïîäõîäà:

• Íàáîð äåòàëåé ñîðòèðóåòñÿ íà äâå ãðóïïû, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé ñòðàòå-
ãèåé âûáèðàþòñÿ äåòàëè ïåðâîé ãðóïïû äëÿ èõ step-ðàçìåùåíèÿ â ïîëîñå, â
áîêîâûõ ïóñòîòàõ ðàçìåùàþòñÿ äåòàëè âòîðîé ãðóïïû;

• Ñðàçó ïîñëå ôîðìèðîâàíèÿ êàæäîé step-ñòðóêòóðû áîêîâûå ïóñòîòû çàïîëíÿ-
þòñÿ ïîäõîäÿùèìè äåòàëÿìè èç îáùåãî ñïèñêà.

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äëÿ âûáîðà ðàçìåùàåìîé äåòàëè èñïîëüçóåòñÿ ïðîöåäóðà ïîë-
íîãî ïåðåáîðà.

Îäíèì èç âîçìîæíûõ ïðèìåíåíèé ïðèâåäåííîé òåõíîëîãèè ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è ðàç-
ìåùåíèÿ êðóïíîãàáàðèòíûõ ãðóçîâ íà ïëàòôîðìàõ òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâ. Ïðè ýòîì
çà÷àñòóþ âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü îáõîäà ïðåïÿòñòâèé. Çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ âà-
ðèàíò, êîãäà ïðåïÿòñòâèÿ èìåþò ïðÿìîóãîëüíóþ ôîðìó, à èõ äëèíà è øèðèíà ñî-
èçìåðèìû ñ ðàçìåðàìè ðàçìåùàåìûõ ïðåäìåòîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðåïÿòñòâèÿ ìîãóò
áûòü âêëþ÷åíû â àëãîðèòì êàê äîïîëíèòåëüíûå äåòàëè ñ ôèêñèðîâàííûìè êîîðäè-
íàòàìè. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåìîå íà êàæäîì ýòàïå ðàçìåùåíèå ÿâëÿåòñÿ ïñåâäî-
ëåñòíè÷íîé ñòðóêòóðîé è ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â ðàìêàõ step-òåõíîëîãèè.

Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ñðàâíåíèÿ àëãîðèòìîâ ìåæäó ñîáîé è ñ äðó-
ãèìè àëãîðèòìàìè ãèëüîòèííîãî ðàçìåùåíèÿ.
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ÏÎËÈÍÎÌÈÀËÜÍÀß ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÀß ÑÕÅÌÀ ÄËß ÎÄÍÎÃÎ ÂÀÐÈÀÍÒÀ
ÇÀÄÀ×È ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÃÐÀÔÀ

À.À. Íàâðîöêàÿ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ îáûêíîâåííûå ãðàôû, òî åñòü ãðàôû áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðå-
áåð. Îáûêíîâåííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ M -ãðàôîì, åñëè êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà ñâÿçíî-
ñòè åñòü ïîëíûé ãðàô. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M1

k(V ) êëàññ âñåõ M -ãðàôîâ íà ìíîæåñòâå
âåðøèí V , èìåþùèõ íå áîëåå k êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàôàìè
G1 = (V,E1) è G2 = (V, E2) îïðåäåëÿåòñÿ êàê d(G1, G2) = |E1 \ E2|+ |E2 \ E1|.

Çàäà÷à àïïðîêñèìàöèè ãðàôà A1
k. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà G = (V,E) íàéòè

òàêîé M -ãðàô M∗ ∈M1
k(V ), ÷òî d(G,M∗) = min

M∈M1
k
(V )

d(G,M).

Â ðàáîòå [1] äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à A1
k ÿâëÿåòñÿ NP -òðóäíîé.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðîå ñåìåéñòâî Gn n-âåðøèííûõ ãðàôîâ. Ãðàôû ñåìåéñòâà Gn

íàçîâåì íåïëîòíûìè, åñëè äëÿ ëþáîãî ãðàôà G = (V,E) ýòîãî ñåìåéñòâà |E| ≤ αnβ

äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò α > 0, 0 < β < 2.
Â ðàáîòå ïðåäëîæåí àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûé àëãîðèòì è ïîëèíîìèàëüíàÿ ïðè-

áëèæåííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ çàäà÷è A1
k íà íåïëîòíûõ ãðàôàõ. Â îñíîâå ýòîãî àëãîðèò-

ìà ëåæèò ñëåäóþùàÿ èäåÿ ëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ: íà êàæäîé
èòåðàöèè èùåòñÿ âåðøèíà, ïåðåìåùåíèå êîòîðîé â äðóãóþ êîìïîíåíòó ïðèâîäèò ê
óìåíüøåíèþ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè; åñëè òàêîé âåðøèíû íå íàéäåíî, àëãîðèòì
çàêàí÷èâàåò ðàáîòó, èíà÷å ïåðåõîäèò íà ñëåäóþùóþ èòåðàöèþ ñ íîâûì äîïóñòèìûì
ðåøåíèåì.

Òåîðåìà. Äëÿ äîïóñòèìîãî ðåøåíèÿ M ∈ M1
k(V ) çàäà÷è A1

k, íàéäåííîãî àëãî-
ðèòìîì ëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íåïëîòíîãî ãðàôà G ∈ Gn, ñïðà-
âåäëèâà îöåíêà:

d(G,M) ≤ (1 + χ(n))d(G,M∗),

ãäå χ(n) = ((k−1)n+αnβ(3k−2))/(n2−2kαnβ−kn) → 0 ïðè n →∞, à M∗ ∈M1
k(V ) �

îïòèìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è A1
k.

Ïîëèíîìèàëüíàÿ ïðèáëèæåííàÿ ñõåìà äëÿ çàäà÷è A1
k íà íåïëîòíûõ ãðàôàõ ïî-

ëó÷àåòñÿ ïóòåì äîïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ëîêàëüíîãî óëó÷øåíèÿ ïðîöåäóðîé ïîèñêà
îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ïðè îãðàíè÷åííûõ ñâåðõó çíà÷åíèÿõ n.
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ÑÎÊÐÀÙÅÍÈÅ ÄÅÐÅÂÀ ÏÎÈÑÊÀ Â ÌÅÒÎÄÅ ÂÅÒÂÅÉ È ÃÐÀÍÈÖ
ÏÐÈ ÐÅØÅÍÈÈ ÄÂÓÕÌÅÐÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÓÏÀÊÎÂÊÈ Â ÏÎËÎÑÓ

Ä.À. Íàçàðîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóìåðíàÿ çàäà÷à óïàêîâêè â ïîëîñó (2SPP): òðåáóåòñÿ â ïîëîñó
øèðèíû W óïàêîâàòü ìíîæåñòâî ïðÿìîóãîëüíûõ ïðåäìåòîâ çàäàííîé øèðèíû wi

è âûñîòû hi, i = 1, n òàê, ÷òîáû ïðÿìîóãîëüíèêè íå ïåðåêðûâàëèñü ìåæäó ñîáîé
è íå âûõîäèëè çà ãðàíèöû ïîëîñû. Íåîáõîäèìî íàéòè äîïóñòèìóþ ïðÿìîóãîëüíóþ
óïàêîâêó ñ ìèíèìàëüíîé çàíÿòîé âûñîòîé ïîëîñû.

Áîëüøèíñòâî òî÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ 2SPP èñïîëüçóþò ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö.
Ñóòü ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â îáõîäå äåðåâà ïîèñêà, íà÷èíàÿ ñ êîðíåâîé âåðøèíû, êîòî-
ðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïóñòîé ïîëîñå. Ïðè ýòîì ëèñòüÿ äåðåâà ñîîòâåòñòâóþò äîïóñòèìûì
ïðÿìîóãîëüíûì óïàêîâêàì, à ïðîìåæóòî÷íûå âåðøèíû � ÷àñòè÷íûì óïàêîâêàì. Â
êàæäîé âåðøèíå äåðåâà îïðåäåëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíîñòü ïîèñêà â ïîääåðåâå ñ êîð-
íåì â äàííîé âåðøèíå. Â äåðåâå ïîèñêà äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü íå âñå ÷àñòè÷íûå
óïàêîâêè, à òîëüêî òàê íàçûâàåìûå ½ëåñòíè÷íûå“ ÷àñòè÷íûå óïàêîâêè [1].

Âî âñåõ èìåþùèõñÿ òî÷íûõ ìåòîäàõ ðåøåíèÿ 2SPP ½ëåñòíè÷íûå“ ÷àñòè÷íûå óïà-
êîâêè ãåíåðèðóþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî îäíîé è òîé ÷àñòè÷íîé óïàêîâêå ìîæåò ñî-
îòâåòñòâîâàòü íåñêîëüêî âåðøèí â äåðåâå ïîèñêà. Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé ñïîñîá ãåíå-
ðàöèè ½ëåñòíè÷íûõ“ ÷àñòè÷íûõ óïàêîâîê è äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êàæäàÿ ½ëåñòíè÷íàÿ“
÷àñòè÷íàÿ óïàêîâêà áóäåò ïîëó÷åíà ðîâíî îäèí ðàç.

Òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ ïðèíöèï äîìèíèðîâàíèÿ îäíîé ½ëåñòíè÷íîé“ ÷àñòè÷íîé óïà-
êîâêè íàä äðóãîé, ïîëó÷åííûõ èç îäíîãî è òîãî æå ìíîæåñòâà ïðÿìîóãîëüíûõ ïðåä-
ìåòîâ. Åñëè P1 äîìèíèðóåò íàä P2, òî çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè íà ëèñòüÿõ èç
ïîääåðåâà ñ êîðíåì â P1, áóäåò íå õóæå ÷åì � ñ êîðíåì â âåðøèíå P2. Òàêèì îáðà-
çîì, âåðøèíó P2 ìîæíî èñêëþ÷èòü èç äåðåâà ïîèñêà. ×òîáû èñêëþ÷èòü ñðàçó âñå
íåïåðñïåêòèâíûå âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòè÷íûì óïàêîâêàì ñ îäíèì è òåì
æå ÷èñëîì ïðåäìåòîâ m, äîñòàòî÷íî: (i) ïîëó÷èòü âñå ½ëåñòíè÷íûå“ ÷àñòè÷íûå óïà-
êîâêè, ñîñòîÿùèå ðîâíî èç m ïðåäìåòîâ; (ii) äëÿ êàæäîãî ìíîæåñòâà ïîëó÷åííûõ
óïàêîâîê, ñîñòîÿùèõ èç îäíîãî è òîãî æå íàáîðà ïðåäìåòîâ, èñêëþ÷èòü èç äåðåâà
ïîèñêà âåðøèíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòàì, íàä êîòîðûìè äîìèíèðóåò õîòÿ áû
îäèí ýëåìåíò èç äàííîãî ìíîæåñòâà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Kenmochi M., Imamichi T., Nonobe K., Yagiura M., Nagamochi H. Exact algorithms
for the two-dimensional strip packing problem with and without rotations // European
Journal of Operational Research. � 2009. � Vol. 198, N 1. � P. 73-83.

Íàçàðîâ Äåíèñ Àíàòîëüåâè÷,
Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
óë. Ê. Ìàðêñà, 12, Óôà, 450000, Ðîññèÿ.
E-mail: denis.nsc@gmail.com



Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ 155

ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÛÅ ÌÎÄÅËÈ
Â ÇÀÄÀ×ÀÕ ÒÅÎÐÈÈ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ

Â.À. Ïåðåïåëèöà, È.Â. Êîçèí, À.Ñ. Áîíäàðåíêî

Ìíîãèå çàäà÷è òåîðèè ðàñïèñàíèé ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê ïîèñêó îïòèìàëüíîé ïå-
ðåñòàíîâêè. Äëÿ ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è îá îïòèìàëüíûõ ïåðåñòàíîâ-
êàõ ïåðñïåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä, îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè ýâîëþöèîííûõ
àëãîðèòìîâ. Ýòîò ïîäõîä ïðèâîäèò ê ïîíÿòèþ ýâîëþöèîííîé ìîäåëè.

Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ýëåìåíòîâ: áàçîâîå ìíîæåñòâî ïå-
ðåñòàíîâîê X, íà êîòîðîì èùåòñÿ îïòèìàëüíîå ðåøåíèå; îïåðàòîð ïîñòðîåíèÿ íà-
÷àëüíîé ïîïóëÿöèè: îïåðàòîð, êîòîðûé ïîçâîëÿåò âûäåëèòü íà ìíîæåñòâå X åãî
ïîäìíîæåñòâî X0 ⊆ X; îïåðàòîð êðîññîâåðà K : X × X → X , ïîçâîëÿþùèé ïî
äâóì ïåðåñòàíîâêàì-ðîäèòåëÿì ïîñòðîèòü íîâóþ ïåðåñòàíîâêó-ïîòîìîê èç ìíîæå-
ñòâà X; îïåðàòîð ìóòàöèè M : X → X; êðèòåðèé îòáîðà - àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé
ñðàâíèâàòü ïî êà÷åñòâó ðåøåíèÿ â ðàìêàõ çàäàííîé ïîïóëÿöèè; îïåðàòîð ñåëåêöèè,
ïîçâîëÿþùèé âûäåëÿòü ìíîæåñòâî ïàð â ïîïóëÿöèè äëÿ âûïîëíåíèÿ êðîññîâåðà;
îïåðàòîð îòáîðà, ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü íîâûå ïîïóëÿöèè èç ìíîæåñòâ ðîäèòåëåé è
ïîòîìêîâ; óñëîâèå îñòàíîâêè, êîòîðîå îïðåäåëÿåò óñëîâèå îñòàíîâêè ýâîëþöèè.

Äëÿ ðåàëèçàöèè ýâîëþöèîííûõ ìîäåëåé èñïîëüçîâàíà ïðîãðàììíàÿ ñèñòåìà EVF-
Tester, â êîòîðîé ðàññìàòðèâàëèñü ðàçëè÷íûå ñåðèè çàäà÷ òåîðèè ðàñïèñàíèé, â ÷àñò-
íîñòè ñåðèÿ èç 120 òåñòîâûõ çàäà÷ òèïà Flow Shop ñ êðèòåðèåì äëèíû ðàñïèñàíèÿ
èç áèáëèîòåêè OR-Library [1], è ñåðèÿ èç äâóõñîò ñëó÷àéíûõ çàäà÷. Ñðàâíåíèå áûëî
ïðîâåäåíî ñ òàêîé ýâðèñòèêîé êàê NEH [2] è ìåòîäîì ñëó÷àéíîãî ïîèñêà. Ðåçóëüòàòû
òåñòèðîâàíèÿ ïîêàçàëè çíà÷èòåëüíîå ïðåèìóùåñòâî ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà ýâîëþ-
öèîííîé ìîäåëè, ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññìîòðåííûìè ïðèáëèæåííûìè ìåòîäàìè.
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ÌÅÒÎÄ ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÈ ÄËß ÐÅØÅÍÈß
ÇÀÄÀ×È ÎÁ (r, p)-ÖÅÍÒÐÎÈÄÅ È ÇÀÄÀ×È ÖÅÍÎÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß

À.Â. Ïëÿñóíîâ

Ïîñëå îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîò Áåíäåðñà, Äàíöèãà è Âîëüôà èäåÿ äåêîìïîçèöèè
ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê îäíà èç ôóäàìåíòàëüíûõ êîíöåïöèé â îáëàñòè îïòèìèçàöèè [4].
Íà å¼ îñíîâå ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìíîãèõ èíòåðåñíûõ çàäà÷.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå äåêîìïîçèöèè Áåíäåðñà äëÿ ðåøåíèÿ ñëå-
äóþùèõ çàäà÷ äâóõóðîâíåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ: çàäà÷è îá (r, p)-öåíòðîèäå [2] è
çàäà÷è öåíîîáðàçîâàíèÿ [1]. Íà îñíîâå ïîíÿòèÿ ïðîåêöèè, ââåä¼ííîãî Äæåôôðèî-
íîì [4], ïðåäëàãàþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå äåêîìïîçèöèîííûå àëãîðèìû ðåøåíèÿ ýòèõ
çàäà÷.

Îäèí èç ïðèìå÷àòåëüíûõ ìîìåíòîâ, ñâÿçàííûõ ñ èññëåäîâàíèåì è àíàëèçîì àë-
ãîðèòìîâ â [2, 3], çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òî÷íûé àëãîðèòì äëÿ ðåøåíèÿ ñëîæíîé∑P

2 -ïîëíîé çàäà÷è îá (r, p)-öåíòðîèäå [2] ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé
ïðîåêöèè. Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [2, 3] äëÿ çàäà÷è îá (r, p)-öåíò-
ðîèäå, ïîçâîëÿþò íàäåÿòüñÿ íà òî, ÷òî àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà äåêîìïîçèöèè,
îêàæóòñÿ ïîëåçíûìè ïðè ðåøåíèè è äðóãèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ äâóõóðîâíåâîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 08�07�00037) è ÀÂÖÏ
Ðîñîáðàçîâàíèÿ (ïðîåêò 2.1.1/3235).
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ÎÁ ÈÍÖÈÄÅÍÒÎÐÍÛÕ ÐÀÑÊÐÀÑÊÀÕ ÌÓËÜÒÈÃÐÀÔÎÂ
À.Â. Ïÿòêèí

Ïóñòü G = (V, E) � îðèåíòèðîâàííûé ìóëüòèãðàô áåç ïåòåëü ñ ìíîæåñòâîì âåð-
øèí V è ìíîæåñòâîì äóã E. Åñëè äóãà e ∈ E èíöèäåíòíà âåðøèíå v ∈ V , òî óïî-
ðÿäî÷åííàÿ ïàðà (v, e) íàçûâàåòñÿ èíöèäåíòîðîì. Èíöèäåíòîð (v, e) óäîáíî òðàêòî-
âàòü êàê ïîëîâèíó äóãè e, èíöèäåíòíóþ âåðøèíå v. Êàæäàÿ äóãà e = uv èìååò äâà
èíöèäåíòîðà: íà÷àëüíûé èíöèäåíòîð (u, e) è êîíå÷íûé èíöèäåíòîð (v, e). Ýòè äâà
èíöèäåíòîðà íàçûâàþòñÿ ñîïðÿæåííûìè ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó. Äâà èíöè-
äåíòîðà íàçûâàþòñÿ ñìåæíûìè, åñëè îíè ïðèìûêàþò ê îäíîé âåðøèíå. Ìíîæåñòâî
âñåõ èíöèäåíòîðîâ ìóëüòèãðàôà G îáîçíà÷èì ÷åðåç I. Ðàñêpàñêîé èíöèäåíòîpîâ íà-
çûâàåòñÿ ïpîèçâîëüíîå îòîápàæåíèå f : I −→ Z+, ãäå Z+ � ìíîæåñòâî öåëûõ ïî-
ëîæèòåëüíûõ ÷èñåë (öâåòîâ). Äëÿ äóãè e = uv áóäåì ïèñàòü f(e) = (a, b), åñëè
f(u, e) = a è f(v, e) = b.

Çàäà÷à ðàñêðàñêè èíöèäåíòîðîâ â ñàìîì îáùåì âèäå ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: ðàñêðà-
ñèòü èíöèäåíòîðû äàííîãî ìóëüòèãðàôà â ìèíèìàëüíîå ÷èñëî öâåòîâ òàê, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü çàäàííûå óñëîâèÿ íà öâåòà ñìåæíûõ è ñîïðÿæ¼ííûõ èíöèäåíòîðîâ.

Ýòà çàäà÷à îáîáùàåò êàê âåðøèííóþ, òàê è ð¼áåðíóþ ðàñêðàñêè ìóëüòèãðàôà.
Ïåðâàÿ çàäà÷à ðàñêðàñêè èíöèäåíòîðîâ áûëà ðàññìîòðåíà â [1].

Â äîêëàäå äåëàåòñÿ îáçîð èñòîðèè âîçíèêíîâåíèÿ çàäà÷ ðàñêðàñêè èíöèäåíòîðîâ,
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå ñâÿçè çàäà÷ èíöèäåíòîðíîé ðàñêðàñêè ñ çàäà÷àìè
èç äðóãèõ ðàçäåëîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 08-01-00370, 08-01-00516 è 07-07-00022.
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ÇÀÄÀ×À ÎÒÊÐÛÒÎÃÎ ÒÈÏÀ Ñ ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÅÉ
È ÐÀÇÐÅØÅÍÈÅÌ ÏÐÅÐÛÂÀÍÈÉ ÍÀ ÄÂÓÕÂÅÐØÈÍÍÎÉ ÑÅÒÈ

À.Â. Ïÿòêèí, È.Ä. ×åðíûõ

Çàäà÷à îòêðûòîãî òèïà (èçâåñòíàÿ òàêæå êàê çàäà÷à open shop) ñ ìàðøðóòèçàöèåé
ðàññìàòðèâàëàñü â [1]. Â ýòîé ïîñòàíîâêå ðàáîòû ðàñïîëîæåíû â óçëàõ òðàíñïîðòíîé
ñåòè, à ìàøèíû, ïðåæäå ÷åì âûïîëíèòü îïåðàöèþ, äîëæíû äîåõàòü äî ñîîòâåòñòâó-
þùåãî óçëà. Èçíà÷àëüíî âñå ìàøèíû íàõîäÿòñÿ â âûäåëåííîé âåðøèíå, íàçûâàåìîé
áàçîé, è äîëæíû òóäà âåðíóòüñÿ ïîñëå âûïîëíåíèÿ âñåõ ñâîèõ îïåðàöèé. Òðåáóåò-
ñÿ ïîñòðîèòü äîïóñòèìîå ðàñïèñàíèå íàèìåíüøåé âîçìîæíîé äëèíû. Â [1] ïîêàçàíà
NP-òðóäíîñòü ýòîé çàäà÷è óæå äëÿ ñëó÷àÿ ñ äâóìÿ ìàøèíàìè è äâóõâåðøèííîé ñåòè.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à open shop ñ ìàðøðóòèçàöèåé è ðàçðå-
øåíèåì ïðåðûâàíèé. Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

• Äëÿ çàäà÷è open shop ñ ìàðøðóòèçàöèåé ñ äâóìÿ ìàøèíàìè íà äâóõâåðøèííîé
ñåòè ñ ðàçðåøåíèåì ïðåðûâàíèé ïîñòðîåí àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíî-
ãî ðåøåíèÿ. Òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ñîñòàâëÿåò O(n), ïðè ýòîì äëèíà
îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ ñîâïàäàåò ñ íåêîòîðîé î÷åâèäíîé íèæíåé îöåíêîé
îïòèìóìà è ïîñòðîåííîå ðàñïèñàíèå èìååò íå áîëåå îäíîãî ïðåðûâàíèÿ.

• Çàäà÷à open shop íà äâóõâåðøèííîé ñåòè ñ ðàçðåøåíèåì ïðåðûâàíèé ñ íåôèê-
ñèðîâàííûì ÷èñëîì ìàøèí ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé â ñèëüíîì ñìûñëå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äâóõìàøèííîé çàäà÷è ðàçðåøåíèå îäíîãî ïðåðûâàíèÿ äåëàåò
å¼ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé. Çàìåòèì, ÷òî â çàäà÷å open shop áåç ìàðøðóòèçàöèè
ðàçðåøåíèå ïðåðûâàíèé òàêæå óïðîùàåò àëãîðèòìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü çàäà÷è: çàäà-
÷à open shop ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, íà÷èíàÿ ñ òðåõ ìàøèí, â òî âðåìÿ êàê çàäà÷à
open shop ñ ïðåðûâàíèÿìè ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà äëÿ íåôèêñèðîâàííîãî ÷èñëà
ìàøèí [2]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äîáàâëåíèå äàæå òðèâèàëüíîé ìàðøðóòèçàöèè â çàäà-
÷ó open shop ñ ïðåðûâàíèÿìè ñ íåôèêñèðîâàííûì ÷èñëîì ìàøèí ïðåâðàùàåò çàäà÷ó
â NP-òðóäíóþ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 08-01-00370.
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ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÇÀÄÀ×È ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÖÈÊËÈ×ÅÑÊÈÕ
ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ ÏÐÈ ÍÀËÈ×ÈÈ ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ

À.À. Ðîìàíîâà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îáðàáîòêè ïàðòèè èäåíòè÷íûõ äåòàëåé íà ïðîèçâîäñòâåííîé
ëèíèè, ñîñòîÿùåé èç m ðàçëè÷íûõ ìàøèí. Îáðàáîòêà äåòàëè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëå-
äîâàòåëüíîì âûïîëíåíèè n îïåðàöèé. Îïåðàöèÿ j äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ íà ìàøèíå
ñ íîìåðîì mj íåïðåðûâíî â òå÷åíèå pj åäèíèö âðåìåíè, j = 1, . . . , n. Ìàøèíà íå
ìîæåò âûïîëíÿòü áîëåå îäíîé îïåðàöèè îäíîâðåìåííî. Äîïóñêàåòñÿ ìíîãîêðàòíîå
èñïîëüçîâàíèå ìàøèíû ïðè îáðàáîòêå äåòàëè.

Âàæíóþ ðîëü â îðãàíèçàöèè ïðîèçâîäñòâà èãðàþò öèêëè÷åñêèå ðàñïèñàíèÿ, â êî-
òîðûõ âûïîëíåíèå îäíèõ è òåõ æå îïåðàöèé äëÿ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ äåòàëåé ïðî-
èñõîäèò ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè. Ýòî âðåìÿ íàçûâàåòñÿ âðåìåíåì öèêëà.
Åñòåñòâåííûì êðèòåðèåì ïîñòðîåíèÿ öèêëè÷åñêîãî ðàñïèñàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèé
ìèíèìèçàöèè âðåìåíè öèêëà, îáåñïå÷èâàþùèé ìàêñèìàëüíóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü
ëèíèè. Äàííàÿ çàäà÷à ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìà çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

Ïóñòü òåõíîëîãèÿ ïðîèçâîäñòâà òðåáóåò, ÷òîáû ïîñëå çàâåðøåíèÿ íåêîòîðîé îïå-
ðàöèè äåòàëè íåìåäëåííî íà÷àëà âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùàÿ îïåðàöèÿ ýòîé äåòàëè.
Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ öèêëè÷åñêîãî ðàñïèñàíèÿ ñ ìèíèìàëüíûì
âðåìåíåì öèêëà ïðè íàëè÷èè çàïðåòîâ íà ïðîñòîé ìåæäó íåêîòîðûìè ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè îïåðàöèÿìè.

Â [1] äîêàçàíà ñèëüíàÿ NP -òðóäíîñòü ýòîé çàäà÷è, à â [2] ïîêàçàíà ïîëèíîìèàëü-
íàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è ïðè óñëîâèè âûïîëíåíèÿ âñåõ îïåðàöèé äåòàëè áåç ïðî-
ñòîåâ è ïîñòðîåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è â îáùåì ñëó÷àå, ÿâëÿþùèéñÿ ïñåâäîïî-
ëèíîìèàëüíûì ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå ïàð îïåðàöèé, ìåæäó êîòîðûìè ðàçðåøåí
ïðîñòîé. Îäíàêî ïðè íåáîëüøîì êîëè÷åñòâå çàïðåòîâ äàííûé àëãîðèòì ýêñïîíåíöè-
àëüíûé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ïîëíîì îòñóòñòâèè çàïðåòîâ çàäà÷à ïîëèíîìèàëüíî
ðàçðåøèìà. Â äàííîé ðàáîòå èññëåäóåòñÿ çàäà÷à ñ ìàëûì ÷èñëîì çàïðåòîâ. Óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî ïðè îäíîì çàïðåòå çàäà÷à îñòàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé çà âðåìÿ
O(n). Íî óæå ïðè äâóõ çàïðåòàõ îíà NP -òðóäíà. Ïðåäëîæåí ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé
àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ çàïðåòîâ. Âûäåëåíû
ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìûå ñëó÷àè çàäà÷è ïðè ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå çàïðåòîâ.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Ðîìàíîâà À.À., Ñåðâàõ Â.Â. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ öèêëè÷åñêîãî ðàñïèñàíèÿ ñ äîïîë-
íèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè // Ìàòåðèàëû êîíôåðåíöèè �Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ
è èññëåäîâàíèå îïåðàöèé�. � Íîâîñèáèðñê, 2007. � C. 135.
2. Ðîìàíîâà À.À., Ñåðâàõ Â.Â. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ öèêëè÷åñêîãî ðàñïèñàíèÿ ñ ìèíè-
ìàëüíûì âðåìåíåì öèêëà è äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè // Òðóäû XIV Áàé-
êàëüñêîé ìåæäóíàðîäíîé øêîëû-ñåìèíàðà �Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ�.
� Èðêóòñê: ÈÑÝÌ ÑÎ ÐÀÍ, 2008. � Ò. 1. � C. 491-497.

Ðîìàíîâà Àííà Àíàòîëüåâíà,
Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Ô.Ì. Äîñòîåâñêîãî,
ïð. Ìèðà, 55À, Îìñê, 644077, Ðîññèÿ, òåë. (8-3812) 22-56-96.
E-mail: romanova_ann@bk.ru



160 Äèñêðåòíàÿ îïòèìèçàöèÿ

Î ×ÈÑËÅ ÈÒÅÐÀÖÈÉ ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÎÍÍÛÕ ÀËÃÎÐÈÒÌÎÂ
ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ× ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈÉ

Í.À. Ðóáàíîâà

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ ðÿä àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà äåêîìïîçèöèè Áåíäåðñà,
äëÿ ðåøåíèÿ äâóõ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìîäèôèêàöèÿ-
ìè ïðîñòåéøåé çàäà÷è ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé (ÏÇÐ).

Ïåðâàÿ èç íèõ, p-ïðîñòåéøàÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äàíî n
ïóíêòîâ ïðåäïîëàãàåìîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé è ìíîæåñòâî êëèåíòîâ, êàæäûé
èç êîòîðûõ äîëæåí áûòü îáñëóæåí îäíèì èç ïðåäïðèÿòèé. Äëÿ ïðåäïðèÿòèé èçâåñò-
íû çàòðàòû äâóõ âèäîâ: íà èõ îòêðûòèå è íà îáñëóæèâàíèå ëþáîãî èç êëèåíòîâ.
Òðåáóåòñÿ îòêðûòü ïðåäïðèÿòèÿ â p ïóíêòàõ òàê, ÷òîáû ñóììàðíûå çàòðàòû íà èõ
ðàçìåùåíèå è îáñëóæèâàíèå êëèåíòîâ áûëè ìèíèìàëüíû.

Âî âòîðîé ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å êðîìå ïåðå÷èñëåííûõ óñëîâèé òðåáóåòñÿ, ÷òî-
áû ê êàæäîìó èç îòêðûòûõ ïðåäïðèÿòèé áûë ïðèêðåïëåí õîòÿ áû îäèí êëèåíò. Ýòà
çàäà÷à íàçûâàåòñÿ p-àêòèâíîé ïðîñòåéøåé çàäà÷åé ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé. Îáå
ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è îòíîñÿòñÿ ê ÷èñëó NP -òðóäíûõ.

Äëÿ ÏÇÐ è çàäà÷è î p-ìåäèàíå ðàíåå áûëè ïðåäëîæåíû äåêîìïîçèöèîííûå àë-
ãîðèòìû ñ îòñå÷åíèÿìè Áåíäåðñà [3], à òàêæå ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ïî îöåíêàì
÷èñëà èõ èòåðàöèé [1, 2].

Â äàííîé ðàáîòå àëãîðèòìû ïîäîáíîãî òèïà ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ îïèñàí-
íûõ âûøå çàäà÷. Ïîñòðîåíû ñåìåéñòâà p-ïðîñòåéøèõ è p-àêòèâíûõ ïðîñòåéøèõ çà-
äà÷ ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé, íà îñíîâå êîòîðûõ óñòàíîâëåíî, ÷òî ÷èñëî èòåðàöèé
èññëåäóåìûõ àëãîðèòìîâ ìîæåò èçìåíÿòüñÿ îò 1 äî Cp

n. Îáñóæäàþòñÿ íàïðàâëåíèÿ
ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ è ïðèìåíåíèå ê äðóãèì çàäà÷àì
ðàçìåùåíèÿ.
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ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÐÅØÅÍÈß
ÌÓËÜÒÈÏÐÎÅÊÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÊÀËÅÍÄÀÐÍÎÃÎ

ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß Ñ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÍÛÌÈ ÐÅÑÓÐÑÀÌÈ
ÍÀ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÕÎÄÀÕ

È.À. Ðûêîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìóëüòèïðîåêòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è êàëåíäàðíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ ñ îäíèì îãðàíè÷åííûì ðåñóðñîì:

max
j∈{1,...n}

(sj + pj) → min
sj∈Z+

si + pi ≤ sj, (i, j) ∈ E(G)∑
j∈A(S,t)

rj ≤ R, t = 1, 2 . . .

ãäå A(S, t) = {j|sj < t ≤ sj + pj} � ìíîæåñòâî ðàáîò, âûïîëíÿåìûõ â èíòåðâàëå
âðåìåíè (t − 1, t], à G � îðèåíòèðîâàííûé àöèêëè÷åñêèé ãðàô íà ìíîæåñòâå ðàáîò,
ñîñòîÿùèé èç m êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè (ïðîåêòîâ).

Íà îñíîâàíèè ñõîäñòâà äàííîé çàäà÷è ñ çàäà÷åé óïàêîâêè â ïîëîñó (ñ ÷àñòè÷íûì
ïîðÿäêîì íà ìíîæåñòâå ïðÿìîóãîëüíèêîâ) [2] ïðåäëàãàåòñÿ ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì,
ÿâëÿþùèéñÿ ìîäèôèêàöèåé àëãîðèòìà Ãèìàäè, Çàëþáîâñêîãî è Øàðûãèíà äëÿ çà-
äà÷è óïàêîâêè â ïîëîñó [1].

Îáîñíîâàíû óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé òî÷íîñòè äàííîãî àëãîðèòìà íà ñëó÷àéíûõ
âõîäàõ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÐÔÔÈ 08-01-00516, 07-07-00222.
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ÀÍÀËÈÇ ÑËÎÆÍÎÑÒÈ ÇÀÄÀ×È ÂÛÁÎÐÀ ÈÍÂÅÑÒÈÖÈÎÍÍÛÕ ÏÐÎÅÊÒÎÂ
Â.Â. Ñåðâàõ, À.Â. Ñåðãóíîâ

Èìåþòñÿ äåíåæíûå ñðåäñòâà k0 è n èíâåñòèöèîííûõ ïðîåêòîâ. Äëÿ ïðîåêòà i îïðå-
äåëåíû íåîáõîäèìûå âëîæåíèÿ ki, i = 1, 2, . . . , n. Äîõîäíîñòü ξi ïðîåêòà i ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì mi. Çàäàíà ìàòðèöà êîâàðèàöèé
V , â êîòîðîé ýëåìåíò vij = cov (ξi, ξj) îïðåäåëÿåò çàâèñèìîñòü ïðîåêòîâ i è j ìåæ-
äó ñîáîé. Ïóñòü xi = 1, åñëè ïðîåêò i ðåàëèçóåòñÿ, è xi = 0, èíà÷å. Áóëåâûé âåêòîð
x = (x1, x2, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ èíâåñòèöèîííûì ïîðòôåëåì. Òðåáóåòñÿ ñôîðìèðîâàòü
ïîðòôåëü ñ ìàêñèìàëüíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è ìèíèìàëüíîé äèñïåðñèåé
ïðèáûëè ïðè óñëîâèè, ÷òî íà÷àëüíûå âëîæåíèÿ íå ïðåâîñõîäÿò k0:

n∑
i=1

mixi → max,
n∑

i=1

n∑
j=1

vijxixj → min,

n∑
i=1

kixi ≤ k0,

x ∈ {0, 1}n.

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè Ïàðåòî-îïòèìàëüíîãî ìíîæåñòâà
ïîðòôåëåé. Îäíàêî, åãî ìîùíîñòü ìîæåò ðàñòè ýêñïîíåíöèàëüíî ñ ðîñòîì ÷èñëà ïðî-
åêòîâ. Ó÷èòûâàÿ äèñêðåòíîñòü ôóíêöèè, äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ïîëíîå ìíîæåñòâî
àëüòåðíàòèâ (ÏÌÀ). Â [1] ïîêàçàíî, ÷òî ñ ðîñòîì n ìîùíîñòü ÏÌÀ ðàñòåò ëèíåéíî.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ÏÌÀ ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé
â ñèëüíîì ñìûñëå. Â òàêîé ñèòóàöèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿþòñÿ ëèáî ïðè-
áëèæåííûå àëãîðèòìû, ëèáî ïðîâîäèòñÿ áîëåå ãëóáîêîå èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ñ öå-
ëüþ âûäåëåíèÿ ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìûõ ñëó÷àåâ. Íà ïðàêòèêå âàðèàöèÿ ïðèáûëè
ïðîåêòîâ çàâèñèò îò íåáîëüøîãî ÷èñëà êëþ÷åâûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ôàêòîðîâ, à êîâà-
ðèàöèè vij ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ýòèõ ôàêòîðîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè
÷èñëî ôàêòîðîâ îãðàíè÷åíî êîíñòàíòîé, òî çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ÏÌÀ ÿâëÿåòñÿ ïñåâ-
äîïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìîé. Íà îñíîâå ñõåìû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
ðàçðàáîòàí ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÏÌÀ.
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ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÊÀËÅÍÄÀÐÍÎÃÎ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß
Ñ ÊÐÈÒÅÐÈÅÌ ÑÐÅÄÍÅÂÇÂÅØÅÍÍÎÃÎ ÂÐÅÌÅÍÈ ÇÀÂÅÐØÅÍÈß ÐÀÁÎÒ

Â.Â. Ñåðâàõ, Ò.À. Ùåðáèíèíà

Èìååòñÿ ïðîåêò, êîòîðûé ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà âçàèìîñâÿçàííûõ ðàáîò
V = {1, 2, . . . , N}. Âçàèìîñâÿçü ìåæäó ðàáîòàìè çàäàåòñÿ îòíîøåíèÿìè âèäà i → j,
ãäå ðàáîòà j íå ìîæåò íà÷àòüñÿ äî çàâåðøåíèÿ ðàáîòû i. Äàííàÿ ñòðóêòóðà ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà îðèåíòèðîâàííûì àöèêëè÷íûì ãðàôîì G = (V, E), ãäå V � ìíî-
æåñòâî âåðøèí, à E = {(i, j)|i, j ∈ V, i → j} � ìíîæåñòâî äóã. Ïðè âûïîëíåíèè ðàáîò
èñïîëüçóåòñÿ îäèí òèï ñêëàäèðóåìîãî ðåñóðñà. Íà ïåðèîä ïëàíèðîâàíèÿ T â èíòåðâà-
ëå âðåìåíè [t− 1, t) èìååòñÿ qt åäèíèö ñêëàäèðóåìîãî ðåñóðñà. Êàæäàÿ ðàáîòà j ∈ V
õàðàêòåðèçóåòñÿ äëèòåëüíîñòüþ pj ∈ Z+, çíà÷èìîñòüþ (âåñîì) wj è ïîòðåáíîñòüþ
rj(τ) â ðåñóðñå â ìîìåíò âðåìåíè τ, τ = 1, 2, . . . , pj. Ïðåðûâàíèå âûïîëíåíèÿ ðàáîò
íå äîïóñêàåòñÿ. Ïóñòü sj � âðåìÿ íà÷àëà âûïîëíåíèÿ ðàáîòû j ∈ V . Íåîáõîäèìî
ïîñòðîèòü òàêîå ðàñïèñàíèå S = {sj} âûïîëíåíèÿ ðàáîò ñ ó÷åòîì òåõíîëîãè÷åñêîãî
ïîðÿäêà E è îãðàíè÷åíèé íà ðåñóðñû, ïðè êîòîðîì ìèíèìèçèðóåòñÿ ñðåäíåâçâåøåí-
íîå âðåìÿ çàâåðøåíèÿ ðàáîò: ∑

j∈V

wj(sj + pj) → min

t∑

t′=1

∑

j∈Nt′
rj(t

′ − sj) ≤
t∑

t′=1

qt′ , t = 1, 2, . . . , T ;

si + pi ≤ sj, (i, j) ∈ E,

ãäå Nt = {j ∈ V |sj < t ≤ sj + pj} � ìíîæåñòâî ðàáîò, âûïîëíÿåìûõ íà èíòåðâàëå
[t− 1, t).

Â [2] äîêàçàíà NP -òðóäíîñòü â ñèëüíîì ñìûñëå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, à â [1]
ïîêàçàíà NP -òðóäíîñòü çàäà÷è ñ íåçàâèñèìûìè ðàáîòàìè åäèíè÷íîé äëèòåëüíîñòè.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëîæåí ïñåâäîïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è
êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ñ íåçàâèñèìûìè ðàáîòàìè ïðè óñëîâèè, ÷òî ãîðèçîíò
ïëàíèðîâàíèÿ T îãðàíè÷åí íåêîòîðîé çàäàííîé âåëè÷èíîé. Òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà
ñîñòàâëÿåò O(NT 2(q1 + 1)(q2 + 1) . . . (qT−1 + 1)).
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÐÎÂÅÐÊÈ ÔÀÑÅÒÍÎÑÒÈ ÎÏÎÐÍÛÕ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ
Ð.Þ. Ñèìàí÷¼â, È.Â. Óðàçîâà

Â ðàáîòå [1] áûëû ïîëó÷åíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ôàñåòíîñòè íåðàâåíñòâ, îïîð-
íûõ ê âûïóêëîé îáîëî÷êå âåêòîðîâ èíöèäåíöèé ìíîæåñòâ êîìáèíàòîðíî ïîëíîãî
ñåìåéñòâà. Ýòè óñëîâèÿ çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

Ñåìåéñòâî ïîäìíîæåñòâ H ⊆ 2E êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà E íàçûâàåòñÿ êîìáèíàòîð-
íî ïîëíûì, åñëè äëÿ ëþáûõ e1, e2 ∈ E íàéäåòñÿ òàêîå H ∈ H, ÷òî e1 ∈ H è e2 /∈ H.
Êîìáèíàòîðíî ïîëíûì ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî b-ñî÷åòàíèé ïîëíîãî ãðàôà.
Ïóñòü cT x ≤ c0 � íåðàâåíñòâî, îïîðíîå ê P (H) ≡ conv{xH ∈ RE | H ∈ H}. Íåïóñòîå
ìíîæåñòâî S ⊂ E íàçûâàåòñÿ cH-ìíîæåñòâîì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå H1, H2 ∈ H,
÷òî S = H1 4 H2 è cT xH1 = cT xH2 = c0. Ýëåìåíò e0 ∈ E íàçûâàåòñÿ cH-ñëåäñòâèåì
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà Ẽ ⊂ E, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ
e1, e2, . . . , et = e0, ÷òî äëÿ ëþáîãî i ∈ {1, 2, . . . , t} ýëåìåíò ei ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîìó
cH-ìíîæåñòâó, ëåæàùåìó â Ẽ ∪ {e1, e2, . . . , ei}.

Ïóñòü affP (H) = {x ∈ RE | AT x = α}.
Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ãðàíü, ïîðîæäåííàÿ îïîðíûì íåðàâåíñòâîì cT x ≤ c0,

ÿâëÿëàñü ôàñåòîé ìíîãîãðàííèêà P (H), äîñòàòî÷íî ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî Ẽ ⊂ E,
÷òî 1) |Ẽ| = n + 1, ãäå n � êîðàçìåðíîñòü P (H); 2) êàæäûé e ∈ E\Ẽ ÿâëÿåòñÿ
cH-ñëåäñòâèåì ìíîæåñòâà Ẽ; 3) ïîäìàòðèöà ìàòðèöû (c | A), îáðàçîâàííàÿ ñòðîêà-
ìè Ẽ, èìååò ïîëíûé ðàíã.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íàìè àíîíñèðóåòñÿ àëãîðèòì ïðîâåðêè ôàñåòíîñòè íåðàâåí-
ñòâà, îïîðíîãî ê ìíîãîãðàííèêó ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ ïîëíîãî ãðàôà, îñíîâàííûé
íà ýòîé òåîðåìå. Àëãîðèòì ïðîòåñòèðîâàí íà íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ íåðàâåíñòâàõ:
òðèâèàëüíûå, êëèêîâûå, ãðåáíåâûå íåðàâåíñòâà (ñì. [2]). Êðîìå òîãî, ñ èñïîëüçîâà-
íèåì óñëîâèé ñìåæíîñòè âåðøèí ìíîãîãðàííèêà [3] ïîëó÷åíû íîâûå îòëè÷íûå îò
ðàíãîâûõ íåðàâåíñòâà, ïîðîæäàþùèå ôàñåòû âûïóêëîé îáîëî÷êè ãàìèëüòîíîâûõ
öèêëîâ.
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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ k-ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÄÅÐÅÂÀ
Â ÐÀÌÊÀÕ ÌÎÄÅËÈ ÝËÜÌÎÐÀ

È.È. Òàõîíîâ

Îäíèì èç êëþ÷åâûõ ïîêàçàòåëåé, âëèÿþùèõ íà ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ÑÁÈÑ, ÿâ-
ëÿåòñÿ âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà ïî êîììóíèêàöèîííûì ñåòÿì ñõåìû. Ïðè
ïðîåêòèðîâàíèè ìèêðîñõåì âîçíèêàåò çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ êîðíåâîãî äåðåâà, ìàêñè-
ìàëüíîå âðåìÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà ïî êîòîðîìó ìèíèìàëüíî. Ñôîðìóëèðóåì
çàäà÷ó ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Äàí âçâåøåííûé ãðàô G = (V,E), êàæäîìó ðåáðó (i, j) êîòîðîãî ïðèïèñàíû äâà
íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñëà: rij � �ñîïðîòèâëåíèå� è cij � �åìêîñòü�. Ðàññìîòðèì ïîäìíî-
æåñòâî âåðøèí S = {0, 1, . . . , k} ⊆ V , ãäå âåðøèíà 0 ÿâëÿåòñÿ èñòî÷íèêîì , à âåðøèíû
S \ {0} � ïîëó÷àòåëÿìè ñèãíàëà (òåðìèíàëàìè). Êàæäîìó òåðìèíàëó j ïðèïèñàí âåñ
cj (�åìêîñòü�), à âåðøèíå-èñòî÷íèêó � �ñîïðîòèâëåíèå� r0. Îïðåäåëèì ôîðìóëû Ýëü-
ìîðà, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îöåíêè âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà. Ïóñòü T
� íåêîòîðîå ñâÿçûâàþùåå âåðøèíû ìíîæåñòâà S äåðåâî ñ êîðíåì â âåðøèíå 0. Âðåìÿ
ïðîõîæäåíèÿ ñèãíàëà ïî ðåáðó (i, j) ýòîãî äåðåâà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

dij = dij(T ) = rij

(
cij

2
+ Cj

)
,

â êîòîðîé ÷åðåç Cj îáîçíà÷åíà ñóììàðíàÿ åìêîñòü âåðøèí è ðåáåð ïîääåðåâà ñ êîð-
íåì â âåðøèíå j. Îáîçíà÷èì ïóòü, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó k ñ êîðíåì 0, ÷åðåç Pk(T ).
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ âðåìåíè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñèãíàëà ïî ýòîìó ïóòè èñïîëüçóåòñÿ ñî-
îòíîøåíèå

tk = tk(T ) = r0C0 +
∑

(i,j)∈Pk(T )

dij.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà äåðåâà ñ êîðíåì â 0, ñâÿçûâàþùåãî âåð-
øèíû ìíîæåñòâà S, êðèòè÷åñêàÿ (ìàêñèìàëüíàÿ) çàäåðæêà â êîòîðîì ìèíèìàëüíà,
ò.å. çàäà÷à

max
i∈S

ti(T ) → min
T

. (1)

Çàäà÷à (1) ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé è äëÿ åå ðåøåíèÿ â [1] ïðåäëîæåí ïîëèíîìèàëü-
íûé ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì ÌÀÄ, äëÿ êîòîðîãî ïðîâåäåí àïîñòåðèîðíûé àíàëèç.
Â äàííîé ðàáîòå îñóùåñòâëåí àïðèîðíûé àíàëèç àëãîðèòìà ÌÀÄ â ÷àñòíîì ñëó÷àå.
Ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå k òåðìèíàëîâ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü àëãîðèòìà (îò-
íîøåíèå çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè íà ðåøåíèè, ïîñòðîåííîì àëãîðèòìîì ÌÀÄ, ê
îïòèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèîíàëà) íå ïðåâîñõîäèò k.
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Î ÐÎÑÒÅ ÊÂÀÄÐÀÒÀ ÐÀÍÃÎÂÛÕ ÌÈÍÎÐÎÂ
ÁÀÇÈÑÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÑÒÎËÁÖÎÂ ÌÀÒÐÈÖÛ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ
ÒÐÅÕÈÍÄÅÊÑÍÎÉ ÏËÀÍÀÐÍÎÉ ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÎÉ ÇÀÄÀ×È

Å.Á. Òèòîâà

Ïóñòü Q � ïîëå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, QM � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ñòîëáöîâ ñ
êîìïîíåíòàìè èç Q, à ZM � ñòîëáöû èç QM ñ öåëî÷èñëåííûìè êîìïîíåíòàìè.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó îãðàíè÷åíèé ïëàíàðíîé òðåõèíäåêñíîé òðàíñïîðòíîé çàäà-
÷è T = T (3, n1, n2, n3) (îáîçíà÷åíèÿ ñì., íàïðèìåð, â [3]). Äàííàÿ ðàáîòà ïðîäîëæàåò
èññëåäîâàíèÿ ðîñòà êâàäðàòà ìèíîðîâ ìàòðèöû T , ïðåäëîæåííûå â [3] è ðàññìîòðåí-
íûå äëÿ âñåé ìàòðèöû T [2] è äëÿ áàçèñíîé ñèñòåìû åå ñòðîê [1].

Îïðåäåëèì ëåâîå íóëü-ïðîñòðàíñòâî L = {u ∈ QM , uT = 0} è ëåâûé ìîäóëü
LZ = L∩ZM ìàòðèöû T , à LB áóäåì íàçûâàòü áàçèñîì ëåâîãî ìîäóëÿ LZ. Âûäåëèì
â ìàòðèöå T áàçèñíóþ ñèñòåìó ñòîëáöîâ TB. Î÷åâèäíî, ÷òî LBT = 0 ⇔ LBT

B = 0.
Èçâåñòíî [3], ÷òî |detTB>TB| = |detLBL

>
B |, ãäå A> - ìàòðèöà, òðàíñïîíèðîâàííàÿ ê A.

Ïîëó÷åí õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû LBL
>
B :

|LBL>B−λE| = (λ−(n1+n2))
n3−1(λ−(n1+n3))

n2−1(λ−(n2+n3))
n1−1(λ−(n1+n2+n3))

2.

Îòñþäà ïðè n1 = n2 = n3 = n ñëåäóåò, ÷òî det LBL
>
B = 9 · 23(n−1) · n3n−1.

Îáîçíà÷èì ñðåäíåå çíà÷åíèå êâàäðàòà ìèíîðà ðàíãîâîãî ïîðÿäêà ìàòðèöû TB

÷åðåç δB(n) = det TB>TB
/ (

M
r

)
.

Òåîðåìà. Ïðè k = 3 è n →∞ δB =
(

2
e

)3n−1
(1 + o(1)).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 09-01-00545-à.
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ÑÅÒÎ×ÍÀß ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß Â ÇÀÄÀ×Å
ÏÎÈÑÊÀ P -ÌÅÄÈÀÍÛ ÃÈÏÅÐÑÅÒÈ

Ã.Û. Òîêòîøîâ

Ñóùíîñòü ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñÿ â äèñêðåòèçàöèè ðåëüåôà ìåñòíî-
ñòè ñåòêîé, ôîðìèðóåìîé êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì óçëîâ, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ïîëó-
÷àåòñÿ ãðàô âèäà PS = (X,V ; P ), ãäå P : V −→ 2X . Â êàæäîé âåòâè vi ∈ V, i =
1, 2, ..., m, è óçëå xj ∈ X, j = 1, 2, ..., n, ýòîé ñåòêè áóäóò îòîáðàæåíû ÷èñëåííûå õà-
ðàêòåðèñòèêè ðåëüåôà, êîòîðûå ïåðåâîäÿò ôèçè÷åñêóþ îáëàñòü â ðàñ÷åòíóþ ñåòêó
[1].

Çíà÷åíèÿ ñåòî÷íîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé â âåòâÿõ ãðàôà PS = (X, V ; P ) ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå yij = kf(xi−1,j−1, xij), ãäå xij = (xj, yi), i = 1, 2, ..., m; j = 1, 2, ..., n,
� êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñåòêè, k � êîýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé îò êàòåãîðèè
ìåñòíîñòè. Çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà k äîëæíî âûáèðàòüñÿ â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó-
÷àå â çàâèñèìîñòè îò ðåëüåôà ìåñòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå ñåòî÷íîé ôóíêöèè
� ýòî äëèíà âåòâè vi ∈ V, i = 1, 2, ..., m, ãðàôà PS èç óçëà xi−1,j−1 â óçåë xij.

Ïîñêîëüêó ëþáàÿ ñåòü íàêëàäûâàåòñÿ íà çåìíóþ ïîâåðõíîñòü (íà ðàñ÷åòíóþ ñåò-
êó PS = (X, V ; P )), ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëü ãèïåðñåòè äëÿ îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ
ýëåìåíòîâ èíæåíåðíûõ ñåòåé. Òåì ñàìûì çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ ðåëüåôà ìåñòíîñòè
è çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ èíæåíåðíûõ ñåòåé ñâîäÿòñÿ ê çàäà-
÷å ïîèñêà p�ìåäèàíû ãèïåðñåòè. Ïîäðîáíîå îïðåäåëåíèå ãèïåðñåòè ìîæíî íàéòè â
ðàáîòå [2].

Ïóñòü X
′

= {x1, x2, ..., xp} � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà óçëîâ X ãðàôà PS, ò.å.
X

′ ⊆ X. Òîãäà çàäà÷à ïîèñêà p�ìåäèàíû ãèïåðñåòè çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå òàêîãî
ïîäìíîæåñòâà X

′ ìíîæåñòâà óçëîâ ãðàôà PS = (X,V ; P ), äëÿ êîòîðîãî Π(X
′
) → min,

ãäå Π(X
′
) � ïåðåäàòî÷íîå ÷èñëî ìíîæåñòâà X

′ , è îïòèìàëüíîé ðåàëèçàöèè âòîðè÷íîé
ñåòè WS = (X

′
, R; W ) â ïåðâè÷íóþ PS = (X,V ; P ), ãäå ∀r ∈ R, W : r −→ 2P (F (r)).

Ïîèñê p-ìåäèàíû ãèïåðñåòè â òàêîé ïîñòàíîâêå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí èçâåñòíûìè
ìåòîäàìè òåîðèè ãðàôîâ [3] è òåîðèè ãèïåðñåòåé [2,4].
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ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈß ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÑÅÐÄÞÊÎÂÀ
ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÊÎÌÌÈÂÎßÆÅÐÀ ÍÀ ÌÀÊÑÈÌÓÌ

Ñ.À. Òû÷èíèí

Äëÿ ñèììåòðè÷åñêîé çàäà÷è êîììèâîÿæåðà îäíèì èç ëó÷øèõ ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì
Ñåðäþêîâà ñ îöåíêîé òî÷íîñòè 3/4 [1]. Äàííûé àëãîðèòì ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øà-
ãîâ: 1) ïîñòðîåíèå 2-ôàêòîðà C è ñîâåðøåííîãî ïàðîñî÷åòàíèÿ M ìàêñèìàëüíûõ
âåñîâ; 2) ïåðåìåùåíèå èç êàæäîãî öèêëà c ∈ C âî ìíîæåñòâî M ðåáðà, îñòàâëÿþ-
ùåãî M ÷àñòè÷íûì òóðîì; 3) äîïîëíåíèå C è M äî ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ T1 è T2

ñîîòâåòñòâåííî; 4) âûáîð èç ïîñòðîåííûõ ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ T1 è T2 â êà÷åñòâå
ðåøåíèÿ öèêëà, èìåþùåãî ìàêñèìàëüíûé âåñ.

Èç îïèñàíèÿ àëãîðèòìà ñëåäóåò âîçìîæíîñòü ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé ýòîãî àëãî-
ðèòìà, îòëèëè÷àþùèõñÿ ñïîñîáàìè äîïîëíåíèÿ òåêóùèõ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ äî ãàìèëü-
òîíîâûõ öèêëîâ. Â ÷àñòíîñòè âîçìîæíû ñòðàòåãèè �ïåðâûé ïîäõîäÿùèé�, æàäíûé
àëãîðèòì è àëãîðèòì äîïîëíåíèÿ ïîäãðàôàìè [2].

Ðåçóëüòàòîì ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãî-
ðèòìà Ñåðäþêîâà:

1) âû÷èñëÿåòñÿ íå äâà, à ïÿòü ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ;
2) îäèí ãàìèëüòîíîâ öèêë âû÷èñëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà äîïîëíåíèÿ ïîä-

ãðàôàìè [2];
3) äâà öèêëà ïîëó÷àþò ïåðåìåùåíèåì ðåáåð èç C â M è ïîñëåäóþùèì äîïîë-

íåíèåì ïîëó÷åííûõ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ äî ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ T1 è T2 ñ ïîìîùüþ
æàäíîãî àëãîðèòìà;

4) äâà äîïîëíèòåëüíûõ öèêëà ïîëó÷àþò ïåðåìåùåíèåì ðåáåð èç C â M è ïîñëå-
äóþùèì äîïîëíåíèåì ïîëó÷åííûõ ÷àñòè÷íûõ òóðîâ äî ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ T1 è
T2 ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà äîïîëíåíèÿ ïîäãðàôàìè [2].

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçàë, ÷òî ïîëó÷àåìûå äàííûì àëãîðèòìîì ðå-
øåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå òî÷íûìè ñðåäè èçâåñòíûõ ïðèáëèæåííûõ àëãîðèòìîâ.
Êðîìå òîãî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî íàèáîëüøóþ ÷àñòîòó íàõîæäåíèÿ íàèëó÷øåãî ðå-
øåíèÿ èìååò àëãîðèòì äîïîëíåíèÿ ïîäãðàôàìè.
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ÝÊÑÏÅÐÈÌÅÍÒÀËÜÍÎÅ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ
ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÒÅÎÐÈÈ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ

È.Â. Óðàçîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îáñëóæèâàíèÿ ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà òðå-
áîâàíèé, èìåþùèõ îäèíàêîâûå äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ, ïàðàëëåëüíûìè èäåí-
òè÷íûìè ïðèáîðàìè [1]. Íà äàííûé ìîìåíò, ñîãëàñíî [2], ïðèíàäëåæíîñòü ýòîé çàäà-
÷è êëàññó Ð èëè NÐ íå óñòàíîâëåíà. Â ðàáîòå [3] ïîñòðîåíà ìîäåëü öåëî÷èñëåííîãî
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ýòîé çàäà÷è. Áûëî äîêàçàíî, ÷òî öåëî÷èñëåííûå
òî÷êè ïîñòðîåííîãî ïîëèýäðà è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ ðàñïèñàíèÿìè. Îïèñàí êëàññ
ïðàâèëüíûõ íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíî âûïóêëîé îáîëî÷êè ðàñïèñàíèé, äëÿ êîòîðûõ
äîêàçàíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïîðíîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà
ìîãóò ñëóæèòü îòñå÷åíèÿìè â ñîîòâåòñòâóþùèõ àëãîðèòìàõ.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ïðàâèëüíûõ íåðàâåíñòâ
èç [3]. Ïîêàçàíà ñâîäèìîñòü çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè ê çàäà÷å ïîèñêà ìàêñèìàëüíîãî
ïî âåñó ïóòè â àöèêëè÷åñêîì âåðøèííî-âçâåøåííîì îðãðàôå. Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëü-
íûé ýêñïåðèìåíò, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæàò ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà. Â ýêñïåðèìåíòå
ðàññìîòðåíû ñëó÷àè, êîãäà êîëè÷åñòâî ïàðàëëåëüíûõ èäåíòè÷íûõ ïðèáîðîâ ðàâíî
òðåì, ÷åòûðåì è ïÿòè. Äëèòåëüíîñòè îáñëóæèâàíèÿ ðàâíû åäèíèöå. Ê îãðàíè÷åíè-
ÿì çàäà÷è áûë äîáàâëåí âåñü êëàññ íåðàâåíñòâ, îïèñàííûé â [3]. Ðàññìîòðåíî ÷åòûðå
ñåðèè òåñòîâûõ çàäà÷, à èìåííî, òðè ñåðèè ñ êîëè÷åñòâîì âåðøèí, ðàâíûì 10, 15 è
20 ïî 10 çàäà÷ â êàæäîé, è ñåðèÿ èç 10 çàäà÷ íà äåðåâüÿõ ñ 20 âåðøèíàìè. Êàæäàÿ
çàäà÷à çàïóñêàëàñü ñ ðàçíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè. Â ðåçóëüòàòå âû÷èñëèòåëüíîãî
ýêñïåðèìåíòà íà âñåõ ñåðèÿõ òåñòîâûõ çàäà÷ áûëî ïîëó÷åíî öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå
áåç âêëþ÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îòñå÷åíèé â õîäå ðåøåíèÿ.
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ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÛ, ÀÑÑÎÖÈÈÐÎÂÀÍÍÛÅ Ñ ÏÐÎÁËÅÌÀÌÈ:
ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË, ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÃÐÀÔ È ÈÇÎÌÎÐÔÈÇÌ ÃÐÀÔÎÂ

Ð.Ò. Ôàéçóëëèí

Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà êîíñòðóêöèÿ, ñâîäÿùàÿ çàäà÷è ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂ ÖÈÊË
(ÃÐÀÔ) è ÈÇÎÌÎÐÔÈÇÌ ÃÐÀÔÎÂ ê ïðîáëåìå ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà äëÿ
äâóõ ñåìåéñòâ ôóíêöèîíàëîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà.

Ïðîíóìåðóåì âåðøèíû ãðàôà ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðîñòûìè ÷èñëàìè, îáðàçóþ-
ùèìè ñâåðõâîçðàñòàþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (êàæäûé ÷ëåí êîòîðîé áîëüøå, ÷åì
ñóììà ïðåäûäóùèõ) rp, ò.å. r1 = 3 è rp+1 = 2rp + sj. Ïóñòü Υi � ìíîæåñòâî âåðøèí
ãðàôà, ñîñåäíèõ ñ âåðøèíîé ïîä íîìåðîì i, ãäå i � ýòî îäíî èç ÷èñåë rp.

Â ýòîì ñëó÷àå âåðíà òåîðåìà 1:
Äëÿ çàäàííîãî ãðàôà è ëþáîãî m ≥ 2:
1. ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëîâ:

Sm(x1, ., xn) =
n∑

v=1

n∏

j=1

∏

l,p∈Υi,i=rv

((i+l+p−xj−1−xj−xj+1)
2+(mi+l+p−xj−1−mxj−xj+1)

2

Dm(x1, ., xn) =
n∑

v=1

n∏

j=1

∏

l,p∈Υi,i=rv

((i/lp− xj/xj−1xj+1)
2 + (im/lp− xm

j /xj+1xj−1)
2)

ðàâíûé íóëþ, äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô ãàìèëüòîíîâ;
2. ãëîáàëüíûé ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà òåõ âåêòîðàõ, êîìïîíåíòû êîòî-

ðûõ, ðàññìàòðèâàåìûå êàê íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ÿâëÿþòñÿ íîìåðàìè êàêîãî-ëèáî ãà-
ìèëüòîíîâà öèêëà â ïîðÿäêå åãî ïðîõîæäåíèÿ: x1, . . . , xn.

Áûë ïðåäëîæåí èòåðàöèîííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ òî÷åê ôóíê-
öèîíàëîâ Sm è ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà êëàñòåðå Òîìñêîãî ãîñóäàð-
ñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà, ïîêàçàâøèå ïåðñïåêòèâíîñòü äàííîãî ïîäõîäà â íàèáîëåå
èíòåðåñíîì ñëó÷àå, êîãäà s ìàëî.

Àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà 2 âåðíà è äëÿ çàäà÷è ÈÇÎÌÎÐÔÈÇÌ ÃÐÀÔÎÂ:
Ïóñòü çàäàíû äâà ãðàôà G1 è G2. Â ãðàôå G1 âåðøèíû è èõ îêðåñòíîñòè ïðî-

íóìåðîâàíû ñ ïîìîùüþ ñâåðõâîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè rv, v = 1, 2, . . . , n, â
ãðàôå G2 êàæäîé âåðøèíå j, j = 1, 2, . . . , n, ïðèïèñàí íåèçâåñòíûé âåñ xj, è îêðåñò-
íîñòè âåðøèí ãðàôà G2 èíäåêñèðîâàíû ÷èñëàìè 1, 2, . . . , n.

Òîãäà, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîð (x1, . . . , xn), íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ãëîáàëüíûé
ìèíèìóì (ðàâíûé íóëþ) ôóíêöèîíàëà:

Im(x1, ., xn) =
n∑

v=1

n∏

j=1

((i/
∏

p∈Υi,i=rv

p− xj/
∏

s∈Υj

xs)
2 + (im/

∏

p∈Υi,i=rv

p− xm
j /

∏

s∈Υj

xs)
2),

òî ãðàôû èçîìîðôíû, è êîìïîíåíòû âåêòîðà x çàäàþò èçîìîðôèçì φ : v → j, ñî-
ãëàñíî ñîîòâåòñòâèþ rv = xj.

Ôàéçóëëèí Ðàøèò Òàãèðîâè÷,
Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ïð. Ìèðà, 11, Îìñê, 644050, Ðîññèÿ, òåë. 8-983-111-27-29.
E-mail: r.t.faizullin@mail.ru
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Î ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÌÈÍÈÌÀÊÑÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å
ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÎÁÚÅÊÒÎÂ ÍÀ ÄÐÅÂÎÂÈÄÍÎÉ ÑÅÒÈ

Ä.Â. Ôèëèìîíîâ

Äàíà ñâÿçíàÿ íåîðèåíòèðîâàííàÿ äðåâîâèäíàÿ ñåòü T . Â êàæäîé âåðøèíå v1, ..., vm

ñåòè T ðàñïîëîæåí ôèêñèðîâàííûé îáúåêò. Òðåáóåòñÿ ðàçìåñòèòü â âåðøèíàõ ñåòè
n îáúåêòîâ, îáñëóæèâàþùèõ ôèêñèðîâàííûå. Â îäíîé âåðøèíå ìîæíî ðàçìåùàòü
ïðîèçâîëüíîå êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ. Ïóñòü I = {1, ..., m}, J = {1, ..., n}. Îáîçíà÷èì
÷åðåç d(vi, vs) äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó âåðøèíàìè vi è vs â ñåòè T , i, s ∈ I.

Ïóñòü wij > 0 � óäåëüíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçè, cij ≥ 0 � ìàêñèìàëüíîå äîïóñòèìîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó ôèêñèðîâàííûì îáúåêòîì i è ðàçìåùàåìûì j, i ∈ I, j ∈ J . Ïóñòü
ujk > 0 � óäåëüíàÿ ñòîèìîñòü ñâÿçè, bjk ≥ 0 � ìàêñèìàëüíîå äîïóñòèìîå ðàññòîÿíèå
ðàçìåùàåìûõ îáúåêòîâ j è k ìåæäó ñîáîé, j, k ∈ J .

Ðàçìåùåíèåì îáúåêòîâ íàçîâåì îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå π : J → I, îáúåêò j
ðàçìåùàåòñÿ â âåðøèíó vπ(j). Ñôîðìóëèðóåì äèñêðåòíóþ ìèíèìàêñíóþ çàäà÷ó ðàç-
ìåùåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íåîáõîäèìî íàéòè ðàçìåùåíèå îáúåêòîâ â âåðøèíàõ
ñåòè T , ìèíèìèçèðóþùåå ìàêñèìàëüíóþ ñòîèìîñòü ñâÿçè ìåæäó îáúåêòàìè è óäî-
âëåòâîðÿþùåå óêàçàííûì îãðàíè÷åíèÿì:

max(max
j,k∈J

ujkd(vπ(j), vπ(k)), max
i∈I, j∈J

wijd(vi, vπ(j))) → min
π

(1)

d(vπ(j), vπ(k)) ≤ bjk, j, k ∈ J, (2)

d(vi, vπ(j)) ≤ cij, i ∈ I, j ∈ J. (3)

Â ðàáîòå [1] ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)-(3), êîòîðûé îñóùåñòâ-
ëÿåò áèíàðíûé ïîèñê îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â óïîðÿäî÷åííîì
ïî íåóáûâàíèþ ìíîæåñòâå âîçìîæíûõ çíà÷åíèé:

{0} ∪ {wijd(vi, vl) : i, l ∈ I, j ∈ J} ∪ {ujkd(vi, vl) : j, k ∈ J, j < k, i, l ∈ I, i < l}. (4)

Ïðîâåðêà äîïóñòèìîñòè îäíîãî çíà÷åíèÿ è ïîèñê îïòèìóìà îñóùåñòâëÿþòñÿ
ñ òðóäîåìêîñòüþ O(n(m + n)) è O(n(m + n) log(nm)), ñîîòâåòñòâåííî. Îáùàÿ
òðóäîåìêîñòü àëãîðèòìà [1] ðàâíà O(m2n2 log(nm)) � ñëîæíîñòè ñîðòèðîâêè (4).

Â äàííîé ðàáîòå äîñòèãíóòî óëó÷øåíèå òðóäîåìêîñòè àëãîðèòìà â ñëó÷àå n < m
çà ñ÷åò çàìåíû ñîðòèðîâêè çíà÷åíèé öåëåâîé ôóíêöèè âèäà ujkd(vi, vl) ñîðòèðîâêîé
ìíîæåñòâà çíà÷åíèé d(vi, vl). Ïðè ïîèñêå îïòèìóìà ñðåäè çíà÷åíèé ujkd(vi, vl) äëÿ
êàæäîãî ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàåìîãî çíà÷åíèÿ ujk îñóùåñòâëÿåòñÿ áèíàðíûé
ïîèñê ïî ìíîæåñòâó çíà÷åíèé d(vi, vl) ñ òðóäîåìêîñòüþ O(n3(m + n) log(m)). Ñ ó÷å-
òîì ñëîæíîñòè ñîðòèðîâêè ìíîæåñòâà çíà÷åíèé âèäà wijd(vi, vl) ïîëó÷àåì èòîãîâóþ
òðóäîåìêîñòü O(max(n3(m + n), nm2) log(m)).
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ÝÂÐÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÏÎÈÑÊ ÐÅØÅÍÈß Â ÇÀÄÀ×Å ÌÀÐØÐÓÒÈÇÀÖÈÈ
Ñ ÒÐÅÕÌÅÐÍÛÌ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈÅÌ ÃÐÓÇÎÂ
À.Ñ. Ôèëèïïîâà, Í.À. Ãèëüìàíîâà, Ó.À. Êàðèïîâ

Çàäà÷à ìàðøðóòèçàöèè ñ òð¼õìåðíûì ðàçìåùåíèåì ãðóçîâ (Three-Dimensional
Loading Capacitated Vehicle Routing Problem, 3L-CVRP) ñîâìåùàåò â ñåáå ïîñòðîå-
íèå ìàðøðóòîâ è òð¼õìåðíóþ çàãðóçêó êîíòåéíåðîâ, ÷òî äåëàåò å¼ îäíîé èç ñëîæ-
íåéøèõ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìèçàöèè [1]. Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ñîâîêóïíîñòè
ìàðøðóòîâ, äâèãàÿñü ïî êîòîðûì, òðàíñïîðòíûå ñðåäñòâà (ÒÑ) ñ çàäàííîé ãðóçî-
ïîäú¼ìíîñòüþ è ïàðàìåòðàìè ãðóçîâîãî îòñåêà äîñòàâÿò ìíîæåñòâó êëèåíòîâ çàêà-
çû, ñîñòîÿùèå èç íàáîðîâ ÿùèêîâ-ïàðàëëåëåïèïåäîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì òðåõôàçîâîãî ïîèñêà
ðåøåíèÿ. Ââîäèòñÿ íîðìà çàãðóçêè � äîëÿ îáú¼ìà ÒÑ, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàïîë-
íåíà ãðóçîì. Ïåðâîé ôàçîé ÿâëÿåòñÿ çîíèðîâàíèå -� ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà êëèåíòîâ
íà çîíû, êàæäàÿ èç êîòîðûõ îáñëóæèâàåòñÿ îäíèì ÒÑ; äàííûé øàã âûïîëíÿåòñÿ
ìåòîäàìè êëàñòåðèçàöèè ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òîáû ñóììàðíàÿ ìàññà çàêàçîâ ïî çîíå íå
ïðåâîñõîäèëà ãðóçîïîäú¼ìíîñòè ÒÑ, à ñóììàðíûé îáú¼ì çàêàçîâ � îáú¼ìà ãðóçîâîãî
îòñåêà ÒÑ, óìíîæåííîãî íà íîðìó çàãðóçêè. Äàëåå äëÿ êàæäîé çîíû âûïîëíÿåòñÿ
âòîðàÿ ôàçà àëãîðèòìà � ìàðøðóòèçàöèÿ, çàêëþ÷àþùàÿñÿ â ïîèñêå íåêîòîðîãî êîëè-
÷åñòâà íàèìåíüøèõ ïî ñòîèìîñòè îáõîäîâ ïóíêòîâ çîíû ïóò¼ì òî÷íîãî èëè ýâðèñòè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è êîììèâîÿæ¼ðà. Ïîëó÷åííûå îáõîäû ïåðåáèðàþòñÿ ïî î÷å-
ðåäè, íà÷èíàÿ ñ íàèáîëåå äåø¼âîãî, äî òåõ ïîð, ïîêà äëÿ íåêîòîðîãî îáõîäà íå áóäåò
íàéäåíî äîïóñòèìîå ðàçìåùåíèå ÿùèêîâ âíóòðè ÒÑ. Ïîèñê ñõåìû ðàçìåùåíèÿ ÿùè-
êîâ ÿâëÿåòñÿ òðåòüåé ôàçîé àëãîðèòìà; äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è òð¼õìåðíîé çàãðóçêè
êîíòåéíåðîâ àâòîðàìè èñïîëüçóåòñÿ îäíîòî÷å÷íûé ìóëüòèìåòîäíûé ýâîëþöèîííûé
àëãîðèòì (1+1)-MMEA [2]. Âíåøíèé ïîèñê ðåøåíèé âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ èçìå-
íåíèÿ íîðìû çàãðóçêè. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ðàöèîíàëüíûå
ðåøåíèÿ çàäà÷è 3L-CVRP çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ ÷èñëåííûìè
ýêñïåðèìåíòàìè.
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ÎÁ ÎÖÅÍÊÅ ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ
ÏÎ ÍÀÄÅÆÍÎÑÒÈ ÑÕÅÌ ÏÐÈ ÈÍÂÅÐÑÍÛÕ

ÍÅÈÑÏÐÀÂÍÎÑÒßÕ ÍÀ ÂÕÎÄÀÕ ÝËÅÌÅÍÒÎÂ Â ÁÀÇÈÑÅ
{x1&x2&x3, x1 ∨ x2 ∨ x3, x̄1}

Â.Â. ×óãóíîâà

Ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç íåíàäåæíûõ ôóíêöèîíàëü-
íûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñå {x1&x2&x3, x1 ∨ x2 ∨ x3, x̄1}. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñõåìà èç ôóíê-
öèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðåàëèçóåò áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, x2, ..., xn) = f(x̃), åñëè ïðè
ïîñòóïëåíèè íà âõîäû ñõåìû íàáîðà ã = (a1, a2, ..., an) ïðè îòñóòñòâèè íåèñïðàâ-
íîñòåé íà âûõîäå ñõåìû ïîÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå f(ã). ×èñëî âõîäîâ ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ ðàâíî ÷èñëó ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèé, ïðèïèñàííûõ ýòèì ýëå-
ìåíòàì. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êàæäûé âõîä ýëåìåíòà ñõåìû íåçàâèñèìî îò âñåõ äðóãèõ
âõîäîâ ýëåìåíòîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ ε (0 < ε < 1/2) ïîäâåðæåí èíâåðñíûì íåèñïðàâíî-
ñòÿì. Ýòè íåèñïðàâíîñòè õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ïîñòóïàþùåå íà âõîä ýëåìåíòà
çíà÷åíèå a, (a ∈ {0, 1}) ñ âåðîÿòíîñòüþ ε ìîæåò ïðåâðàòèòüñÿ â çíà÷åíèå ā.

Ïóñòü Pf̄(ã)(S, ã) � âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ çíà÷åíèÿ f̄(ã) íà âûõîäå ñõåìû S, ðåà-
ëèçóþùåé áóëåâó ôóíêöèþ f(x̃) ïðè âõîäíîì íàáîðå ã. Íåíàäåæíîñòü P (S) ñõåìû S
îïðåäåëèì êàê ìàêñèìàëüíîå èç ÷èñåë Pf̄(ã)(S, ã) ïðè âñåâîçìîæíûõ âõîäíûõ íàáîðàõ
ã. Íàäåæíîñòü ñõåìû S ðàâíà 1− P (S).

Îáîçíà÷èì Pε(f) = inf P (S), ãäå èíôèìóì áåðåì ïî âñåì ñõåìàì S èç íåíàäåæíûõ
ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèì áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, x2, ..., xn). Ñõåìó A èç íåíàäåæíûõ
ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùóþ áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, x2, ..., xn), íàçîâåì àñèìïòîòè÷åñêè
îïòèìàëüíîé ïî íàäåæíîñòè, åñëè P (A) ∼ P (f) ïðè ε → 0.

Ñïðàâåäëèâû òåîðåìû 1 è 2, ñîäåðæàùèå óòâåðæäåíèÿ î âåðõíåé è íèæíåé îöåí-
êàõ íåíàäåæíîñòè ñõåì.

Òåîðåìà 1. Ïðè ε ≤ 1/200 ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f(x̃) â áàçèñå {x1&x2&x3, x1∨
x2∨x3, x̄1} ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé C, íåíàäåæíîñòü êîòîðîé P (C) ≤ 3ε+ε2.

Ïóñòü K(n) � ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé f(x1, x2, ..., xn), ñîäåðæàùåå ôóíêöèè
x̄i, xi (ãäå i = 1, n) è êîíñòàíòû 0, 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ε ≤ 1/10, f(x̃) � áóëåâà ôóíêöèÿ, f /∈ K(n), è S � ëþáàÿ ñõåìà,
ðåàëèçóþùàÿ f â áàçèñå {x1&x2&x3, x1 ∨ x2 ∨ x3, x̄1}. Òîãäà P (S) ≥ 3ε− 6ε2.

Òàêèì îáðàçîì, èç òåîðåì 1 è 2 ñëåäóåò, ÷òî â áàçèñå {x1&x2&x3, x1 ∨ x2 ∨ x3, x̄1}
ïðè èíâåðñíûõ íåèñïðàâíîñòÿõ íà âõîäàõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïî÷òè âñå áó-
ëåâû ôóíêöèè f(x1, x2, ..., xn) (êðîìå êîíñòàíò 0, 1 è ôóíêöèé x̄i, xi, i = 1, n) ìîæíî
ðåàëèçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè ïî íàäåæíîñòè ñõåìàìè, ôóíêöèîíèðó-
þùèìè ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêè (ïðè ε → 0) ðàâíîé 3ε, ãäå ε � âåðîÿòíîñòü
îøèáêè íà êàæäîì âõîäå ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà.

×óãóíîâà Âàðâàðà Âàëåðüåâíà,
Ïåíçåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
óë. Êðàñíàÿ, 40, Ïåíçà, 440026, Ðîññèÿ, òåë. (8412) 36-80-68.
E-mail: burchug@mail.ru
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Î ËÎÊÀËÜÍÛÕ ÁËÎ×ÍÛÕ ÝËÈÌÈÍÀÖÈÎÍÍÛÕ
ÀËÃÎÐÈÒÌÀÕ ÐÅØÅÍÈß ÐÀÇÐÅÆÅÍÍÛÕ ÇÀÄÀ×

ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
Î.À. Ùåðáèíà

Èñïîëüçîâàíèå ëîêàëüíîé èíôîðìàöèè [1] ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ äåêîìïîçèöèè
äëÿ ðåøåíèÿ áîëüøèõ ðàçðåæåííûõ äèñêðåòíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ âåñüìà àêòóàëüíîé,
ïðè÷åì óïîìÿíóòûå çàäà÷è ïðèíàäëåæàò êàê îáëàñòè äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè (ÄÎ),
òàê è îáëàñòè èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà, áàç äàííûõ, ëèíåéíîé àëãåáðû.

Â [2] ïðåäëîæåí îáùèé êëàññ ëîêàëüíûõ ýëèìèíàöèîííûõ àëãîðèòìîâ (ËÝÀ) âû-
÷èñëåíèÿ èíôîðìàöèè äëÿ ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ ðàçðåæåííûõ çàäà÷, ïîçâîëÿþùèõ
îñóùåñòâëÿòü âû÷èñëåíèå ãëîáàëüíîé èíôîðìàöèè ñ ïîìîùüþ ëîêàëüíûõ âû÷èñëå-
íèé, àíàëèçèðóÿ îêðåñòíîñòè ýëåìåíòîâ çàäà÷è.

Ïðîöåäóðà ËÝÀ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ ýëèìèíàöèè íå òîëüêî îòäåëüíûõ
ïåðåìåííûõ (÷òî öåëåñîîáðàçíî â ñëó÷àå áîëüøîé ðàçðåæåííîñòè ìàòðèöû îãðàíè÷å-
íèé), íî è äëÿ ýëèìèíàöèè ìíîæåñòâ (áëîêîâ) ïåðåìåííûõ. Åñëè çàäà÷à ÄÎ ðàçáèòà
íà áëîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîäìíîæåñòâàì ïåðåìåííûõ, òî áëî÷íàÿ ñòðóêòóðà çà-
äà÷è ÄÎ ìîæåò áûòü îïèñàíà ñ ïîìîùüþ ñòðóêòóðíîãî êîíäåíñèðîâàííîãî ãðàôà,
ìåòà-âåðøèíû êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþò áëîêàì, à ìåòà-ðåáðà ñîîòâåòñòâóþò ñìåæíûì
áëîêàì. Òàêîé êîíäåíñèðîâàííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ ôàêòîð-ãðàôîì. Åñëè ñòðóêòóðà
ôàêòîð-ãðàôà îêàçûâàåòñÿ ïðîùå ñòðóêòóðû èñõîäíîãî ãðàôà (ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð,
äåðåâîì), òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à ÄÎ ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî ðåøåíà (ïðè ýòîì
äëÿ ðåøåíèÿ ëîêàëüíûõ ïîäçàäà÷ ÄÎ, ñîîòâåòñòâóþùèõ áëîêàì, ìîãóò áûòü èñïîëü-
çîâàíû ñîâðåìåííûå ðåøàòåëè).

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íàõîæäåíèå ðàçáèåíèÿ, ñîñòîÿùåãî èç êëàññîâ íåðàçëè÷è-
ìûõ ïåðåìåííûõ (äâå ïåðåìåííûõ íàçûâàþòñÿ íåðàçëè÷èìûìè, åñëè îíè èìåþò ñîâ-
ïàäàþùèå çàìêíóòûå îêðåñòíîñòè), Ýòî ðàçáèåíèå îáðàçóåò îòíîøåíèå ýêâèâàëåíò-
íîñòè, êîòîðîå ïîðîæäàåò ðàçáèåíèå íà êëàññû ýêâèâàëåíòíûõ ìåæäó ñîáîé ýëå-
ìåíòîâ. Ìîæíî íàéòè ôàêòîð-ãðàô, ñîîòâåòñòâóþùèé òàêîìó ðàçáèåíèþ, êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñæàòûì ãðàôîâûì ïðåäñòàâëåíèåì ñòðóêòóðû ðàçðåæåííîé çàäà÷è.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ áëî÷íàÿ ýëèìèíàöèîííàÿ èãðà, áëî÷íîå ýëèìèíàöèîííîå äåðåâî
(ÝÄ) è ïîñòðîåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé äðåâîâèäíîé äåêîìïîçèöèè, èñïîëüçóÿ ÝÄ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà àâñòðèéñêèì ãðàíòîì FWF P20900.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÎÖÅÍÎ×ÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ ÄËß
ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÏÐÈÍßÒÈß ÐÅØÅÍÈÉ

Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈ
Ò.Î. Áàÿíîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé, ïðåäñòàâëåí-
íàÿ â [1]. Ôóíêöèÿ ýôôåêòèâíîñòè äëÿ îöåíèâàíèÿ àëüòåðíàòèâ èìååò âèä

ϕ(ν) = α0 +
m∑

i=1

αiνi +
m∑

i,j=1
j≥i

αijνiνj +
m∑

i,j,k=1
k≥j≥i

αijkνiνjνk. (1)

Çàäà÷à îòûñêàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ (1) ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì èç [1], ãäå
îöåíî÷íàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëåíà â âèäå ïîëèíîìà 2-ãî ïîðÿäêà, â âû÷èñëèòåëüíîì
îòíîøåíèè ñóùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó òðåáîâàíèå ìîíîòîííîñòè ϕ ïî νj,
ò.å. íåîòðèöàòåëüíîñòè ïðîèçâîäíîé ïî νj ïîðîæäàåò íåëèíåéíûå îãðàíè÷åíèÿ â çà-
äà÷å. Ýòî çíà÷èò, ÷òî âñïîìîãàòåëüíàÿ çàäà÷à ïðåâðàùàåòñÿ â çàäà÷ó íåëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ñóçèì êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ äî òàêèõ, ãäå âû-
ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå âûïóêëîñòè èëè âîãíóòîñòè ôóíêöèè ïî êàæäîìó àðãóìåíòó.

Ïîêàçàíî, ÷òî ýêñòðåìàëüíàÿ çàäà÷à äëÿ îöåíî÷íîé ôóíêöèè â âèäå ïîëèíîìà
3-ãî ïîðÿäêà, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì âûïóêëîñòè ôóíêöèè ïî âñåì àðãóìåíòàì
νj, ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

I =
∑

d,l(
∑m

i=1 αici +
∑m

i,j=1
j≥i

αijcicj +
∑m

i,j,k=1
k≥j≥i

αijkcicjck) → max

∑m
i=1 αi +

∑m
i,j=1
j≥i

αij +
∑m

i,j,k=1
k≥j≥i

αijk = 1,

0 ≤ md,l ≤ ∑m
i=1 αici +

∑m
i,j=1
j≥i

αijcicj +
∑m

i,j,k=1
k≥j≥i

αijkcicjck ≤ Md,l ≤ 1,

αii + (δr, αi) ≥ 0, r = 1, 2m, i = 1,m,

ãäå ci = νi(xd) − νi(xl), cij = νi(xd)νj(xd) − νi(xl)νj(xl), cijk = νi(xd)νj(xd)νk(xd)−
−νi(xl)νj(xl)νk(xl). Ïðèêëàäíûå àñïåêòû çàäà÷è ðàññìîòðåíû â [2].

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ìîëîäûõ ó÷åíûõ Ðåñïóáëèêè Áóðÿòèÿ (2009).
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ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÔÅÉÅÐÎÂÑÊÈÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ Ñ ÓÁÛÂÀÞÙÈÌ
ÂÎÇÌÓÙÅÍÈÅÌ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÎÍÍÛÕ ÇÀÄÀ×

ÁÎËÜØÎÉ ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÈ
À.Ñ. Âåëè÷êî

Â ðàáîòå [1] àïïàðàò èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ ôåéåðîâñêîãî òèïà ñ îïåðàòîðîì
ïðîåêöèè èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàçðàáîòêè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
(íåðàâåíñòâ), ñîîòâåòñòâóþùèõ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà
äëÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäõîä
ôåéåðîâñêèõ èòåðàöèîííûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ óáûâàþùèì âîçìóùåíèåì [2,3]
äëÿ ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ, â òîì ÷èñëå ïàðàëëåëüíûõ, äëÿ ðåøåíèÿ âûïóêëûõ ýêñ-
òðåìàëüíûõ çàäà÷ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé òèïà íåðàâåíñòâ.

Äëÿ äåêîìïîçèöèè ðåøåíèÿ ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è áîëüøîé ðàçìåðíîñòè min
x∈V

h(x),
ãäå h(·) � êîíå÷íàÿ âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå V =

⋂
Ci, ðàññìàòðèâàåòñÿ èòå-

ðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xs+1 = F(xs + zs), s = 0, 1, . . ., ãäå F � ôåéåðîâñêèé
îïåðàòîð, zs → 0 � óáûâàþùåå ïðè s → +∞ ìàëîå âîçìóùåíèå. Âåêòîð zs âûáè-
ðàåòñÿ ðàâíûì −λsg

s, ãäå λs → 0 � óáûâàþùèå øàãîâûå ìíîæèòåëè, gs � ãðàäèåíò
ôóíêöèè h(·) â òî÷êå xs. Â ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà â êà-
÷åñòâå îïåðàòîðà F ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ ïðîåêöèé íà
îòäåëüíûå ìíîæåñòâà Ci ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé òèïà íåðàâåíñòâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âû÷èñëåíèÿ ïðîåêöèè èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì, ðàçðàáîòàí-
íûé â ðàáîòå [4]. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé âåðñèè àëãîðèòìà,
ðåàëèçîâàííîãî íà Octave, ïîêàçûâàþò ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü ÷èñëà îïåðàöèé îò
êîëè÷åñòâà îãðàíè÷åíèé çàäà÷è è áëèçêóþ ê ïîëèíîìèàëüíîé îöåíêó ïðàêòè÷åñêîé
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè (ïî ÷èñëó îãðàíè÷åíèé çàäà÷è)
ïîðÿäêà 4. Ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì ðåàëèçîâàí ñ ïîìîùüþ ïàêåòà MPI Toolbox for
Octave (http://atc.ugr.es/javier-bin/mpitb).

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ÄÂÎ ÐÀÍ 09-III-À-01-004, ÐÔÔÈ 09-01-00042-à.
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Î ÑÈÌÏËÈÖÈÀËÜÍÎ ÏÎËÈÒÎÏÈÀËÜÍÛÕ ÒÐÈÀÍÃÓËßÖÈßÕ
Ä.Â. Ãðóçäåâ

×åðåç Γi(M) îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî i-ìåðíûõ ãðàíåé d-ìåðíîãî âûïóêëîãî ìíî-
ãîãðàííèêà (d-ìåðíîãî ïîëèòîïà) M ⊂ Rd, i = −1, . . . , d. Òîãäà Γ−1(M) = {∅} è
Γd(M) = {M}. Ïîëîæèì Γ(M) =

⋃d
i=−1 Γi(M) è Γ∂(M) =

⋃d−1
i=−1 Γi(M). ×åðåç ∂(M)

îáîçíà÷èì ãðàíèöó ïîëèòîïà M . Òðèàíãóëÿöèåé d-ìåðíîé òî÷å÷íîé êîíôèãóðàöèè A
(êîíå÷íîãî ìíîæåñòâî òî÷åê èç Rd, âûïóêëàÿ îáîëî÷êà [A] êîòîðîãî d-ìåðíà) íàçûâà-
åòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî T = {S1, . . . , St} d-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ S1, . . . , St ñ âåðøèíàìè
èç A, ÷òî ⋃t

j=1 Sj = [A] è ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ñèìïëåêñîâ èç T ÿâëÿåòñÿ èõ îáùåé
ãðàíüþ (âîçìîæíî, ïóñòîé). Ïîëîæèì Γ∂(T ) = {F ∈ ⋃t

j=1 Γ(Sj) : F ⊂ ∂([A])}. Òðè-
àíãóëÿöèåé ïîëèòîïà M íàçûâàåòñÿ òðèàíãóëÿöèÿ òî÷å÷íîé êîíôèãóðàöèè Γ0(M)
åãî âåðøèí. ×åðåç T0, T1 è T2 îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâî òðèàíãóëÿöèé
ñèìïëèöèàëüíûõ ïîëèòîïîâ, ìíîæåñòâî òðèàíãóëÿöèé ïîëèòîïîâ è ìíîæåñòâî òðè-
àíãóëÿöèé òî÷å÷íûõ êîíôèãóðàöèé.

Òðèàíãóëÿöèþ T ∈ T2 íàçîâåì ñèìïëèöèàëüíî ïîëèòîïèàëüíîé, åñëè äëÿ íåå ñó-
ùåñòâóåò òàêîé ñèìïëèöèàëüíûé ïîëèòîï P , ÷òî ñèìïëèöèàëüíûå êîìïëåêñû Γ∂(T )
è Γ∂(P ) èçîìîðôíû. Äëÿ T ⊆ T2 ÷åðåç WR(T ), Sh(T ) è SP(T ) îáîçíà÷èì ñîîòâåò-
ñòâåííî ìíîæåñòâà ñëàáîðåãóëÿðíûõ (weakly regular) [2], ðàçâîðà÷èâàåìûõ (shellable)
[2] è ñèìïëèöèàëüíî ïîëèòîïèàëüíûõ òðèàíãóëÿöèé èç T .

Èçâåñòíî [2], ÷òî WR(T2) ⊂ Sh(T2). Â [2] ïîñòðîåíà òðèàíãóëÿöèÿ èç
Sh(T0)\WR(T2), à â [1] ïîñòðîåíà òðèàíãóëÿöèÿ èç T0\Sh(T2), ÿâëÿþùàÿñÿ ìîäèôè-
êàöèåé èçâåñòíîãî ïðèìåðà Rudin òðèàíãóëÿöèè èç T2\Sh(T2). Èç [1] òàêæå ñëåäóåò
ñóùåñòâîâàíèå òðèàíãóëÿöèè èç (T1\SP(T2)) ∩ (T1\Sh(T2)).

Äëÿ v = (v1, . . . , vd) ∈ Rd ïîëîæèì µ(v) = (v1, . . . , vd, 0) ∈ Rd+1, à äëÿ
M ⊂ Rd ïîëîæèì µ(M) = {µ(w) : w ∈ M}. Äëÿ òðèàíãóëÿöèè T d-ìåðíîé òî÷å÷íîé
êîíôèãóðàöèè ïîëîæèì η(T ) = {[µ(S), ed+1] : S ∈ T}, ãäå ed+1 = (0, . . . , 0, 1) ∈ Rd+1.

ËÅÌÌÀ. 1. WR(T2) ⊂ SP(T2).
2. Åñëè T ∈ Sh(T0)\WR(T2), òî η(T ) ∈ (T1\SP(T2))∩ (Sh(T1)\WR(T2)).
3. Åñëè T ∈ T0\Sh(T2), òî η(T ) ∈ (T1\SP(T2)) ∩ (T1\Sh(T2)).

ÒÅÎÐÅÌÀ. ∅ 6= WR(T ) ⊂ Sh(T ) ∩ SP(T ) ⊂ SP(T ) ïðè T0 ⊆ T ⊆ T2;
∅ 6= Sh(T )\SP(T ) ⊂ T \SP(T ) ïðè T1 ⊆ T ⊆ T2.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò 09-01-00545-à.
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Î ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÈ ÁÈËÈÍÅÉÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
Â ÇÀÄÀ×Å ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÂÎÃÍÓÒÎÉ ÌÈÍÎÐÀÍÒÛ Ê ÏÎËÈÍÎÌÀÌ È

ÄÐÎÁÍÎ-ÐÀÖÈÎÍÀËÜÍÛÌ ÔÓÍÊÖÈßÌ
À.Ð. Åðøîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ âîãíóòîé ìèíîðàíòû ê ëèïøèöåâîé
ôóíêöèè f(x), ÿâíî çàäàííîé íà êîîðäèíàòíîì ïàðàëëåëåïèïåäå

D = {x = (x1, . . . , xn)T | ai ≤ xi ≤ bi, i = 1 . . . , n}

è ïðåäñòàâëåííîé â âèäå ïîëèíîìà èëè äðîáíî-ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè. Ïîä ÿâíî çà-
äàííûìè ôóíêöèÿìè ïîíèìàþòñÿ ôóíêöèè, çàäàííûå àíàëèòè÷åñêè â âèäå ôîðìóë
âèäà y = f(x), ãäå x - âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå Rn.

Èçâåñòíî, ÷òî ïîëèíîì èëè äðîáíî-ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ f(x) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â âèäå íåêîòîðîé êîìïîçèöèè ôóíêöèé âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü, óìíîæåíèÿ,
äåëåíèÿ, ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ. Â [1] áûëè ïðåäëîæåíû ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ âîãíó-
òîé ìèíîðàíòû ê f(x).

Â äàííîé ðàáîòå f(x) àïïðîêñèìèðóåòñÿ îïîðíîé áèëèíåéíîé ôóíêöèåé
f(z1, z2) = z1 · z2 [2], ãäå z1, z2 � ëèíåéíûå ôóíêöèè îò x. Èñïîëüçîâàíèå ñâîéñòâ
âûïóêëûõ îïîðíûõ ôóíêöèé ê áèëèíåéíîé ôóíêöèè [3] è ìîíîòîííîñòü áèëèíåéíîé
ôóíêöèè ïî z1, z2 ïîçâîëÿåò óëó÷øèòü ïîñòðîåíèå ìèíîðàíòû ê ôóíêöèè x. Äàí-
íûé ïîäõîä îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ è
÷àñòíîãî ëèíåéíûõ, âûïóêëûõ è íåâûïóêëûõ ëèïøèöåâûõ ôóíêöèé.

Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, äåìîíñòðèðóþùèå çíà÷èòåëü-
íî ëó÷øèå õàðàêòåðèñòèêè ïî ñðàâíåíèþ ñ èçëîæåííûìè â [1].
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ÌÅÒÎÄ Ñ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈÇÀÖÈÅÉ ÍÀÏÐÀÂËÅÍÈÉ È ÅÃÎ ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÏÐÎÖÅÄÓÐ ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈÈ ÌÍÎÆÅÑÒÂ

È.ß. Çàáîòèí

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è ïñåâäîâûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êî-
òîðîì ïîäõîäÿùèå íàïðàâëåíèÿ çàäàþòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ãðàäèåíòîâ
öåëåâîé ôóíêöèè è ôóíêöèé àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ
çàäà÷ ïîèñêà íàïðàâëåíèé èñïîëüçóþòñÿ ðàçðàáîòàííûå ïðîöåäóðû àïïðîêñèìàöèè
èõ äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ ìíîãîãðàííûìè ìíîæåñòâàìè.

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à min
x∈D

f0(x), ãäå D = {x ∈ Rn : fj(x) ≤ 0, j ∈ J}, f0(x) , fj(x),

j ∈ J, � ïñåâäîâûïóêëûå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå â Rn ôóíêöèè, ìíîæåñòâî
D óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ñëåéòåðà. Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.
Ïóñòü ïîñòðîåíî ïðèáëèæåíèå xk ∈ D. Ïðè εk ≥ ε > 0 âû÷èñëÿåòñÿ Jk = {j ∈ J :

−εk ≤ fj(xk)}, Ik = {i ∈ Jk ∪ {0} : f
′
i (xk) 6= 0}, ck

i =
〈
f
′
0(xk), f

′
i (xk)

〉
, i ∈ Ik, è

îòûñêèâàþòñÿ ÷èñëà αi(xk), i ∈ Ik, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
∑

i∈Ik

ck
i αi(xk) ≤ σk min{∑

i∈Ik

ck
i αi | fj(xk +

∑

i∈Ik

αif
′
i (xk)) ≤ 0, j ∈ J}, (1)

0 < σ ≤ σk ≤ 1. Åñëè ∑
i∈Ik

ck
i αi(xk) = 0, òî xk � ðåøåíèå çàäà÷è. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ïîëàãàåòñÿ sk =
∑

i∈Ik

αi(xk)f
′
i (xk) è âû÷èñëÿåòñÿ xk+1 = xk + βksk ∈ D, βk > 0.

Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðè ðàçëè÷íûõ ñïîñîáàõ çàäàíèÿ øàãîâ βk. Ïðåä-
ëîæåíà ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà, ïîçâîëÿþùàÿ êîìáèíèðîâàòü åãî ñ ëþáûìè äðóãèìè
ðåëàêñàöèîííûìè ìåòîäàìè, íå èññëåäóÿ äîïîëíèòåëüíî ñõîäèìîñòü ýòèõ êîìáèíè-
ðîâàííûõ àëãîðèòìîâ.

Â ñëy÷àå, êîãäà (1) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé íåëèíåéíîãî ïpîãpàììèpîâàíèÿ, äëÿ åå på-
øåíèÿ ïpåäëàãàþòñÿ èòåpàöèîííûå ïpîöåäypû, êîòîpûå èñïîëüçyþò îïåpàöèþ ïî-
ãpyæåíèÿ åå äîïyñòèìîãî ìíîæåñòâà â íåêîòîpûå ìíîãîãpàííèêè è ïîçâîëÿþò íà-
õîäèòü çíà÷åíèÿ αi(xk) ïpè σk < 1 ñ ïîìîùüþ påøåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà çàäà÷ ëè-
íåéíîãî ïpîãpàììèpîâàíèÿ. Åñëè xk ÿâëÿåòñÿ âíyòpåííåé òî÷êîé D, òî îäíà èç ýòèõ
ïpîöåäyp áëèçêà ê ìåòîäy îòñå÷åíèé Â.Ï. Áóëàòîâà.
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ÇÀÄÀ×À ÊÎÐÐÅÊÖÈÈ ÄËß ÑÈÑÒÅÌÛ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ
À.Â. Çûêèíà

Ïóñòü x ∈ X, ãäå X − íåïóñòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî â Rn, f1(x), . . . , fm(x) −
âûïóêëûå ñêàëÿðíûå ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå X. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ
x ∈ Rn ïðè óñëîâèÿõ f1(x) ≤ 0 , . . . , fm(x) ≤ 0, x ∈ X, èëè, â âåêòîðíîì âèäå

F (x) ≤ 0, x ∈ X. (1)

Ïðè îòñóòñòâèè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1) êëàññè÷åñêàÿ ñõåìà êîððåêöèè [1] ñîñòîèò â ïî-
ñëåäîâàòåëüíîì ðåøåíèè äâóõ çàäà÷:
− âûáîð îïòèìàëüíîãî (ïî íåêîòîðîìó êðèòåðèþ êà÷åñòâà) ïàðàìåòðà êîððåêöèè

y ∈ Yσ, Yσ ⊆ Rm ;
− ðåøåíèå àïïðîêñèìèðóþùåé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (1) ñ ïîëó÷åííûì
îïòèìàëüíûì ïàðàìåòðîì êîððåêöèè y∗.

Ïðåäëàãàåòñÿ çàìåíèòü ðåøåíèå ýòèõ äâóõ çàäà÷ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è:
íàéòè ïàðàìåòð x∗ ∈ X, òàêîé ÷òî

Φ(x∗, x) ≥ 0 ∀ x ∈ X. (2)

Çäåñü Φ(x∗, x) = 〈y(x∗), F (x) − F (x∗)〉, ãäå y(x∗) − ðåøåíèå ïàðàìåòðè÷åñêîé íåëè-
íåéíîé çàäà÷è äîïîëíèòåëüíîñòè ω = P (y) − F (x), ω ≥ 0, y ≥ 0 , yT ω = 0 ïðè
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà x = x∗.

Òåîðåìà. Ïóñòü íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñèëüíîé
ìîíîòîííîñòè è P (0) = 0 , ôóíêöèè fi(x), i = 1, . . . ,m, âûïóêëû è îòîáðàæå-
íèå F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà íà íåïóñòîì âûïóêëîì ìíîæåñòâå X.
Ðåøåíèå çàäà÷è (2) ñóùåñòâóåò, åñëè âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:

1) ìíîæåñòâî X îãðàíè÷åíî;
2) íàéäåòñÿ íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî Z ⊆ X òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ X\Z

ñóùåñòâóåò z ∈ Z, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî F (z) < F (x).
Ïðåäïî÷òèòåëüíîñòü ïîñòàíîâêè çàäà÷è êîððåêöèè ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (1) â âèäå

(2) â òîì, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (2) âîçìîæíî èñïîëüçîâàíèå ìîùíîãî âû÷èñëè-
òåëüíîãî àïïàðàòà ýêñòðàïðîêñèìàëüíûõ è ýêñòðàãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ. Â ïðîñòåé-
øåì ñëó÷àå âûáîðà P (y) = Ey, ãäå E − åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, çàäà÷à (2) äàåò ðåøåíèå
íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (1) ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà öåëåâîé ïðîãðàììîé �Ðàçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé
øêîëû� (ðåã. íîìåð 2.1.1/2763).
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ÝÊÑÒÐÀÏÐÎÊÑÈÌÀËÜÍÛÉ ÌÅÒÎÄ ÄËß ÐÅØÅÍÈß
ÇÀÄÀ×È ÏÐÎÃÍÎÇÈÐÎÂÀÍÈß

À.Â. Çûêèíà, Î.Í. Êàíåâà

Â êëàññè÷åñêîé çàäà÷å ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïî ìèíèìóìó äèñïåðñèè [1] òðåáóåòñÿ
íàéòè ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ζ = ζ(t0), ìèíèìèçèðóþùóþ êâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë

min
ζ∈Q(t0)

‖η(t0 + tπ)− ζ(t0)‖, (1)

ãäå îáëàñòü Q(t0) çàäàåòñÿ óñëîâèåì, èñêëþ÷àþùèì âîçíèêíîâåíèå ñèñòåìàòè÷åñêèõ
îøèáîê:

Mη(t0 + tπ)−Mζ(t0) = 0. (2)

Çäåñü ζ(t0)− îöåíêà óïðåæäåííîãî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η(t0 + tπ), õàðàê-
òåðèçóþùåé èñòèííîå çíà÷åíèå èíòåðåñóþùåãî íàñ ïðîöåññà, t0− òåêóùèé ìîìåíò,
tπ− èíòåðâàë ïðîãíîçèðîâàíèÿ.

Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà÷è î ïðîãíîçå ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ èñêëþ÷åíèå ñèñòåìàòè-
÷åñêèõ îøèáîê ýêñòðàïîëÿöèè íå ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì òðåáîâàíèåì ðàöèîíàëüíî-
ãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ, áîëåå òîãî, â ðÿäå ñëó÷àåâ öåëåñîîáðàçíî ðàñøèðèòü îáëàñòü
îïðåäåëåíèÿ çàäà÷è è çàìåíèòü òðåáîâàíèå î íóëåâûõ ñèñòåìàòè÷åñêèõ îøèáêàõ (2)
îãðàíè÷åíèÿìè íà èõ âåëè÷èíó y 6= 0.

Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à (1), (2) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê çàäà÷à ïàðàìåòðè÷åñêîé îïòè-
ìèçàöèè, äëÿ êîòîðîé ñòðîèòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñåäëîâûõ ôóíêöèé è ïðè
êëàññè÷åñêèõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàâíîâåñíîãî ðåøåíèÿ ïðåäëà-
ãàåòñÿ èòåðàòèâíûé ïðîöåññ ýêñòðàïðîêñèìàëüíîãî òèïà [2].

Ðàáîòà ïîääåðæàíà öåëåâîé ïðîãðàììîé "Ðàçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé
øêîëû" (ðåã. íîìåð 2.1.1/2763).
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Î ÑÕÅÌÅ ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ Ñ ÌÎÄÈÔÈÖÈÐÎÂÀÍÍÛÌ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÎÌ ËÀÃÐÀÍÆÀ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÏÎËÓÊÎÝÐÖÈÒÈÂÍÎÉ

ÌÎÄÅËÜÍÎÉ ÇÀÄÀ×È Ñ ÒÐÅÍÈÅÌ
Í.Í. Êóøíèðóê, Ð.Â. Íàìì

Èññëåäóåòñÿ ìîäåëüíàÿ çàäà÷à ñ òðåíèåì [1]. Îòûñêàíèå ïðèáëèæåííîãî ðåøå-
íèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è ñ òðåíèåì îñëîæíÿåòñÿ íåäèôôåðåíöèðóåìîñòüþ ôóíêöèîíà-
ëà ýíåðãèè. Çàäà÷à áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè íåäèôôåðåíöèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà
ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å óñëîâíîé ìèíèìèçàöèè äèôôåðåíöèðóåìîãî ôóíêöèîíàëà. Äëÿ
ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé ïîëóêîýðöèòèâíîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ñõåìà äâîéñòâåííîñòè,
îñíîâàííàÿ íà ìîäèôèöèðîâàííîì ôóíêöèîíàëå Ëàãðàíæà.

Çàäà÷à óñëîâíîé îïòèìèçàöèè èìååò âèä




J̃(v) = 1
2

∫
Ω
|∇v|2 dΩ− ∫

Ω
f v dΩ− ∫

Γ
g γ v dΓ → min,

v ∈ G = {w ∈ W 1
2 (Ω) : γ w ≤ 0 íà Γ}.

Ìîäèôèöèðîâàííûé ôóíêöèîíàë Ëàãðàíæà äëÿ äàííîé çàäà÷è çàïèñûâàåòñÿ â
âèäå [2]

M(v, l) = J̃(v) +
1

2r

∫

Γ

{[
(l + r γ v)+

]2 − l2
}

dΓ,

ãäå r > 0 − const; (l + r γ v)+ = max {0, l + r γ v}.
Äëÿ îòûñêàíèÿ ñåäëîâîé òî÷êè ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Óäçàâû. Äîêàçàíî, ÷òî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü, ïîëó÷åííàÿ ïî äàííîìó ìåòîäó, ñõîäèòñÿ â W 1
2 (Ω)×L2(Γ) ê ñåäëîâîé

òî÷êå ïðè ëþáîì âûáîðå íà÷àëüíîé òî÷êè l0 ∈ W
1/2
2 (Γ) è ëþáîì ôèêñèðîâàííîì

ïàðàìåòðå r > 0.
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÏÎÄÕÎÄÅ Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ×
ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß Ñ ÑÅÒÅÂÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÉ

À.À. Ëåìïåðò

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ çà÷àñòóþ âîçíèêà-
åò íåîáõîäèìîñòü îïèñàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñî ñëîæíîé, â òîì ÷èñëå ñåòåâîé
ñòðóêòóðîé. Âïåðâûå ïîäîáíûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå [1], à äëÿ ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ � çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ìíîãîýòàïíûìè ïðîöåññàìè � â [2] áûëè
ïðåäëîæåíû ÷èñëåííûå ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíîãî óëó÷øåíèÿ óïðàâëåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ ñ ñåòåâîé ñòðóêòóðîé â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå.

Ïóñòü çàäàí îðèåíòèðîâàííûé êîíå÷íûé ãðàô G. Íà êàæäîé äóãå e = {i, j} ñî-
ñòîÿíèå ïðîöåññà xij(t), ãäå t ∈ [τi, τj], îïèñûâàåòñÿ ñâîåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ â
ôîðìå ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (ÎÄÓ) ñ óïðàâëåíèåì.
Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ xij(τi) äëÿ ñèñòåìû ÎÄÓ íà êàæäîé äóãå e = {i, j} çàâèñÿò îò
ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà íà äóãàõ, âõîäÿùèõ â âåðøèíó i, è îò íàáîðà ïàðàìåòðîâ.

Òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë, çàâèñÿùèé îò ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà â êîí-
öåâûõ âåðøèíàõ ãðàôà G.

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ ïîäõîä, áàçèðóþùèéñÿ íà äîñòà-
òî÷íûõ óñëîâèÿõ îïòèìàëüíîñòè Â.Ô. Êðîòîâà, êîòîðûé ðàíåå óñïåøíî ïðèìåíÿëñÿ
äëÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [3].

Àâòîðîì ðàçâèâàþòñÿ ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíûõ óëó÷øåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà, äëÿ
èõ ïîñòðîåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ êâàäðàòè÷íûå àïïðîêñèìàöèÿõ ôóíêöèè Êðîòîâà. Ïî-
êàçàíî, ÷òî åñëè èñõîäíûé óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ñòàöèî-
íàðíîñòè, òî îí óëó÷øàåòñÿ ïðåäëîæåííûìè àëãîðèòìàìè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 08-01-00156-à è ãðàíòîì Ïðåçèäåíòà ÐÔ
ÍØ�1676.2008.1.
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Î ÏÎÈÑÊÅ ÃÀÐÀÍÒÈÐÎÂÀÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß
Â ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÎ-ËÈÍÅÉÍÛÕ ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ

À.Â. Ìàëûøåâ, À.Ñ. Ñòðåêàëîâñêèé

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà ãàðàíòèðîâàííîãî ðåøåíèÿ êâàäðàòè÷íî-ëèíåéíîé
äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è:

sup
y
{〈c + Cx, x〉+ 〈c1 − C1y, y〉 | y ∈ Y∗(x, ε)} ↓ min

x
, Ax ≤ a,

ãäå Y∗(x, ε)
4
= {y ∈ Y (x) | 〈d, y〉 ≤ inf

z
[〈d, z〉 | z ∈ Y (x)] + ε},





(BP(ε))

ãäå x ∈ IRm, Y (x) = {y ∈ IRn | A1x + B1y ≤ b}, A ∈ IRp×m, A1 ∈ IRq×m, B1 ∈ IRq×n,
C = CT > 0, C1 = CT

1 > 0, à Y∗(x, ε) � ìíîæåñòâî ε-ðåøåíèé çàäà÷è íèæíåãî óðîâíÿ.
Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ äâóõóðîâíåâàÿ çàäà÷à â îïòèìèñòè÷åñêîé ïîñ-

òàíîâêå:

F (x, y) = 〈c + Cx, x〉+ 〈c1 − C1y, y〉 ↓ min
x,y

, x ∈ X,

y ∈ Y∗∗(x, δ, µ)
4
= {y ∈ Y (x) | G(y, µ) ≤ inf

z
[G(z, µ) | z ∈ Y (x)] + δ},



 (BPo(δ, µ))

ãäå G(y, µ)
4
= 〈d − µc1 + µC1y, y〉 � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ íèæíåãî óðîâíÿ ñî øòðàôîì,

µ > 0 � øòðàôíîé ìíîæèòåëü, à δ ≥ 0 � òî÷íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è íèæíåãî óðîâíÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî X = {x | Ax ≤ a} îãðàíè÷åíî è ìíîæåñòâî Y (x)

îãðàíè÷åíî äëÿ ∀x ∈ X , òàê ÷òî ∃Y ⊂ IRn : Y (x) ⊆ Y ∀x ∈ X, Y � êîìïàêò. Â ñèëó
ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé èìååì:

∃F−, F+ ∈ IR : F− ≤ F (x, y) ≤ F+ ∀(x, y) ∈ X × Y. (1)

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà (ñì. òàêæå [1]) áûëà äîêàçàíà ñ èñïîëüçîâàíèåì (1) è ïîëó-
íåïðåðûâíîñòè ñíèçó ìíîãîçíà÷íîãî îòîáðàæåíèÿ x → Y∗(x, 0) [2].

Òåîðåìà. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ îá îãðàíè÷åííîñòè X, Y (x) è ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè τk, δk, µk òàêîâû, ÷òî τk ↓ 0, δk ↓ 0, µk ↓ 0,

δk

µk

↓ 0 . Òîãäà ëþáàÿ ïðå-
äåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (xk, yk) τk-ðåøåíèé çàäà÷ (BPo(δk, µk)) ÿâëÿåòñÿ
ãàðàíòèðîâàííûì ðåøåíèåì äâóõóðîâíåâîé çàäà÷è (BP(0)).
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÌÅÕÀÍÈÇÌÛ ÂÎÇÍÈÊÍÎÂÅÍÈß ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÎÉ
ÎØÈÁÊÈ ÏÐÈ ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÛÕ ÐÀÑ×ÅÒÀÕ

È.Â. Ìîêðûé, Î.Â. Õàìèñîâ, À.Ñ. Öàïàõ

Äîëãîå âðåìÿ ñ÷èòàëîñü, ÷òî îñíîâíîé ïðè÷èíîé íàêîïëåíèÿ ïîãðåøíîñòè ïðè
êîìïüþòåðíûõ ðàñ÷¼òàõ ÿâëÿåòñÿ îêðóãëåíèå ìëàäøåãî ðàçðÿäà ÷èñåë ïðè îãðàíè-
÷åííîé ðàçðÿäíîé ñåòêå. Îäíàêî ïðàêòèêà âû÷èñëåíèé ïîêàçûâàåò, ÷òî îêðóãëåíèå
(ïîíèìàåìîå â òðàäèöèîííîì ñìûñëå) íà ñàìîì äåëå âíîñèò äîâîëüíî íåçíà÷èòåëü-
íûé âêëàä â íàêîïëåíèå âû÷èñëèòåëüíîé îøèáêè. Îñíîâíûå æå èñòî÷íèêè âû÷èñëè-
òåëüíîé îøèáêè ñóùåñòâåííî èíûå. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà òèïà îøèáîê.

Îøèáêà ïåðâîãî òèïà. Îäíîìîìåíòíàÿ ïîòåðÿ ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ, âîçíèêàþ-
ùàÿ ïðè âû÷èòàíèè �áëèçêèõ� ÷èñåë. Ïîä �áëèçêèìè� ÷èñëàìè çäåñü èìåþòñÿ â âèäó
÷èñëà, ó êîòîðûõ ñîâïàäàþò ïîðÿäêè è ïðè ýòîì åù¼ ñîâïàäàþò íåñêîëüêî ñòàðøèõ
ðàçðÿäîâ ìàíòèññû. Ïðè âû÷èòàíèè òàêèõ ÷èñåë ïðîèñõîäèò îáíóëåíèå íåñêîëüêèõ
ñòàðøèõ ðàçðÿäîâ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî âîçíèêàåò ÷èñëî ñ óêîðî÷åííîé ìàíòèññîé, â
êîòîðîé ÷àñòü ðàçðÿäîâ çàïîëíåíà íóëÿìè. Ïîñëå íîðìàëèçàöèè ïîëó÷àåì ÷èñëî ñ
îãðàíè÷åííûì êîëè÷åñòâîì çíà÷àùèõ öèôð â ìàíòèññå � ìåíüøèì, ÷åì ó îñòàëüíûõ
÷èñåë.

Îøèáêà âòîðîãî òèïà. Íåñîãëàñîâàííîñòü ïîðÿäêîâ ïðè ñëîæåíèè, êîòîðàÿ
èìååò ìåñòî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàçíîñòü ïîðÿäêîâ äâóõ ñëàãàåìûõ ïðåâûøàåò êî-
ëè÷åñòâî äåñÿòè÷íûõ ðàçðÿäîâ â ìàøèííîì ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà. Â ýòîì ñëó÷àå
ìåíüøåå ñëàãàåìîå îêàçûâàåòñÿ â áóêâàëüíîì ñìûñëå �çà ïðåäåëàìè� ðàçðÿäíîé
ñåòêè, â êîòîðîé ðàñïîëàãàåòñÿ áîëüøåå ñëàãàåìîå, à çíà÷èò è íèêàêèì îáðàçîì íå
ìîæåò ïîâëèÿòü íà ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ìíîãîêðàòíîì ïîâòîðåíèè
òàêîé ñèòóàöèè íàêîïëåííàÿ �ïîòåíöèàëüíàÿ ñóììà� íåó÷ò¼ííûõ ñëàãàåìûõ ìîæåò
ïîëíîñòüþ èñêàçèòü ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé, ïîñòåïåííî íàêàïëèâàÿñü îò ìëàäøèõ
ðàçðÿäîâ ê ñòàðøèì.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ýòè îøèáêè ñóòü ðàçíûå ÿâëåíèÿ. Â äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ
òåõíîëîãèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ èäåíòèôèöèðîâàòü âîçíèêíîâåíèå óêàçàííûõ âûøå îøè-
áîê â âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìàõ. Äàííàÿ òåõíîëîãèÿ ó÷èòûâàåò êîëè÷åñòâî âåð-
íûõ çíà÷àùèõ öèôð â ìàíòèññå, ñâÿçàííûõ ñ îøèáêàìè ïåðâîãî òèïà, à òàêæå íà-
êîïëåíèå �ìàëûõ� ñóìì, ñâÿçàííûõ ñ îøèáêàìè âòîðîãî òèïà. Âîçìîæíîñòè ïðåä-
ëàãàåìîé òåõíîëîãèè èëëþñòðèðóþòñÿ íà ïðèìåðå àíàëèçà ïðîãðàìì, íàïèñàííûõ
íà ÿçûêå PASCAL, ñ óêàçàíèåì òî÷åê â ïðîãðàììå, â êîòîðûõ âîçíèêàþò âû÷èñëè-
òåëüíûå îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî òèïîâ. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ íà
àëãîðèòìàõ ëèíåéíîãî è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ìîêðûé Èãîðü Âëàäèìèðîâè÷, Õàìèñîâ Îëåã Âàëåðüåâè÷,
Öàïàõ Àëåêñàíäð Ñîëîìîíîâè÷,
Èíñòèòóò ñèñòåì ýíåðãåòèêè èì. Ë.À. Ìåëåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ,
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ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÃÎ È ÏÀÐÀËËÅËÜÍÎÃÎ
ÏÐÎÅÊÒÈÐÎÂÀÍÈß ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÛÕ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ

Å.À. Íóðìèíñêèé, Í.Á. Øàìðàé

Ôîðìàëèçàöèÿ øèðîêîãî êðóãà ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì, íàïðèìåð,
òàêèõ êàê ïîèñê òðàíñïîðòíîãî èëè ôèíàíñîâîãî ðàâíîâåñèÿ, ïðîãíîçèðîâàíèå ìè-
ãðàöèîííûõ, ïàññàæèðñêèõ èëè òîâàðíûõ ïîòîêîâ è äð., ïðèâîäèò ê çàäà÷àì ðåøåíèÿ
âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Íà ïðàêòèêå òàêèå çàäà÷è èìåþò ñëîæíóþ ñòðóêòóðó è
áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü, ïîýòîìó òðóäíî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèé ñõîäèìîñòè
ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ [1], äà è ñàìî èõ ïðèìå-
íåíèè ïðåäñòàâëÿåòñÿ âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íûì.

Ïðèìåíåíèå ïðèíöèïîâ äåêîìïîçèöèè è ïàðàëëåëèçàöèè ìîæåò ïîìî÷ü â ïîñòðî-
åíèè óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ áîëüøîé ðàçìåð-
íîñòè, íå òðåáóþùèõ ñèëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î ñâîéñòâàõ çàäà÷è. Îäíèì èç ïåð-
ñïåêòèâíûõ íàïðàâëåíèé äëÿ ðàçðàáîòêè ïîäîáíûõ ìåòîäîâ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿ
ïðîåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ïðèâëåêàþò ïðîñòîòîé ñâîèõ èòåðàöèîííûõ ñõåì
è îòñóòñòâèåì òðåáîâàíèÿ ãëàäêîñòè ê îñíîâíûì îòîáðàæåíèÿì èñõîäíîé çàäà÷è.

Â ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ,
îñíîâàííûå íà èäåÿõ ïîñëåäîâàòåëüíîãî è ïàðàëëåëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ íà âûïóê-
ëûå çàìêíóòûå ñóïåðìíîæåñòâà, ïåðåñå÷åíèå êîòîðûõ äàåò äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî
èñõîäíîé çàäà÷è [2]. Ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ
ñ îñíîâíûì îòîáðàæåíèåì, óäîâëåòâîðÿþùèì ñâîéñòâó ëîêàëüíîé ñèëüíîé àòòðàê-
òàíòíîñòè. Îáùàÿ ñõåìà äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè îïèðàåòñÿ íà òåîðèþ ôåéåðîâ-
ñêèõ ïðîöåññîâ ñ ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè [3]. Â äîêëàäå áóäóò ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòà-
òû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî óñòàíîâëåíèþ ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ðàçðàáîòàííûõ
ìåòîäîâ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 09-01-90413-Óêð_ô_à.
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ÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÃËÎÁÀËÜÍÎÃÎ ÏÎÈÑÊÀ
Â ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ

À.Â. Îðëîâ

Ïðè ðåøåíèè íåâûïóêëûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ ïîìîùüþ ïîäõîäà, îñíîâàííîãî
íà òåîðèè ãëîáàëüíîãî ïîèñêà [1], îäíèì èç îñíîâíûõ ýòàïîâ ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå
àïïðîêñèìàöèè ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ âûïóêëîé ôóíêöèè, çàäàþùåé áàçîâóþ íåâû-
ïóêëîñòü â èññëåäóåìîé çàäà÷å. Ïðè ýòîì àïïðîêñèìàöèÿ äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî
ðåïðåçåíòàòèâíîé, ÷òîáû ìîæíî áûëî ñóäèòü î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè òåêóùàÿ òî÷êà, ïî-
ëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ëîêàëüíîãî ïîèñêà, ãëîáàëüíûì ðåøåíèåì [1].

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ðàçðàáîòàíî òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàííûõ ìåòîäîâ ïîñòðîå-
íèÿ ðåïðåçåíòàòèâíîé àïïðîêñèìàöèè äëÿ ñòàíäàðòíûõ êëàññîâ íåâûïóêëûõ çàäà÷.
Íà ïðàêòèêå ïðè ÷èñëåííîì ñ÷åòå ýòà ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ íà îñíîâå íàêîïëåííîãî
ðàíåå îïûòà ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèé [1], ïîýòîìó ðàçðàáîòêà íîâûõ ïîäõîäîâ ê åå
ðåøåíèþ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé íåâûïóêëîé îïòèìèçàöèè.

Â ðàáîòå äëÿ íåâûïóêëîé çàäà÷è c áèëèíåéíîé ñòðóêòóðîé â öåëåâîé ôóíêöèè

Φ(x, y, v)
4
=

1

2
〈x,Cx〉+ 〈c, x〉+

1

2
〈y, Dy〉+ 〈d, y〉+ µ〈v, b1 − A1x−B1y〉 ↓ min

x,y,v
,

(x, y, v) ∈ D
4
= {(x, y, v) ∈ IRm+n+q | Ax + By ≤ b, A1x + B1y ≤ b1,

D1y + d1 + xQ1 + vB1 = 0, v ≥ 0, },




(P)

ãäå c, x ∈ IRm, d, d1, y ∈ IRn, b ∈ IRp, b1, v ∈ IRq; A, A1, B, B1, C = CT ≥ 0,
D = DT ≥ 0, D1 = DT

1 ≥ 0, Q1 � ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà, µ > 0 �
ïàðàìåòð, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè ðåøåíèè êâàäðàòè÷íûõ äâóõóðîâíåâûõ çàäà÷ [2],
ðàçðàáîòàí ãèáðèäíûé àëãîðèòì ãëîáàëüíîãî ïîèñêà.

Ýòîò àëãîðèòì ñ îäíîé ñòîðîíû, äëÿ ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè ïîâåðõíîñòè
óðîâíÿ èñïîëüçóåò áëîêè ãåíåòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ (ñåëåêöèÿ, êðîññîâåð, ìóòàöèÿ)
[3], ñ äðóãîé � âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñïåöèàëüíûå ìåòîäû ëîêàëüíîãî ïîèñêà, èñïîëüçóþ-
ùèå áèëèíåéíóþ ñòðóêòóðó çàäà÷è (P) [1, 4].

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòàìè ïðåçèäåíòà ÐÔ ÌÊ-1497.2008.1 è ÍØ-1676.2008.1 è
Ôîíäîì ñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêå.
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ÏÑÅÂÄÎÐÅØÅÍÈß
ÈÍÒÅÐÂÀËÜÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÍÅÐÀÂÅÍÑÒÂ

À.Â. Ïàíþêîâ, Ò.Â. Òðóôàíîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåðâàëüíàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ [1] Ax ≤ b, ãäå
x ∈ Rn, b ∈ Rm, A = {[a ij, aij] : i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n}. Â êà÷åñòâå ðå-
øåíèÿ äàííîé ñèñòåìû ïðèíèìàþòñÿ òî÷êè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà

SAx≤b =



x :

n∑

j=1

aijxj ≤ bi, i = 1, 2, . . . , m, ïðè ëþáûõ aij ∈ [a ij, aij]



 .

Åñëè SAx≤b = ∅, òî â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ïðåäëàãàåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî äîïó-
ñòèìûõ òî÷åê ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ñ ìîäèôèöèðîâàííîé ïðàâîé ÷àñòüþ b̃(z) = b+z|b|,
z ≥ 0, |b| = (|b1|, |b2|, . . . , |bm|)T .

Ïóñòü z∗ = inf{z : SAx≤b̃(z) 6= ∅}. Ïî àíàëîãèè ñ [2] ïñåâäîðåøåíèåì èñõîäíîé
ñèñòåìû áóäåì íàçûâàòü òî÷êè äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà SAx≤b̃(z∗).

Êîððåêòíîñòü ââåäåííîãî îïðåäåëåíèÿ ïîäòâåðæäàåò
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîé ñèñòåìû èíòåðâàëüíûõ íåðàâåíñòâ Ax ≤ b ïðè âñåõ

z ≥ 1 ìíîæåñòâî SAx≤b̃(z) 6= ∅.
Ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïñåâäîðåøåíèÿ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ Ax ≤ b äàåò
Òåîðåìà 2. Ñóùåñòâóåò ðåøåíèå (x+∗, x−∗, z∗) çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ
z → min

(x+, x−, z)
n∑

j=1
(aijx

+
j − a ijx

−
j ) ≤ bi + z|bi|, i = 1, 2, . . . , m,

x+
j ≥ 0, x−j ≥ 0, j = 1, 2, . . . , m,

z ≥ 0,

ïðè ýòîì x∗ = x+∗ + x−∗ ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîðåøåíèåì ñèñòåìû Ax ≤ b .
Òàêèì îáðàçîì, ââåäåííîå â ðàáîòå ïîíÿòèå "ïñåâäîðåøåíèå" èíòåðâàëüíîé ñè-

ñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå êîíñòðóêòèâíûì è ïîçâîëÿåò äàâàòü
ïðèåìëåìûå ðåçóëüòàòû.
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×ÈÑËÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ËÈÍÅÉÍÛÕ ÄÂÓÕÓÐÎÂÍÅÂÛÕ ÇÀÄÀ×
ÂÛÑÎÊÎÉ ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÈ

Å.Ã. Ïåòðîâà

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ äâóõóðîâíåâóþ çàäà÷ó â îïòèìèñòè÷åñêîé ïîñòàíîâêå [1]:

F (x, y)
4
= 〈c, x〉+ 〈d, y〉 ↓ min

x,y
,

(x, y) ∈ X
4
= {x ∈ IRm | Ax ≤ b},

y ∈ Y∗(x)
4
= Argmin

y

{
〈d1, y〉 | y ∈ Y (x)

4
= {y ∈ IRn | A1x + B1y ≤ b1}

}





(BP)

ãäå A, A1, B1 � ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè (p × m), (q × m), (q × n) ñîîòâåòñòâåííî, à
c ∈ IRm, d, d1 ∈ IRn, b ∈ IRp, b1 ∈ IRq � çàäàííûå âåêòîðû.

Èçâåñòíî [1], ÷òî, ïðèìåíÿÿ òåîðèþ äâîéñòâåííîñòè äëÿ çàäà÷è íèæíåãî óðîâíÿ,
ìîæíî ñâåñòè çàäà÷ó (P) ê ñëåäóþùåé íåâûïóêëîé çàäà÷å [2]:

〈c, x〉+ 〈d, y〉 ↓ min
x,y,v

,

(x, y, v) ∈ S
4
= {Ax ≤ b, A1x + B1y ≤ b1, vB1 = −d1, v ≥ 0},

〈d1, y〉 = 〈A1x− b1, v〉.





(P)

Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ñïåöèàëüíûé ìåòîä ëîêàëüíîãî ïîèñêà (ÑÌËÏ) äëÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé çàäà÷è, ñîñòîÿùèé â ðåøåíèè äâîéñòâåííîé çàäà÷è ê çàäà÷å íèæíåãî
óðîâíÿ â (BP) è çàäà÷è (P) c ôèêñèðîâàííûì äîïóñòèìûì âåêòîðîì. Äîêàçàíî, ÷òî
ÑÌËÏ ïîçâîëÿåò íàéòè êðèòè÷åñêóþ òî÷êó. Ïðîöåäóðà ãëîáàëüíîãî ïîèñêà â çàäà÷å
(P) ñòðîèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðèåé äëÿ çàäà÷ ñ d.c. îãðàíè÷åíèÿìè [4]. Ïðîâåäåí
îáøèðíûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò íà çàäà÷àõ ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì ëîêàëü-
íûõ ýêñòðåìóìîâ [3]. Ðåøåíû çàäà÷è äî ðàçìåðíîñòè m + n = 1000 ñ êîëè÷åñòâîì
îãðàíè÷åíèé 2500.
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Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈßÕ ÌÅÒÎÄÀ ØÒÐÀÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ
ÄËß ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ ÊÎÐÐÅÊÖÈÈ ÍÅÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÀÄÀ×

ÂÛÏÓÊËÎÃÎ ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß
Â.Ä. Ñêàðèí

Â êà÷åñòâå èñõîäíîé ðàññìàòðèâàåòñÿ íåñîáñòâåííàÿ çàäà÷à âûïóêëîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ 1-ãî ðîäà [1]:

min{f0(x) : x ∈ X}, (1)

ãäå X = {x : f(x) ≤ 0}, f(x) = [f1(x), . . . , fm(x)], fi(x) � îïðåäåëåííûå íà Rn âû-
ïóêëûå ôóíêöèè (i = 0, 1, . . . ,m). Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ X = ∅, Λ 6= ∅, Λ = {λ ∈ Rm

+ :
inf
x
{L(x, λ) = f0(x) + (λ, f(x))} > −∞}.
Äëÿ (1) ñòðîèòñÿ àïïðîêñèìèðóþùàÿ çàäà÷à

min{f0(x) : x ∈ Xξ̄}, (2)

ãäå Xξ = {x : f(x) ≤ ξ}, ξ̄ = arg min{‖ξ‖ : Xξ 6= ∅}.
Ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñâÿçåé ìåæäó (2) è çàäà÷åé îòûñêàíèÿ

inf
x

F (x, λ, r), (3)

ãäå ôóíêöèÿ F (x, λ, r) ìîæåò èìåòü îäíî èç äâóõ ïðåäñòàâëåíèé:
F1(x, λ, r) = L(x, λ) + r

m∑
i=1

f+2

i (x); F2(x, λ, r) = f0(x) + (λ, f+(x)) + r
m∑

i=1

f+2

i (x), r > 0.
Íà ôóíêöèè Fi(x, λ, r) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà îïðåäåëåííûå ìîäèôèêàöèè ôóíêöèé
Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (1), à òàêæå êàê íà íåêîòîðûå âàðèàíòû øòðàôíûõ ôóíêöèé.

Îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû î ñâÿçè ìåæäó çàäà÷àìè (2) è (3) ñ F = F1 èçëàãàëèñü
â [2]. Ïðèâåäåì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèè F2(x, λ, r).
Òåîðåìà. Ïóñòü ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (2) Lξ̄(x, λ) = f0(x) + (λ, f(x)− ξ̄ )

èìååò ñåäëîâóþ òî÷êó [x̃, λ̃] â îáëàñòè Rn × Rm
+ , çàäà÷à (3) ñ F = F2 ðàçðåøèìà â

íåêîòîðîé òî÷êå x(λ, r). Ñïðàâåäëèâû îöåíêè:

‖f+(x(λ, r))− ξ̄ ‖ ≤ ‖λ− λ̃‖
r , |f0(x(λ, r))− f0(x̃)| ≤ C(λ)

‖λ− λ̃‖
r ,

ãäå C(λ) = max{‖λ‖, ‖λ̃‖}.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò 07-01-00399) è ïðî-

ãðàììû ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò ÍØ-2081.2008.1).
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Î ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀÕ ÂÀÆÍÎÑÒÈ Â ÇÀÄÀ×ÀÕ
ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ

Ê.Ñ. Ñîðîêèí

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîïðîñ î ñâÿçè êîýôôèöèåíòîâ â ñâåðòêàõ êðèòåðèåâ
â çàäà÷àõ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè (èëè êîýôôèöèåíòîâ âàæíîñòè, êàê èõ
íåðåäêî íàçûâàþò) è ðåçóëüòèðóþùèõ çíà÷åíèé êðèòåðèåâ ýôôåêòèâíîñòè. Ââîäèòñÿ
ôóíêöèÿ ñâåðòêè îáùåãî âèäà F : compRn×An → Rn, ýòà ôóíêöèÿ ïî êîìïàêòíîìó
ìíîæåñòâó çíà÷åíèé êðèòåðèåâ ýôôåêòèâíîñòè X ⊂ Rn è âåêòîðó êîýôôèöèåíòîâ
α ∈ An = {α = (α1, ..., αn)T | αi > 0,

∑n
i=1 αi = 1} ¾âîçâðàùàåò¿ òî÷êó xα ∈ X.

Íà ôóíêöèþ F íàêëàäûâàþòñÿ ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ:
1. ∀X ∈ compRn, ∀α ∈ An, ∃xα ∈ S(X) : xα = F (X, α) (äîñòàòî÷íîñòü)
2. ∀X ∈ compRn, ∀x ∈ S(X), ∃αx ∈ An : x = F (X,αx) (íåîáõîäèìîñòü)
3. ∀X ∈ compRn, ∀i ∈ N, i 6 n, ∀α, β ∈ An : αi > βi ⇒ Fi(X, α) > Fi(X, β)

(ìîíîòîííîñòü)
Íà ¾ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå¿ ïåðâîå è âòîðîå óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî ïåðåáèðàÿ

âñå âîçìîæíûå α ∈ An ìîæíî íàéòè âñå ìàêñèìàëüíûå ïî Ñëåéòåðó òî÷êè èç X
è òîëüêî èõ, à òðåòüå çàäàåò ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íàáîðîì êîýôôèöèåíòîâ α è òåì
xα ∈ X, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ýòîìó íàáîðó, ôàêòè÷åñêè îáîñíîâûâàÿ ñàìî íàçâàíèå
¾êîýôôèöèåíòû âàæíîñòè¿ � åñëè ëèöî, ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå, ïðè ïåðåõîäå îò
îäíîãî íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ ê äðóãîìó íå óìåíüøàåò i−óþ êîìïîíåíòó íàáîðà
êîýôôèöèåíòîâ, òî çíà÷åíèå i−îé êîìïîíåíòû êðèòåðèÿ íå ìîæåò óìåíüøèòüñÿ.

Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ F (X,α) äëÿ ñâåðòêè Êàðëèíà (ëèíåéíîé) â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî ìàêñèìóì êàæäûé ðàç äîñòèãàåòñÿ òîëüêî íà îäíîì x ∈ X, áóäåò èìåòü âèä
Fl(X,α) = argmax

x∈X

n∑
i=1

αixi, è óäîâëåòâîðÿòü òîëüêî óñëîâèþ 1; ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ
ñâåðòêè Ãåðìåéåðà (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàêñèìóì êàæäûé ðàç äîñòèãàåòñÿ òîëüêî
íà îäíîì x ∈ X): Fg(X, α) = argmax

x∈X
min

16i6n
{αixi}, â ýòîì ñëó÷àå óæå áóäóò âûïîëíÿòü-

ñÿ óñëîâèÿ 1 è 2 ïðè ñòàíäàðòíîì ïðåäïîëîæåíèè ïîëîæèòåëüíîñòè êîìïîíåíò âñåõ
âîçìîæíûõ x ∈ X). Òåì íå ìåíåå, íè îäíà èç ñâåðòîê óñëîâèþ 3 íå óäîâëåòâîðÿåò.

Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ è äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ îñíîâíàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà. Åñëè n = 2, òî ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ F , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâè-

ÿì 1�3 (è ìîæíî ïîñòðîèòü åå ÿâíûé âèä). Åñëè n > 3, òî òàêîé ôóíêöèè íå
ñóùåñòâóåò.
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Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È Î ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈÈ
ÇÀÐßÄÀ Â ÄÍÊ

À.Ñ. Ñòðåêàëîâñêèé, Â.À. Ìàêàðîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ïîëíîé ýíåðãèè â ìîäåëè ïå-
ðåíîñà çàðÿäà â ìîëåêóëå ÄÍÊ [2]:

F (x) = 〈x,Hx〉 − 1

2

n∑

i=1

ki (xi)
4 ↓ min

x
,

x ∈ X
4
= {x ∈ IRn | ϕ(x) = 0} ,





(P )

ãäå H � òðåõäèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà (n× n) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåí-
òàìè, ki > 0 i = 1, . . . n, à ϕ(x)

4
= 〈x, x〉 − 1.

Ïðèìåíÿÿ ê èñõîäíîé çàäà÷å ìåòîä øòðàôîâ [3], ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó,
ðàâíîñèëüíóþ èñõîäíîé:

Fµ(x) = 〈x,Hx〉 − 1

2

n∑

i=1

ki (xi)
4 + µϕ2(x) ↓ min

x
, x ∈ IRn. (Pµ)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è (Pµ) ÿâëÿåòñÿ d.c. ôóíêöèåé [1],
ò.å. ïðåäñòàâèìà â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ ôóíêöèé:

Fµ (x, y) = gµ (x, y)− fµ (x, y) ,

ãäå

gµ(x) = 〈x,H1x〉+ µ(
n∑

i=1

x2
i )

2, fµ(x) = 〈x,H2x〉+
1

2

n∑

i=1

ki (xi)
4 + 2µ(

n∑

i=1

x2
i )− µ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (Pµ) èñïîëüçóåòñÿ ñòðàòåãèÿ ãëîáàëüíîãî ïîèñêà, îñíîâàííàÿ
íà óñëîâèÿõ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè [1]. Îñíîâíûìè ýòàïàìè ãëîáàëüíîãî ïîèñ-
êà ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûé ïîèñê è ïðîöåäóðà âûõîäà èç ñòàöèîíàðíîé (êðèòè÷åñêîé)
òî÷êè. Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé ýêñïåðèìåíò, ïîäòâåðäèâøèé ýôôåêòèâíîñòü ðàçðàáî-
òàííûõ àëãîðèòìîâ äëÿ äàííîé çàäà÷è.
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Î ÏÎÈÑÊÅ ÃËÎÁÀËÜÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß
Â ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ ÓÏÐÀÂËÅÍÈß

À.Ñ. Ñòðåêàëîâñêèé, Ì.Â. ßíóëåâè÷

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà:

J(u) = F (x(t1)) +
∫

T

[F 0(x(t), t) + f(u(t), t)] dt ↓ min
u

, (P)

íàä ëèíåéíîé ïî ñîñòîÿíèþ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
íà êëàññå èçìåðèìûõ è îãðàíè÷åííûõ óïðàâëåíèé, ãäå T = [t0, t1] è â äîïîëíåíèå ê
îáû÷íûì ïðåäïîëîæåíèÿì äëÿ çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ÎÓ) ôóíêöèè F (·)
è F 0(·, t), t ∈ T ïðåäñòàâèìû â âèäå ðàçíîñòè âûïóêëûõ ôóíêöèé (ñì. [1,2]).

Äëÿ çàäà÷è (P) äîêàçàíû íîâûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé
îïòèìàëüíîñòè (ÓÃÎ), ïîçâîëÿþùèå â ñëó÷àå èõ íàðóøåíèÿ óëó÷øàòü ïðîöåññû ïî
çíà÷åíèþ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà. Íà îñíîâå ÓÃÎ ñòðîèòñÿ àëãîðèòì ãëîáàëüíîãî ïî-
èñêà (ÀÃÏ), âêëþ÷àþùèé â ñåáÿ ïðîöåäóðû: 1) ïîèñêà ïðîöåññà, óäîâëåòâîðÿþùåãî
ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà (ëîêàëüíûé ïîèñê), è 2) âûõîäà èç ýòîãî ïðîöåññà.
Èññëåäîâàí âîïðîñ î ñõîäèìîñòè àëãîðèòìîâ ëîêàëüíîãî è ãëîáàëüíîãî ïîèñêîâ.

Äëÿ ïðîâåðêè ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ÀÃÏ áûëî ïðîâåäåíî åãî ÷èñëåííîå òåñòè-
ðîâàíèå íà ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷àõ ÎÓ, êîòîðûå ãåíåðèðîâàëèñü ñ ïðèìåíå-
íèåì ñïåöèàëüíîé ìåòîäèêè, ñ öåëüþ ñîçäàíèÿ íàèõóäøèõ óñëîâèé äëÿ ðàáîòû àë-
ãîðèòìà. Ðåçóëüòàòû òåñòèðîâàíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò îá ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû ÀÃÏ
íà ðàññìàòðèâàåìîì êëàññå çàäà÷.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà ÐÔ (ïðîåêò ÍØ�1676.2008.1).
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ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ CES-ÔÓÍÊÖÈÉ ÏÎËÅÇÍÎÑÒÈ
ÄËß ÐÀÑ×ÅÒÀ ÈÍÄÅÊÑÎÂ ÖÅÍ

Í.È. Àéçåíáåðã

Â äîêëàäå îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâàíèÿ ôóíêöèè ïîëåçíîñòè ïîòðå-
áèòåëÿ ÷åðåç ëèíåéíî îäíîðîäíóþ ôóíêöèþ ñ ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåùåíèÿ
(CES ôóíêöèþ). Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ âåêòîðà òîâàðîâ Q = (Q1, ..., Qn) è ñîîòâåòñòâó-
þùåãî åìó âåêòîðà öåí P = (P1, ..., Pn) ôóíêöèÿ çàòðàò èìååò âèä

V (u, P ) = u

(
n∑

i=1

αiP
1−σ
i

)1/(1−σ)

, (1)

ãäå u > 0 � íåêîòîðûé äîñòèãíóòûé óðîâåíü ôóíêöèè ïîëåçíîñòè u (Q1, ..., Qn),
σ ≥ 0, σ 6= 1 � ýëàñòè÷íîñòü çàìåíû îäíîãî òîâàðà äðóãèì, αi > 0, i = 1, ..., n �
âåñîâûå êîýôôèöèåíòû, çàâèñÿùèå îò îáúåìîâ è öåí íà i-é òîâàð. Îñíîâíàÿ çàäà÷à
ïîòðåáèòåëÿ � ìèíèìèçèðîâàòü çàòðàòû ïðè çàäàííûõ öåíàõ íà óðîâíå ïîëåçíîñòè u.
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ íà âåñîâûå êîýôôèöèåíòû èíäåêñ
öåí, ñîîòâåòñòâóþùèé ôóíêöèîíàëüíîé ôîðìå (1), ïðåäñòàâèì â âèäå îáîáùåííîãî
ñðåäíåãî

I01
p =

(∑

i

γ01
i

(
P 1

i

P 0
i

)ρ)1/ρ

, (2)

ãäå γ01
i � âåñîâîé êîýôôèöèåíò, îïðåäåëÿåìûé ÷åðåç αi,

∑
i

γ01
i = 1,P 1

i è P 0
i , ρ = 1− σ

� ïàðàìåòð ñðåäíåãî. Ôîðìóëà (2) â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðè ðàçëè÷íûõ âåñîâûõ êî-
ýôôèöèåíòàõ γ01

i è ýëàñòè÷íîñòÿõ çàìåíû σ ñîâïàäàåò ñ èçâåñòíûìè ôîðìóëàìè,
ïðèìåíÿåìûìè â ñòàòèñòèêå. Â ÷àñòíîñòè ñ èíäåêñàìè Ëàñïåéðåñà, Ïààøå, Ôèøåðà,
Ñàòî-Âàðòèà è äð. Êðîìå òîãî, ïîñòðîåíèå å¼ íå òðåáóåò èíôîðìàöèè îá îáú¼ìàõ,
êîòîðóþ çà÷àñòóþ ñëîæíî ïîëó÷èòü îïåðàòèâíî. Åùå îäèí ïîëîæèòåëüíûé ìîìåíò
èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé ôîðìóëû � â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò èíäåêñà Ëàñïåéðåñà � îò-
ñóòñòâèå ñèñòåìàòè÷åñêîé îøèáêè âñëåäñòâèå íåó÷¼òà ýôôåêòà çàìåùåíèÿ ìåæäó
ïåðèîäàìè.

Ïðîáëåìîé ïðèìåíåíèÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíäåêñîâ öåí (2) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü
îöåíêè ïàðàìåòðà σ. Ýòî âîçìîæíî âûïîëíèòü òîëüêî ïðèáëèæ¼ííûìè ìåòîäàìè
÷åðåç ñîïîñòàâëåíèå ãèïîòåòè÷åñêîãî èíäåêñà îáîáùåííîãî ñðåäíåãî, ðàññ÷èòàííîãî
ñ ðàçíûìè ýëàñòè÷íîñòÿìè çàìåíû, è çíà÷åíèé èíäåêñîâ, âû÷èñëåííûõ ïðèâû÷íûìè
ñïîñîáàìè, íàïðèìåð èíäåêñîâ Ôèøåðà, Óîëøà.

Â äîêëàäå äåëàåòñÿ ïîïûòêà òàêîé îöåíêè íà íåñêîëüêèõ áàçàõ íà÷àëüíûõ äàí-
íûõ, â ò.÷. ôîíäîâûõ ðûíêîâ. Èññëåäóåòñÿ ýëàñòè÷íîñòü çàìåíû òîâàðîâ â óñëîâèÿõ
ðàçíîé èíòåíñèâíîñòè èíôëÿöèè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÃÍÔ �09-02-00278à.
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÏÎÄÕÎÄÅ Ê ÑÐÀÂÍÅÍÈÞ ÑÕÅÌ ÍÀËÎÃÎÎÁËÎÆÅÍÈß
Ñ.Ì. Àíöûç, Ñ.Ñ. Èëüèíà, Â.À. Ëàòûøåâà

Â [1] ïðè èçó÷åíèè äâóõóðîâíåâîé ëèíåéíî-ïðîãðàììíîé ìîäåëè áûëî ïîêàçàíî,
÷òî ââåäåíèå ïðîãðåññèâíîãî íàëîãà íà ïðèáûëü ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ñòàâêè íàëî-
ãà äëÿ îòäåëüíûõ ãðóïï íàëîãîïëàòåëüùèêîâ. Â [2] èññëåäîâàíà èåðàðõè÷åñêàÿ ìî-
äåëü ãîñóäàðñòâî-èíâåñòîð-ïðîèçâîäñòâî, áàçèðóþùàÿñÿ íà ìîäèôèöèðîâàííîé ìîäå-
ëè Ðàìñåÿ: Y (t) = C(t)+I(t)+N(t) = (1−χ)[(1−s(t))Y (t)+s(t)Y (t)]+χY (t), 0 ≤ s(t) ≤
1, ãäå âûïóñê Y (t) = F (K(t)) äåëèòñÿ íà ïîòðåáëåíèå C, èíâåñòèöèè I è íàëîã N , s �
äîëÿ èíâåñòèöèé, χ � ñòàâêà íàëîãà, K � êàïèòàë. Óñòàíîâëåíî, ÷òî îïòèìàëüíàÿ äëÿ
ãîñóäàðñòâà âåëè÷èíà ñòàâêè íàëîãà (ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåêîòîðûì óñëîâèÿì) â ìîäåëè ñ ïðîãðåññèâíûì íàëîãîì (χ = χ2Y ) îêàçûâàåòñÿ
ìåíüøå, ÷åì â ìîäåëè ñ ïëîñêîé øêàëîé íàëîãîîáëîæåíèÿ (χ = χ1 = const).

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ìîäåëè ñ ïðîèçâîäñòâåííîé ôóíêöèåé F (K) = aKb

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ a ≥ 0; 0 ≤ b ≤ 1 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî â îãðàíè÷åíèÿõ íà ðîñò
êàïèòàëà: K̇(t) = (1 − χ)sF (K(t)) − µK(t) K(0) = K0 > 0; K(T ) ≥ KT > 0, ãäå T
� çàäàííûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè, äîëÿ àìîðòèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò îáúåìà
êàïèòàëà: µ = αKβ(t); (β ≤ 0). Íàéäåíà çàâèñèìîñòü ïàðàìåòðîâ s è χ îò çíà÷åíèé
âåëè÷èí a, b, α, β è T äëÿ îáåèõ ñõåì íàëîãîîáëîæåíèÿ. Ýòî ïîçâîëÿåò ôîðìàëèçîâàòü
óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ òà èëè èíàÿ ñõåìà ïðåäïî÷òèòåëüíåé.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü àïïðîêñèìàöèè ïðîèçâîëüíîé íåîêëàññè÷å-
ñêîé ôóíêöèè ϕ(K) ôóíêöèåé âèäà

n∑
i=1

aiK
b. Äàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîçâîëèò ðàñ-

ïðîñòðàíèòü ðåçóëüòàòû, ñïðàâåäëèâûå äëÿ ôóíêöèè âèäà aKb, íà ëþáóþ íåîêëàñ-
ñè÷åñêóþ ïðîèçâîäñòâåííóþ ôóíêöèþ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ � 07-06-00363, ãðàíòîì ÐÃÍÔ � 09-02-00337
è ãðàíòîì Ïðåçèäåíòà ÐÔ � ÍØ-4113.2008.6.
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ëîæåíèÿ // Ñèáèðñêèé æóðíàë èíäóñòðèàëüíîé ìàòåìàòèêè. � 2006. � Ò. IX, N 3(27).
� Ñ. 139-147.
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ÌÀÊÑÈÌÈÇÀÖÈß ÝÔÔÅÊÒÈÂÍÎÑÒÈ ÐÅÊËÀÌÍÛÕ ÇÀÒÐÀÒ
È.À. Áûêàäîðîâ

Â [1] ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ìîäåëèðóþùàÿ äèíàìèêó
ðåêëàìíîé äåÿòåëüíîñòè ôèðìû ñ öåëüþ ìàêñèìèçàöèè åå ýôôåêòèâíîñòè. Ïðåä-
ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðåäïðèíèìàåìûå ôèðìîé ðåêëàìíûå óñèëèÿ (óïðàâëåíèå ìîäåëè),
ñïîñîáñòâóþò óâåëè÷åíèþ åå ãóäâèëà [4], êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîëîæèòåëüíî
âëèÿåò íà ïðîöåññ ïðîäàæè. Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ èíäåêñà ýôôåêòèâíîñòè
ôèðìû, êîòîðûé âû÷èñëÿåòñÿ êàê îòíîøåíèå ìåæäó äîõîäîì è çàòðàòàìè ôèðìû.
Ìîäåëü ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à äðîáíîãî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ [5], äëÿ åå
ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîäõîä [3].

Â äîêëàäå ïðèâîäÿòñÿ îáîáùåíèÿ è ìîäèôèêàöèè ìîäåëè èç [1]. Â ÷àñòíîñòè,

• óðîâåíü ïðîäàæ ðàññìàòðèâàåòñÿ ÿâíî, â êà÷åñòâå ôàçîâîé ïåðåìåííîé;

• èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé íåñêîëüêèõ âèäîâ ðåêëàìû.

Êðîìå òîãî, ïðåäëàãàåòñÿ äðóãîé ïàðàìåòðè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷è, íå
èñïîëüçóþùèé èäåè [3]. Ïðè ýòîì îêàçûâàåòñÿ âîçìîæíûì áîëåå ýôôåêòèâíî ïðî-
âåðÿòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ îáùíîñòè ïîëîæåíèÿ, à òàêæå èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû
[2] î òèïå îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé è î òî÷íîì ÷èñëå ïåðåêëþ÷åíèé â ðåëåéíîì îï-
òèìàëüíîì óïðàâëåíèè.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÃÍÔ (ïðîåêò 09-02-00337) è Ñîâå-
òà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà ÐÔ è ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë
(ïðîåêò ÍØ-4113.2008.6).
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÌÀÐÊÅÒÈÍÃÀ Â ÑÒÐÓÊÒÓÐÅ
�ÏÐÎÈÇÂÎÄÈÒÅËÜ - ÏÎÑÐÅÄÍÈÊ - ÏÎÒÐÅÁÈÒÅËÜ�

È.À. Áûêàäîðîâ

Èññëåäóåòñÿ íåëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü öåíîîáðàçîâàíèÿ â ñòðóêòóðå �ïðî-
èçâîäèòåëü � ïîñðåäíèê � ïîòðåáèòåëü� : ïðîèçâîäèòåëü ïðèâëåêàåò ïîñðåäíèêà,
ïðåäîñòàâëÿÿ åìó òîâàð ñ òîðãîâûì äèñêîíòîì; ÷àñòü òîðãîâîãî äèñêîíòà, pass-
through, èñïîëüçóåòñÿ ïîñðåäíèêîì äëÿ ñíèæåíèÿ ðîçíè÷íîé öåíû òîâàðà.

Â [1, 3] ðàññìàòðèâàëñÿ îïòèìèçàöèîííûé âàðèàíò ìîäåëè, â êîòîðîì ïðîèçâîäè-
òåëü ìàêñèìèçèðóåò ïðèáûëü ïðè ïîñòîÿííîì pass-through.

Â [2] èçó÷àëñÿ ðàâíîâåñíûé âàðèàíò: öåëåâûìè ôóíêöèîíàëàìè ÿâëÿþòñÿ ïðèáû-
ëè ïðîèçâîäèòåëÿ è ïîñðåäíèêà.

Â äîêëàäå ðàçâèâàþòñÿ ðåçóëüòàòû [1 � 3]. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ
èçìåíåíèÿ äèñêîíòíûõ ïîëèòèê:

• èçó÷åíû ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè è (îáîáùåííîé) âîãíóòîñòè öåëåâûõ ôóíêöèî-
íàëîâ (ðàññìàòðèâàåìûõ êàê ôóíêöèè îò óðîâíåé òîðãîâîãî äèñêîíòà è pass-
through);

• íàéäåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèé ïî Íýøó è Øòàêåëüáåðãó;

• âûÿâëåíû êîìáèíàöèè ïàðàìåòðîâ (èíäèêàòîðû), çíàê êîòîðûõ îäíîçíà÷íî óêà-
çûâàåò, êîãäà ïðîèçâîäèòåëþ è ïîñðåäíèêó âûãîäíî áîðîòüñÿ çà ïðàâî áûòü
ëèäåðîì èëè âåäîìûì (ïðè �øòàêåëüáåðãîâñêîì� âçàèìîäåéñòâèè);

• îïèñàíû ñèòóàöèè, êîãäà âîçìîæåí ïåðåñìîòð ñîãëàøåíèÿ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÃÍÔ (ïðîåêò 09-02-00337) è Ñîâå-
òà ïî ãðàíòàì Ïðåçèäåíòà ÐÔ è ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë
(ïðîåêò ÍØ-4113.2008.6).
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ÏÐÎÃÍÎÇÈÐÎÂÀÍÈÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ
ÌÅÆÎÒÐÀÑËÅÂÎÃÎ ÁÀËÀÍÑÀ

À.Ñ. Âåëè÷êî

Ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ðàçâèòèÿ îòäåëüíûõ ðåãèîíîâ èëè ñòðàíû â öåëîì ñ èñïîëü-
çîâàíèåì ìåæîòðàñëåâûõ ìîäåëåé Ëåîíòüåâà â óñëîâèÿõ íåïîëíîòû ñòàòèñòè÷åñêèõ
äàííûõ âîçíèêàåò çàäà÷à ïîëó÷åíèÿ íàèáîëåå âåðîÿòíûõ îöåíîê ìàòðèöû òåõíîëî-
ãè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ. Â ñëó÷àå èçâåñòíîé îòðàñëåâîé ñòðóêòóðû âàëîâîé äîáàâ-
ëåííîé ñòîèìîñòè è êîíå÷íîãî ñïðîñà â ðàìêàõ ïîäõîäà ýíòðîïèéíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
[3] äàííûé ïðîãíîç äëÿ ðåãèîíà j ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ îïòè-
ìèçàöèîííîé çàäà÷è [4]

−∑
r,p

arp
j ln(arp

j /αrp
j ) → max

arp
j

,

xr
j =

∑
p

arp
j xp

j + yr
j , x

p
j =

∑
r

arp
j xp

j + wp
j , a

rp
j ≥ ε > 0,

ãäå arp
j � ïðîãíîçèðóåìûå êîýôôèöèåíòû ïðÿìûõ çàòðàò äëÿ ïàðû îòðàñëåé r, p,
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j � èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ çà íåêîòîðûé áàçîâûé ãîä, yr

j � êîíå÷íûé
ñïðîñ íà ïðîäóêòû îòðàñëåé, wp

j � äîáàâëåííàÿ ñòîèìîñòü îòðàñëåé. Öåëåâàÿ ôóíê-
öèÿ çàäà÷è îòðàæàåò ìåðó íåîïðåäåëåííîñòè ïðè ðåàëèçàöèè íàáîðà arp

j â óñëîâèÿõ
àïðèîðíîé èíôîðìàöèè î ðåàëèçàöèÿõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ αrp

j .
Â äàííîé ðàáîòå óêàçàííàÿ ìåòîäèêà áûëà ïðèìåíåíà äëÿ ðîññèéñêîé ýêîíîìèêè

â öåëîì ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ Ðîññòàòà. Òî÷íîñòü ïðîãíîçèðîâàíèÿ îïðåäåëÿ-
ëàñü ïóòåì ñðàâíåíèÿ ïîëó÷åííûõ îöåíîê ñ ôàêòè÷åñêèìè äàííûìè òàáëèö �çàòðàòû-
âûïóñê�, ïóáëèêóåìûõ Ðîññòàòîì ñ 3-õ ëåòíåé çàäåðæêîé.

Ñ ó÷åòîì èíòåðâàëüíîñòè çíà÷åíèé âåêòîðà îòðàñëåâîé ñòðóêòóðû äîáàâëåííîé
ñòîèìîñòè è âåêòîðà êîíå÷íîãî ñïðîñà äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è èñïîëüçîâàí ïîäõîä óíè-
âåðñàëüíûõ ðåøåíèé [1]. Ïîõîæàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàññìàòðèâàëàñü Ì.Ì. Àëáåãî-
âûì â ðàáîòå [2].

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå Ïðîãðàììû Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ �26.
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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÏÎÄÕÎÄÛ Ê ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÈÑÊÎÂ
Â ÓÑËÎÂÈßÕ ÂÛÑÎÊÎÉ ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈ

Ä.Â. Äàâûäîâ, À.Â. Äæèãèìîí

Îäíîé èç âàæíûõ ïðîáëåì ôîðìàëèçàöèè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé â óñëîâèÿõ íåïîë-
íîé èíôîðìàöèè ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå, èçìåðåíèå è îïòèìèçàöèÿ ðèñêîâ âûáîðà òåõ
èëè èíûõ ðåøåíèé. Áîëüøèíñòâî ðàáîò â äàííîé îáëàñòè òàê èëè èíà÷å ñâÿçàíî ñ
âåðîÿòíîñòíîé òðàêòîâêîé â îòíîøåíèè íåîïðåäåëåííûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè [2]. Âìå-
ñòå ñ òåì, ìîæíî âûäåëèòü êëàññ íåîïðåäåëåííîñòè èíòåðâàëüíîãî òèïà, â óñëîâèÿõ
êîòîðîé èçâåñòíû ëèøü ãðàíèöû ïàðàìåòðîâ, íî íå èõ ðàñïðåäåëåíèÿ âíóòðè ãðàíèö.

Â äàííîì äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ îïðåäåëåíèÿ è ñâîéñòâà ðàçëè÷íûõ ìåð ðèñêà
â óñëîâèÿõ èíòåðâàëüíîé íåîïðåäåëåííîñòè. Â çàâèñèìîñòè îò òðàêòîâêè ìåðà ðèñ-
êà îöåíèâàåòñÿ èíòåãðàëüíî äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ àëüòåðíàòèâ, ëèáî êàê ôóíêöèÿ,
ñîïîñòàâëÿþùàÿ âåëè÷èíó ðèñêà êàæäîé äîïóñòèìîé àëüòåðíàòèâå. Â ÷àñòíûõ ñëó-
÷àÿõ ïðåäëàãàåòñÿ ïåðåéòè ê îïèñàíèþ ðèñêà â ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ. Ðàññìàòðè-
âàåìûå ôóíêöèè ðèñêà òðåáóþò íàõîæäåíèÿ ìåðû ìíîæåñòâà ðèñêîâûõ èñõîäîâ è
äîñòàòî÷íî ñëîæíû ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Ñ öåëüþ óïðîùåíèÿ èñïîëüçó-
þòñÿ âíóòðåííèå íåóëó÷øàåìûå àïïðîêñèìàöèè [1] ïðîñòûìè ìíîæåñòâàìè (êóáîì,
ïàðàëëåëåïèïåäîì, ýëëèïñîèäîì), ÷òî ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ âåðõíåé îöåíêè ôóíê-
öèè ðèñêà. Ïðèâîäÿòñÿ àëãîðèòìû è ÷èñëåííûå ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé ðèñêà
íà ðåàëüíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ äàííûõ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÄÂÎ ÐÀÍ � 09-III-Â-01-019.
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ÊÂÀÇÈÑÒÀÖÈÎÍÀÐÍÛÅ ÐÅØÅÍÈß Â ÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÕ
ÌÎÄÅËßÕ ÝÊÎÍÎÌÈÊÈ

Í.Ï. Äåìåíòüåâ

Â àíàëèçå ìîäåëåé äèíàìèêè âàæíóþ ðîëü èãðàþò ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ. Îäíà-
êî ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò ëèøü â ìîäåëÿõ ñ ïîñòîÿííûìè âî âðåìå-
íè òåõíîëîãè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè. Íàìè îïèñàíî íåñêîëüêî êëàññîâ äèíàìè÷åñêèõ
ìîäåëåé ñ ïåðåìåííûìè ïàðàìåòðàìè, â êîòîðûõ ìîæíî âûäåëèòü îñîáûå ðåøåíèÿ,
ñîõðàíÿþùèå íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé (ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åí-
íîñòü, íàïðèìåð). Íèæå â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâîäèòñÿ ïðîñòåéøèé èç òàêèõ êëàñ-
ñîâ.

Ðàññìîòðèì äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó èç n óðàâíåíèé

xt+1 = f(at, xt), t = ...,−2,−1, 0, 1, 2, ..., (1)

â êîòîðîé çàäàíû âåêòîð-ôóíêöèÿ f = (f1 , ..., fn) è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m-ìåðíûõ
òåõíîëîãè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ at ∈ Rm .

Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà a∗ ∈ Rm óðàâíåíèå x = f (a∗, x ) èìååò ðåøåíèå x ∗.
Òîãäà xt ≡ x ∗ � ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) ïðè at ≡ a∗.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñèñòåìó (1) ñ ïàðàìåòðàìè at , êîòîðûå ïåðåìåííû âî âðåìå-
íè, íî áëèçêè ê a∗ (ò.å. ëåæàò â íåêîòîðîé ìàëîé îêðåñòíîñòè a∗). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìîäóëè âñåõ ñîáñòâåííûõ ìàòðèö ßêîáè ∂f/∂x â òî÷êå x ∗ íå ðàâíû åäèíèöå
(ò.å. x ∗ � ãèïåðáîëè÷åñêàÿ òî÷êà). Òîãäà â ñèñòåìå (1) ñ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé
ôóíêöèåé f ñóùåñòâóåò ðåøåíèå x ∗t , ëåæàùåå â ìàëîé îêðåñòíîñòè ñòàöèîíàðíîãî
ðåøåíèÿ x ∗. Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà òåîðåìó î íåÿâíûõ ôóíêöèÿõ â áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ïðîãðàììîé ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Ïðåçèäèóìà ÐÀÍ
ïî ýêîíîìè÷åñêèì ïðîáëåìàì ñîâðåìåííîãî òåõíîëîãè÷åñêîãî ïðîãðåññà.

Äåìåíòüåâ Íèêîëàé Ïàâëîâè÷,
Èíñòèòóò ýêîíîìèêè è îðãàíèçàöèè ïðîìûøëåííîãî ïðîèçâîäñòâà ÑÎ ÐÀÍ,
ïð. Àêàäåìèêà Ëàâðåíòüåâà, 17, Íîâîñèáèðñê, 630090, Ðîññèÿ, òåë. (383) 330-35-36.
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Î ÐÀÄÈÓÑÅ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÐÀÂÍÎÂÅÑÍÎÉ ÑÈÒÓÀÖÈÈ
Â ÊÎÍÅ×ÍÎÉ ÈÃÐÅ Ñ ÎÁÎÁÙÅÍÍÎÉ ÊÎÍÖÅÏÖÈÅÉ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß

(¾ÎÒ ÏÀÐÅÒÎ ÄÎ ÍÝØÀ¿) Â ÌÅÒÐÈÊÅ Ã�ËÜÄÅÐÀ
Â.À. Åìåëè÷åâ, Î.Â. Êàðåëêèíà

Ðàññìîòðèì êîíå÷íóþ êîàëèöèîííóþ èãðó â íîðìàëüíîé ôîðìå ñ ïàðàìåòðè÷åñ-
êîé êîíöåïöèåé ðàâíîâåñèÿ. Ïóñòü Xi ⊂ R � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñòðàòåãèé èãðîêà
i ∈ Nn = {1, 2, . . . , n}, n ≥ 2, fi(x) = Cix � ôóíêöèÿ âûèãðûøà èãðîêà i, îïðåäåëåí-
íàÿ íà ìíîæåñòâå ñèòóàöèé X =

∏
i∈Nn

Xi, Ci � i-ÿ ñòðîêà ìàòðèöû C ∈ Rn×n, x =
(x1, x2, . . . , xn)T , xi ∈ Xi.

Äëÿ âñÿêîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà (êîàëèöèè èãðîêîâ) I ⊆ Nn ââåäåì íà ìíî-
æåñòâå ñèòóàöèé X áèíàðíîå îòíîøåíèå Ω(I) ïî ïðàâèëó:

x Ω(I) x′ ⇔
{

CIx ≺
P

CIx
′ & xNn\I = x′Nn\I , åñëè I 6= Nn,

Cx ≺
P

Cx′, åñëè I = Nn.

Çäåñü ≺
P
− áèíàðíîå îòíîøåíèå îïòèìàëüíîñòè ïî Ïàðåòî â ïðîñòðàíñòâå R|I|,

CI − ïîäìàòðèöà ìàòðèöû C, ñîñòîÿùàÿ èç ñòðîê ñ íîìåðàìè êîàëèöèè I,
xJ = (xi1 , xi2 , . . . , xik), J = {i1, i2, . . . , ik} ⊆ Nn, i1 < i2 < · · · < ik.

Ïóñòü I1, I2, . . . , Is − ðàçáèåíèå èãðîêîâ Nn íà s íåïåðåñåêàþùèõñÿ êîàëèöèé. Ïîä
(I1, I2, . . . , Is)-îïòèìàëüíîé (èëè, èíà÷å, îáîáùåííî-îïòèìàëüíîé) ñèòóàöèåé áóäåì
ïîíèìàòü ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà

Qn(C, I1, I2, . . . , Is) = {x ∈ X : ∀r ∈ Ns ∀x′ ∈ X (x Ω(Ir) x′) },

ãäå Ω(Ir)− îòðèöàíèå áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ Ω(Ir). Òåì ñàìûì, ïðè s = 1 Qn(C, Nn) −
ìíîæåñòâî Ïàðåòî, à ëþáàÿ ñèòóàöèÿ x ∈ Qn(C, {1}, {2}, . . . , {n}) (ïðè s = n) ÿâëÿ-
åòñÿ ñèòóàöèåé ðàâíîâåñèÿ ïî Íýøó (èëè ðàâíîâåñíîé). Ïîä ðàäèóñîì óñòîé÷è-
âîñòè (I1, I2, . . . , Is)-îïòèìàëüíîé ñèòóàöèè x0 èãðû ñ ìàòðèöåé C áóäåì ïîíèìàòü
ïðåäåëüíûé óðîâåíü âîçìóùåíèé ýëåìåíòîâ ìàòðèöû C â ïðîñòðàíñòâå Rn×n ñ ìåòðè-
êîé Ã¼ëüäåðà lp, ñîõðàíÿþùèõ óêàçàííóþ îïòèìàëüíîñòü x0. Ïîëó÷åíà ñëåäóþùàÿ
ôîðìóëà ðàäèóñà óñòîé÷èâîñòè ñèòóàöèè x0 = (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n)T ∈ Qn(C, I1, I2, . . . , Is),

ñïðàâåäëèâàÿ ïðè ëþáûõ 1 ≤ p ≤ ∞, 1 ≤ s ≤ n, n ≥ 2:

ρn
p (x0, C, I1, I2, . . . , Is) = min

r∈Ns

min
z∈XIr\{x0

Ir
}

||[Cr(x0
Ir
− z)]+||p

||xIr − z||q ,

ãäå XI =
∏

j∈I Xj, 1/p + 1/q = 1, çíàê ” + ” îçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíóþ ñðåçêó âåêòî-
ðà, Cr � êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Ñ, íàõîäÿùèõñÿ íà
ïåðåñå÷åíèè ñòðîê è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè èç Ir.

Åìåëè÷åâ Âëàäèìèð Àëåêñååâè÷, Êàðåëêèíà Îëüãà Âëàäèìèðîâíà,
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ÐÀÂÍÎÂÅÑÈÅ ÍÝØÀ ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÅÍÍÛÕ ÏËÀÍÎÂ
Â.È. Çîðêàëüöåâ, Ì.À. Êèñåëåâà

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ñîãëàñîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâåííûõ ïëàíîâ íåñ-
êîëüêèõ ïðåäïðèÿòèé â ñëó÷àå, êîãäà óäåëüíûå çàòðàòû îòäåëüíûõ òåõíîëîãèé äàí-
íîãî ïðåäïðèÿòèÿ çàâèñÿò îò èíòåíñèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ýòîé òåõíîëîãèè äðóãèìè
ïðåäïðèÿòèÿìè. Êàæäîå ïðåäïðèÿòèå ñòðåìèòñÿ âûáðàòü òàêîé ïëàí èíòåíñèâíîñòåé
èñïîëüçîâàíèÿ òåõíîëîãèè èç äîïóñòèìûõ, êîòîðûé èìåë áû ìèíèìàëüíûå çàòðàòû.
Ïîñêîëüêó èçäåðæêè êàæäîãî ïðåäïðèÿòèÿ çàâèñÿò îò èíòåíñèâíîñòåé èñïîëüçîâà-
íèÿ òåõ æå òåõíîëîãèé äðóãèìè ïðåäïðèÿòèÿìè, òî ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðîáëåìà ïðå-
äñòàâëÿåòñÿ â âèäå íàáîðà âçàèìîñâÿçàííûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî åñëè êàêîå-ëèáî ïðåäïðèÿòèå èìååò âîçìîæíîñòü
óëó÷øèòü ñâîé ïëàí çà ñ÷åò èçìåíåíèÿ òîëüêî âûáèðàåìûõ ýòèì ïðåäïðèÿòèåì ïàðà-
ìåòðîâ (ïðè íåèçìåííûõ èíòåíñèâíîñòÿõ èñïîëüçîâàíèÿ òåõíîëîãèè äðóãèìè ïðåä-
ïðèÿòèÿìè), òî îíî îñóùåñòâèò ýòó âîçìîæíîñòü. Ïîýòîìó èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò
îïðåäåëåíèå ðàâíîâåñíûõ ïî Íýøó ïëàíîâ ïðåäïðèÿòèé, ò.å. ñèòóàöèè, êîãäà íè ó
îäíîãî èç ïðåäïðèÿòèé íåò óêàçàííîé âîçìîæíîñòè óëó÷øåíèÿ ñâîåãî ïëàíà. Äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà îãðàíè÷åíèÿ â ìîäåëÿõ ïðåäïðèÿòèé ëèíåéíûå, à óäåëüíûå çàòðàòû
íà òåõíîëîãè÷åñêèå ñïîñîáû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè âîçðàñòàþùèìè ôóíêöèÿìè îò
ñóììàðíûõ èíòåíñèâíîñòåé èñïîëüçîâàíèÿ äàííîé òåõíîëîãèè âñåìè ïðåäïðèÿòèÿ-
ìè, äîêàçàíî, ÷òî ïðîáëåìà ïîèñêà íàáîðà ðàâíîâåñíûõ ïî Íýøó ïëàíîâ ïðåäïðèÿ-
òèé ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å âûïóêëîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ýòî, â ñëó÷àå
ñîâìåñòíîñòè îãðàíè÷åíèé êàæäîãî èç ïðåäïðèÿòèé, äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå è
åäèíñòâåííîñòü ðàâíîâåñèÿ Íýøà, à òàêæå äàåò êîíñòðóêòèâíûé ïóòü åãî íàõîæäå-
íèÿ. Äëÿ ïîëó÷åííîé çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äàåòñÿ ýêîíîìè÷å-
ñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ.

Èññëåäóåìàÿ ïðîáëåìà ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå ìîäåëè ñîãëàñîâàíèÿ
ïðîèçâîäñòâåííûõ ïëàíîâ ó÷àñòíèêîâ ýêîíîìè÷åñêèõ îòíîøåíèé, â êà÷åñòâå êîòîðûõ
ìîãóò âûñòóïàòü ôèðìû, ïðåäïðèÿòèÿ, èõ ïîäðàçäåëåíèÿ èëè ÷àñòíûå ëèöà. Îáùèì
ðåñóðñîì ìîæåò áûòü ñîâìåñòíî èñïîëüçóåìûé ïðèðîäíûé ðåñóðñ, òðàíñïîðòíàÿ èí-
ôðàñòðóêòóðà (òðóáîïðîâîäû, ëèíèè ýëåêòðîïåðåäà÷, æåëåçíîäîðîæíûé òðàíñïîðò,
ñèñòåìû òåïëîñíàáæåíèÿ), îñîáûé âèä òåõíèêè èëè ðàáî÷àÿ ñèëà äàííîé êâàëèôè-
êàöèè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ � 09-02-00278à.
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ÐÀÂÍÎÂÅÑÍÛÅ ÌÎÄÅËÈ ÐÛÍÊÀ
ÃÎÐÎÄÑÊÈÕ ÏÀÑÑÀÆÈÐÑÊÈÕ ÏÅÐÅÂÎÇÎÊ

Ì.Å. Êîðÿãèí

Îðãàíèçàöèÿ ïåðåìåùåíèÿ íàñåëåíèÿ ãîðîäà ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ñîöèàëüíî - ýêî-
íîìè÷åñêîé ïðîáëåìîé. Îñíîâíîé ñòðàòåãèåé ïàññàæèðà ÿâëÿåòñÿ âûáîð ìåæäó ñïî-
ñîáàìè ïåðåìåùåíèé [2] (íàïðèìåð, ëåãêîâîé àâòîìîáèëü èëè ÃÏÒ) è ìàðøðóòàìè.
Ñòðàòåãèÿ ìóíèöèïàëüíûå îðãàíîâ âëàñòè ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ïðàâèë ðàáîòû îïå-
ðàòîðîâ ïàññàæèðñêîãî òðàíñïîðòà. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò òðè ó÷àñòíèêà ðûíêà
ãîðîäñêèõ ïàññàæèðñêèõ ïåðåâîçîê (ïàññàæèðû, òðàíñïîðòíûå îïåðàòîðû, ìóíèöè-
ïàëüíûå îðãàíû âëàñòè) ñ ðàçëè÷íûìè öåëÿìè è ñòðàòåãèÿìè, ïîýòîìó íåîáõîäèìî
ïîñòðîèòü íàáîð ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ðûíîê ãîðîäñêèõ ïàññà-
æèðñêèõ ïåðåâîçîê íà îñíîâå òåîðèè èãð.

Îñîáîå çíà÷åíèå èìååò äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ ðàâíîâåñèÿ Íýøà. Â [1, 2]
äëÿ äâóõ ìîäåëåé äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ðàâíîâåñèÿ â ñëó÷àå êîíêóðåíöèè òðàíñ-
ïîðòíûõ îïåðàòîðîâ çà ïàññàæèðîïîòîêè. Ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è ïðè óñëî-
âèè ôóíêöèîíèðîâàíèÿ äâóõ âèäîâ ïàññàæèðñêîãî òðàíñïîðòà è äâóõ êàòåãîðèé íà-
ñåëåíèÿ. Ïóñòü µ0 � èíòåíñèâíîñòü äâèæåíèÿ ìóíèöèïàëüíîãî òðàíñïîðòà, à µ1 �
÷àñòíîãî ìàðøðóòíîãî ïàññàæèðñêîãî òðàíñïîðòà. Ó÷èòûâàÿ òî, ÷òî ëüãîòíûå êà-
òåãîðèè íàñåëåíèÿ ïðåäïî÷èòàþò ìóíèöèïàëüíûé òðàíñïîðò, òî T0(µ0) � ñóììàðíàÿ
ñòîèìîñòü ïîòåðÿííîãî ëüãîòíûìè êàòåãîðèÿìè íàñåëåíèÿ âðåìåíè ïðè ïåðåìåùå-
íèè, à T1(µ0, µ1) � ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ïîòåðÿííîãî âðåìåíè ïàññàæèðîâ, íå èìå-
þùèõ ëüãîò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C0(µ0) çàòðàòû ìóíèöèïàëüíîãî òðàíñïîðòà, à ÷åðåç
C1(µ1) � ÷àñòíîãî òðàíñïîðòà.

Ñòðàòåãèåé òðàíñïîðòíûõ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ èíòåíñèâíîñòü åãî äâèæåíèÿ, à
êðèòåðèåì � ïðèáûëü H1. Äëÿ ìóíèöèïàëüíûõ âëàñòåé íåîáõîäèìî ñíèçèòü ïîòåðè
íàñåëåíèÿ ïðè ïåðåìåùåíèè, íî ñ äðóãîé ñòîðîíû âàæíî ñîêðàùàòü òðàíñïîðòíûå
ðàñõîäû. Ñòðàòåãèåé ÿâëÿåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåíñèâíîñòü äâèæåíèÿ ìóíèöè-
ïàëüíîãî òðàíñïîðòà, à êðèòåðèåì � ñóììàðíûå ïîòåðè òðàíñïîðòà è íàñåëåíèÿ

F = T0(µ0) + T1(µ0, µ1) + C0(µ0) + C1(µ1).

Òàêèì îáðàçîì, èãðà èìååò âèä Γ 〈2, µ0, µ1,−F, H1〉. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïîòîê
òðàíñïîðòà ïðîñòåéøèé, èãðà èìååò ñèòóàöèþ ðàâíîâåñèÿ Íýøà, ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî
÷àñòíûõ òðàíñïîðòíûõ îïåðàòîðîâ ìîæåò áûòü ëþáûì [1].
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ÌÎÄÅËÜ ÎÖÅÍÊÈ ÊÐÅÄÈÒÍÛÕ ÐÈÑÊÎÂ ÊÎÐÏÎÐÀÒÈÂÍÎÃÎ ÊËÈÅÍÒÀ
À.Þ. Êóäðÿøîâà

Óïðàâëåíèþ êðåäèòíûìè ðèñêàìè â ôèíàíñîâûõ ó÷ðåæäåíèÿõ â ïåðèîä ýêîíîìè-
÷åñêîãî êðèçèñà óäåëÿåòñÿ ïîâûøåííîå âíèìàíèå. Âî èçáåæàíèå ïîòåðü, ñâÿçàííûõ
ñ ðåçêèì óõóäøåíèåì êà÷åñòâà êðåäèòíîãî ïîðòôåëÿ, áàíêè âñå áîëåå îòâåòñòâåííî
è âçâåøåííî ïîäõîäÿò ê îöåíêå êðåäèòíûõ ðèñêîâ. Êà÷åñòâî ýòîé îöåíêè çàâèñèò
îò âûáîðà ìåòîäèêè, ñâîåâðåìåííîãî ðåàãèðîâàíèÿ íà èçìåíåíèå ôèíàíñîâîãî ñîñòî-
ÿíèÿ êëèåíòà, à òàêæå îò àíàëèçà êà÷åñòâà ïðîèçâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ è êîððåêöèè
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ â çàâèñèìîñòè îò ïðîÿâëåííîé çàåìùèêàìè êðåäèòíîé äèñ-
öèïëèíû. Ïðåäëîæåííàÿ â äîêëàäå ìîäåëü ðåàëèçóåò íå òîëüêî âîçìîæíîñòü íåïî-
ñðåäñòâåííîãî àíàëèçà êðåäèòíîãî ðèñêà â îòíîøåíèè êîðïîðàòèâíîãî êëèåíòà, íî è
âîçìîæíîñòü êîððåêòèðîâêè èñõîäíûõ äàííûõ ìîäåëè â ñîîòâåòñòâèè ñ íàêîïëåííîé
èíôîðìàöèåé î êðåäèòíîé èñòîðèè ïðîàíàëèçèðîâàííûõ çàåìùèêîâ.

Öåëåñîîáðàçíîñòü äàííîãî ïîäõîäà ñâÿçàíà ñ òåì, ÷òî âûÿâëåíèå ôàêòîâ çàâû-
øåíèÿ îöåíîê, âûñòàâëåííûõ êëèåíòó â ðåçóëüòàòå àíàëèçà, ïðè íàðóøåíèè çàåìùè-
êîì êðåäèòíîé äèñöèïëèíû ãîâîðèò î íåêîòîðîì íåñîîòâåòñòâèè óðîâíÿ çíà÷èìîñòè,
ïðèñâîåííîãî òîìó èëè èíîìó ïîêàçàòåëþ, åãî äåéñòâèòåëüíîìó âëèÿíèþ íà êà÷åñòâî
èñïîëíåíèÿ çàåìùèêîì ñâîèõ îáÿçàòåëüñòâ. Òàêèì îáðàçîì, ïåðâîíà÷àëüíàÿ ìîäåëü
îöåíêè êðåäèòíûõ ðèñêîâ ïîäâåðãàåòñÿ èçìåíåíèþ â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè
ìîíèòîðèíãà êà÷åñòâà âûïîëíåíèÿ çàåìùèêîì ñâîèõ îáÿçàòåëüñòâ ïåðåä áàíêîì.

Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà äëÿ êîððåêòèðîâêè èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ
ìîäåëè èñïîëüçîâàí íåéðîñåòåâîé ïîäõîä. Â äîêëàäå ïðåäëîæåí è ðåàëèçîâàí àë-
ãîðèòì îáó÷åíèÿ íåéðîííîé ñåòè ñ ó÷èòåëåì, ãäå â êà÷åñòâå îáó÷àþùèõ âûáîðîê
èñïîëüçóåòñÿ íàêîïëåííàÿ áàçà äàííûõ ïî ïðåäïðèÿòèÿì, âõîäÿùèì â êðåäèòíûé
ïîðòôåëü ôèíàíñîâîé îðãàíèçàöèè. Äëÿ òåñòèðîâàíèÿ è äåìîíñòðàöèè ðàáîòû ïðåä-
ëîæåííîé ìîäåëè â ñðåäå âèçóàëüíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ C++ Builder 6.0 ðàçðàáî-
òàíî ïðèëîæåíèå ñ ãðàôè÷åñêèì èíòåðôåéñîì.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàçðàáîòêà ïðîöåäóðû ñâîåîáðàçíîãî "ñòðåññ-
òåñòèðîâàíèÿ", ïîçâîëÿþùåãî ïîëó÷àòü áîëåå îïåðàòèâíûå äàííûå î òåêóùåì ñîñòî-
ÿíèè êëèåíòà ïóòåì îïðåäåëåíèÿ äëÿ êîíêðåòíîãî çàåìùèêà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
îñíîâíûõ ïîêàçàòåëåé ôèíàíñîâîé äåÿòåëüíîñòè, ïðè ïåðåñå÷åíèè êîòîðûõ âåðîÿò-
íîñòü äåôîëòà ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò èëè ïðèáëèæàåòñÿ ê 100%.
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÎÌ ÌÅÒÎÄÅ ÐÅØÅÍÈß
ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÇÀÄÀ× ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀ

Î.Â. Ìåäâåäêî

Â [1] ïðåäëîæåíà ìîäåëü ïëàíèðîâàíèÿ, â êîòîðîé ïðè çàäàííîé íîðìå ðèñêà îïðå-
äåëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ïðèáûëü è îïòèìàëüíàÿ íîìåíêëàòóðà âûïóñêà â óñëîâèÿõ
äèíàìè÷åñêîé ýêîíîìèêè ïðè íåîïðåäåëåííîñòè öåí íà òîâàðû.

Ïóñòü Xt � âåêòîðû îáúåìîâ âûïóñêà ïðîäóêöèè â ìîìåíò âðåìåíè t (t = 1, .., T ),
Y 1

t , Y 2
t � âåêòîðû âåëè÷èí ïåðåìåííûõ çàòðàò è çàòðàò íà îáîðóäîâàíèå, ξt è C1,2

t �
âåêòîðû öåí ïðîäóêòîâ è ðåñóðñîâ ñîîòâåòñòâåííî; ïðè ýòîì ξt � íåçàâèñèìûå ñëó÷àé-
íûå âåëè÷èíû. Ëèíåéíûå òåõíîëîãè÷åñêèå è ôèíàíñîâûå îãðàíè÷åíèÿ, ñâÿçûâàþùèå
äåòåðìèíèðîâàííûå ïåðåìåííûå ìåæäó ñîáîé è ñ âåëè÷èíàìè At (ãàðàíòèðîâàííûìè
ïðèáûëÿìè), îïèñûâàþò âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê X. Âîçíèêàåò çàäà÷à äèíàìè÷åñêî-
ãî ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:




T∑
t=1

At → max

Xt, Yt, At ∈ X,
P (ξtXt − (C1

t Y
1
t + C2

t Y
2
t )− Zt ≥ At) ≥ 1− α0,

ãäå êîíñòàíòû α0 (íîðìà ðèñêà) è Zt (ïîñòîÿííûå çàòðàòû) îïðåäåëåíû çàðàíåå.
Àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà â óñëîâèÿõ

ñòîõàñòèêè òðåáóþò, çà÷àñòóþ, çíàíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èñõîäíûõ ïàðàìåòðîâ
(ñì. [2, 3]). Íà ïðàêòèêå, êàê ïðàâèëî, èìåþòñÿ ëèøü ìàññèâû ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ÷òî óñëîæíÿåò ïðèìåíåíèå èçâåñòíûõ ìåòîäîâ.

Ïðåäëàãàåòñÿ íîâûé èòåðàöèîííûé ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ðåøàòü ïðîáëåìó
è â ñëó÷àå, êîãäà îòñóòñòâóåò èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ. Ìåòîä îñíîâû-
âàåòñÿ íà àïïðîêñèìàöèè ëåâîé ÷àñòè âåðîÿòíîñòíûõ íåðàâåíñòâ â èñõîäíîé çàäà÷å
ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî è ðåäóêöèè ê öåëî÷èñëåííûì çàäà÷àì ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñëåäíèõ èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Áåíäåðñà. ×èñ-
ëåííàÿ àïðîáàöèÿ íà ðåàëüíûõ äàííûõ ïîêàçàëà ðàáîòîñïîñîáíîñòü ïðåäëîæåííîãî
ïîäõîäà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 07-06-00363 è Ñîâåòîì ïî ãðàíòàì ïðè Ïðå-
çèäåíòå ÐÔ äëÿ ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ïðîåêò � ÍØ-4113.2008.6).
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ÐÅÊÓÐÐÅÍÒÍÀß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÜ È ÑÒÀÁÈËÜÍÛÅ ÌÀÐÜßÆÈ
Ä.Â. Ìóñàòîâ, À.Â. Ñàââàòååâ, Ê.È. Ñîíèí, È.À. Õîâàíñêàÿ

Êîíöåïöèÿ ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé â òåîðèè èãð. Îäíàêî, â ðàçëè÷íûõ
å¼ ðàçäåëàõ, ïðåæäå âñåãî â êîîïåðàòèâíîé è íåêîîïåðàòèâíîé òåîðèè èãð, ðàâíîâå-
ñèå îïðåäåëÿåòñÿ ïî-ðàçíîìó. Ìû îáîáùàåì âñå îïðåäåëåíèÿ: ïóñòü ýêîíîìè÷åñêàÿ
ñèñòåìà õàðàêòåðèçóåòñÿ ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé S è (ìíîãîçíà÷íîé) ôóíêöèåé äîïó-
ñòèìûõ ïåðåõîäîâ Ψ: S ⇒ S. Ðàâíîâåñíûìè íàçîâ¼ì òàêèå ñîñòîÿíèÿ s, äëÿ êîòîðûõ
Ψ(s) = ∅, ò.å. èç êîòîðûõ íåëüçÿ íèêóäà ïåðåéòè. Îäíàêî, òàêîé êîíöåïöèè ìîæåò
áûòü íåäîñòàòî÷íî: ñèñòåìà ìîæåò îñòàâàòüñÿ ñòàáèëüíîé íå ïîòîìó, ÷òî èçìåíåíèÿ
íåâîçìîæíû, à èç-çà òîãî, ÷òî íîâîå ñîñòîÿíèå áóäåò íåðàâíîâåñíûì è ïîòîìó íåïðåä-
ñêàçóåìûì äëÿ èíèöèàòîðà èçìåíåíèé. Ðåêóððåíòíî óñòîé÷èâûìè íàçîâ¼ì ñîñòî-
ÿíèÿ, èç êîòîðûõ íåëüçÿ äîïóñòèìûìè ïåðåõîäàìè ïåðåéòè â äðóãèå ðåêóððåíòíî
óñòîé÷èâûå.
Åñëè ñèñòåìà ïåðåõîäîâ �ôóíäèðîâàíà�, òî ïðåäûäóùàÿ ôðàçà ñòàíîâèòñÿ îïðåäå-
ëåíèåì. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñèñòåìîé óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé íàçîâ¼ì òàêîå ìíîæå-
ñòâî S, ÷òî s ∈ S ⇔ Ψ(s) ∩ S = ∅, èíà÷å ãîâîðÿ S = S t Ψ−1(S). Òàêàÿ ñèñòåìà
òîæå ìîæåò íå ñóùåñòâîâàòü, íàïðèìåð åñëè äîïóñòèìûå ïåðåõîäû îáðàçóþò öèêë
íå÷¼òíîé äëèíû. Îäíàêî, ñèñòåìà óñòîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé âñåãäà ñóùåñòâóåò äëÿ èã-
ðû äâóõ ëèö, ãäå ñîñòîÿíèÿ ñóòü ïðîôèëè ñòðàòåãèé, à ïåðåõîäû � èçìåíåíèå îäíèì
èãðîêîì ñòðàòåãèè, ïðèíîñÿùåå åìó âûèãðûø. Ìû äîêàçûâàåì, ÷òî òàêèå ñèñòåìû
âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ñòàáèëüíûì ìàðüÿæàì ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïî-
÷òåíèÿõ, ïîñòðîåííûõ ïî èñõîäíîé èãðå. Ñîãëàñíî èçâåñòíûì òåîðåìàì, ñòàáèëüíûå
ìàðüÿæè âñåãäà ñóùåñòâóþò è, áîëåå òîãî, îáðàçóþò ïîëíóþ ðåø¼òêó.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 09-01-00709-à.
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�ÄÓÝËÜ� ÒÐÅÕ È ÍÅÑÊÎËÜÊÈÕ ËÈÖ
À.Â. Ñàââàòååâ, Ä.Ã. Èëüèíñêèé

Â ðàáîòå [1] ðàññìîòðåíà ñëåäóþùàÿ èãðà �Äóýëü òð¼õ ëèö (the truel)�. Òðîå ñòîÿò
â âåðøèíàõ ïðàâèëüíîãî òðåóãîëüíèêà è íåñêîëüêî ðàç îäíîâðåìåííî ñòðåëÿþò äðóã
â äðóãà, âûáèðàÿ ñåáå æåðòâó. Èãðà çàêàí÷èâàåòñÿ ëèáî ñ ïîñëåäíèì ïàòðîíîì, ëèáî
êîãäà â æèâûõ îñòàëîñü íå áîëåå îäíîãî èãðîêà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî îáùèõ
ïðåäïîëîæåíèÿõ íàèáîëüøèå øàíñû íà âûæèâàíèå èìååò ñàìûé íåòî÷íûé ñòðåëîê.

Ìû îáîáùàåì äàííóþ ñèòóàöèþ íà íåñêîëüêî èãðîêîâ, îòêëîíÿÿñü îò ïðîñòðàí-
ñòâåííîé èíòåðïðåòàöèè ïðîèñõîäÿùåãî, à òàêæå ââîäÿ âîçìîæíîñòü �ïðîïóñêàòü
õîä� è ïðåäïîëàãàÿ íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ïàòðîíîâ.

Â èãðå òð¼õ ëèö ïîêàçàíî, ÷òî ñòðåëüáû â âîçäóõ (ò.å. ïðîïóñêà õîäà) â ðàâíîâåñèè
íèêîãäà íå áóäåò íàáëþäàòüñÿ, à â îáùåé èãðå n ëèö (the nuel) âåðåí ïðèíöèï îäíî-
êðàòíîãî îòêëîíåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðàâíîâåñèé. Èç ýòîãî ïðèíöèïà ìû âûâîäèì
îáùèé âèä ðàâíîâåñèé â èãðå n ëèö ñ îäèíàêîâîé ìåòêîñòüþ èãðîêîâ.
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ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÅ ÑÒÐÀÒÅÃÈÈ ÈÃÐÎÊÎÂ Â ÄÈÑÊÐÅÒÍÎ-ÂÛÏÓÊËÎÉ ÈÃÐÅ
Å.Â. Óøàêîâà

Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äèñêðåòíî-âûïóêëîé ìàòðè÷íîé èãðû. Ðàçðàáîòàí ïðîöåññ òðàíñ-
ôîðìàöèè å¼ â íåïðåðûâíóþ âûïóêëóþ èãðó. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òåîðå-
ìà î ñóùåñòâîâàíèè îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé èãðîêîâ â äèñêðåòíî-âûïóêëîé èãðå, à
òàêæå î ðàâåíñòâå öåíû äèñêðåòíî-âûïóêëîé èãðû è öåíû ñîîòâåòñòâóþùåé íåïðåðûâ-
íîé èãðû. Îïðåäåëåíû îïòèìàëüíûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ.

Îïðåäåëåíèå 1. Íàáîð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë a1, a2, ..., ak íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíî-
âûïóêëûì, åñëè ëþáàÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé âåðøèíàìè çâå-
íüåâ ñëóæàò òî÷êè ãðàôèêà: f(xi) = ai, i = 1, ..., k, x1 < x2 < ... < xk ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëîé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìàòðè÷íàÿ èãðà ñ ìàòðèöåé ïëàòåæåé (âûèãðûøåé ïåðâîãî
èãðîêà)A = (aij), íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíî-âûïóêëîé, åñëè ëþáîé íàáîð (ñòðîêà) ai1, ai2,
. . . , ain (i = 1, . . . , m) äèñêðåòíî âûïóêëûé.

Ïóñòü çàäàíà èãðà ñ äèñêðåòíî-âûïóêëîé ìàòðèöåé Am×n. Ìû òðàíñôîðìèðóåì
å¼ â íåïðåðûâíóþ âûïóêëóþ èãðó ïðè ïîìîùè ñëåäóþùèõ ôîðìóë.

Ââåä¼ì ïåðåìåííûå β1, . . . , βn : 0 ≤ β1 ≤ 1
n−1

, 1
n−1

≤ β2 ≤ 2
n−1

, . . . n−2
n−1

≤ βn−1 ≤ 1.
C÷èòàåì, ÷òî ïåðåìåííàÿ 0 ≤ β ≤ 1 ñîâïàäàåò ñ βt íà ñîîòâåòñòâóþùåì èíòåðâàëå
t = 1, . . . , n − 1. Îïðåäåëÿåì êóñî÷íî-ëèíåéíûå ôóíêöèè H(t, βk), k = 0, . . . , n − 1,
t = 0, . . . ,m− 1: H(0, j) = amj, . . . , H(i, j) = am−ij, . . . , H(m− 1, j) = a1,j, j = 1, . . . , n,
H(t, βk) = (1− [(n− 1)βk − (k − 1)])H(t, k) + [(n− 1)βk − (k − 1)]H(t, k + 1).

Äàëåå îïðåäåëèì íåïðåðûâíóþ ôóíêöèþ H(α, β) íà êâàäðàòå 0 ≤ α ≤ 1, 0 ≤ β ≤
1. Îïðåäåëèì ïåðåìåííûå α1, . . . , αm−1 : 0 ≤ α1 ≤ 1

m−1
, 1

m−1
≤ α2 ≤ 2

m−1
, . . . m−2

m−1
≤

βn−1 ≤ 1. Ñ÷èòàåì, ÷òî ïåðåìåííàÿ 0 ≤ α ≤ 1 ñîâïàäàåò ñ αp íà ñîîòâåòñòâóþùåì
èíòåðâàëå p = 1, . . . , m− 1. Ïîëàãàåì:

H(αp, β) = (1− [(m− 1)αp − (p− 1)])H(p− 1, β) + [(m− 1)αp − (p− 1)]H(p, β).

Ïîëó÷åííàÿ íåïðåðûâíàÿ íà êâàäðàòå 0 ≤ α ≤ 1, 0 ≤ β ≤ 1 ôóíêöèÿ H(α, β), âû-
ïóêëà ïî β ïî ïîñòðîåíèþ. Òåì ñàìûì äèñêðåòíî-âûïóêëîé èãðå ìîæíî ñîïîñòàâèòü
ñîîòâåòñòâóþùóþ íåïðåðûâíóþ âûïóêëóþ èãðó íà êâàäðàòå.
Òåîðåìà 3 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà) Äëÿ äèñêðåòíî-âûïóêëîé èãðû ñóùåñòâóþò îïòè-
ìàëüíûå ñòðàòåãèè èãðîêîâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ëèáî ÷èñòîé, ëèáî âåðîÿò-
íîñòíîé êîìáèíàöèåé äâóõ ñòðàòåãèé. Ïðè ýòîì öåíà äèñêðåòíî-âûïóêëîé èãðû è
öåíà ñîîòâåòñòâóþùåé íåïðåðûâíîé âûïóêëîé èãðû ñîâïàäàþò: cd.c. = cc = c.
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ÑÏÐÎÑ ÍÀ ÐÛÍÊÅ ÇÀÂÈÑÈÒ ÎÒ "ÍÈÆÍÅÉ" ÖÅÍÛ:
ÏÐÈ×ÈÍÛ È ÏÎÑËÅÄÑÒÂÈß

À.Þ. Ôèëàòîâ

Â [1] áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü îëèãîïîëèè ñ äèôôåðåíöèðîâàííûì ïðîäóêòîì, â
êîòîðîé ñïðîñ çàâèñèò îò "íèæíåé" öåíû (öåíû â ñàìîé äåøåâîé ôèðìå). Îáîñíîâà-
íèå ñäåëàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ìîæíî îñóùåñòâèòü íà îñíîâå òåîðèè ïðîñòðàíñòâåí-
íîé ýêîíîìèêè.

Ïóñòü íà ðûíêå ïðèñóòñòâóþò 2 ôèðìû, ðàñïîëîæåííûå â òî÷êàõ 0 è 1 ëèíåé-
íîãî ãîðîäà. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíè ïðîäàþò îäíîðîäíûé ïðîäóêò ïî ðàçëè÷íûì
öåíàì p1 < p2, ó âòîðîé ôèðìû ìîãóò áûòü ðàöèîíàëüíî äåéñòâóþùèå ïîêóïàòåëè
� ëþäè, ïðîæèâàþùèå íåïîäàëåêó. Äåéñòâèòåëüíî, ïîêóïàòåëü îöåíèâàåò íå òîëüêî
ñòîèìîñòü ïîêóïêè, íî è òðàíñïîðòíûå èçäåðæêè (â ò.÷. çàòðàòû âðåìåíè), íåîáõî-
äèìûå äëÿ òîãî, ÷òîáû äîáðàòüñÿ äî ìåñòà ïðîäàæè.

Åñëè òðàíñïîðòíûå èçäåðæêè ïðîïîðöèîíàëüíû ðàññòîÿíèþ, òî êëèåíò, ïðîæè-
âàþùèé â òî÷êå x ∈ [0; 1] è òðàòÿùèé â äåíåæíîì âûðàæåíèè ñóììó t íà ïðîåçä
÷åðåç âåñü ãîðîä (èç òî÷êè 0 â òî÷êó 1), îöåíèâàåò ïîêóïêó â ïåðâîé ôèðìå â ñóììó
p̂1 = p1 + tx, à âî âòîðîé ôèðìå - â ñóììó p̂2 = p2 + t(1 − x). Åñëè ìèíèìàëüíàÿ
èç ýòèõ âåëè÷èí íå ïðåâûøàåò òîò ìàêñèìóì θ, êîòîðûé êëèåíò ãîòîâ çàïëàòèòü çà
ïðîäóêò, ïîêóïêà îñóùåñòâëÿåòñÿ.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþäåé ñ âûñîêîé îöåíîêé ïðîäóêòà èçìåíåíèå öåíû â ëþáîé èç
ôèðì ïðèâîäèò ëèøü ê âîçìîæíîé ñìåíå ìåñòà ïîêóïêè. Â òî æå âðåìÿ äëÿ ëþäåé,
îöåíèâàþùèõ ïîðîã θ íèæå, óìåíüøåíèå öåíû ìîæåò îêàçàòüñÿ çíà÷èìûì ôàêòîðîì
ïðè ïðèíÿòèè ðåøåíèÿ î ïîêóïêå. Ïðè ýòîì ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ êðèòè÷åñêèì
îêàæåòñÿ ñíèæåíèå öåíû èìåííî â äåøåâîé ôèðìå. Äàííîå ïðåäïîëîæåíèå ïîäòâåð-
æäàåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ìîäåëèðîâàíèåì âëèÿíèÿ íà ñïðîñ èçìåíåíèÿ öåí â êàæäîé èç
ôèðì ñ ïîìîùüþ ìåòîäà Ìîíòå-Êàðëî.

Â óñëîâèÿõ ïðåäëîæåííîé ìîäåëè ìîæíî èçó÷àòü ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè ïîâåäåíèÿ
îëèãîïîëèñòîâ è ïîëó÷àåìûå ïðè ýòîì ðàâíîâåñíûå ñèòóàöèè. Íàèáîëåå èíòåðåñíûé
êà÷åñòâåííûé ðåçóëüòàò ñâÿçàí ñ ñóùåñòâîâàíèåì ðàâíîâåñèÿ Íýøà ïðè íåñîâïàäà-
þùèõ öåíàõ è îáúåìàõ ïðîäàæ îäèíàêîâûõ îëèãîïîëèñòîâ.

Â òî æå âðåìÿ, ïðè ñèëüíîé ðåàêöèè ïîòðåáèòåëÿ íà ðàçíèöó öåí ìàêñèìèçàöèÿ
ïðèáûëè îãðàíè÷åíà òàê íàçûâàåìîé "èíâåðñèåé ôèðì ñèòóàöèåé, êîãäà îäíîé èç
äîðîãèõ ôèðì ìîæåò îêàçàòüñÿ âûãîäíî â îäíîñòîðîííåì ïîðÿäêå çàíÿòü ìåñòî íà
äåøåâîì öåíîâîì ñåãìåíòå.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Èíòåãðàöèîííûì ïðîåêòîì ÑÎ ÐÀÍ "Ïîëèñòðóêòóðíûå ìî-
äåëè ýêîíîìèêè: òåîðèÿ, ìåòîäû ïðîãíîçû".
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ÒÅÎÐÅÒÈÊÎ-ÈÃÐÎÂÛÅ ÌÎÄÅËÈ ÏÎËÈÒÈ×ÅÑÊÎÉ
ÊÎÍÊÓÐÅÍÖÈÈ. ÎÁÇÎÐ

À.Þ. Ôèëàòîâ

Â ïîñëåäíèå 15-20 ëåò òåîðåòèêî-èãðîâûå ìîäåëè ïîëó÷èëè àêòèâíîå ðàñïðîñòðà-
íåíèå â íîâûõ îáëàñòÿõ. Â ÷àñòíîñòè, îíè ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè
ñîöèàëüíûõ ïðîöåññîâ. Ñðåäè ïîäîáíûõ ïðèëîæåíèé ìîæíî âûäåëèòü ïðîáëåìû ïî-
ëèòè÷åñêîé êîíêóðåíöèè.

Òåîðèÿ èãð ïûòàåòñÿ îòâåòèòü íà êëþ÷åâûå âîïðîñû: Êòî ïîáåäèò íà âûáîðàõ?
Ñêîëüêî äåíåã ïðè ýòîì ïîòðàòèò? Êàêèå áóäóò ïîëèòè÷åñêèå ïðîãðàììû? Êàêàÿ áó-
äåò ÿâêà? Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå äåéñòâèÿ èçáèðàòåëåé, âëè-
ÿíèå ñðåäñòâ ìàññîâîé èíôîðìàöèè, ñòðàòåãè÷åñêîå ïîâåäåíèå êàíäèäàòîâ è ãðóïï
âëèÿíèÿ, à òàêæå ñèñòåìó ãîëîñîâàíèÿ, áþäæåòû êàíäèäàòîâ è ò.ä.

Â 1957 ãîäó Äàóíñ ïðåäïîëîæèë, ÷òî êàíäèäàòû ôîðìóëèðóþò ïîëèòèêó äëÿ òîãî,
÷òîáû âûèãðàòü âûáîðû, à íå âûèãðûâàþò âûáîðû äëÿ òîãî, ÷òîáû ôîðìóëèðîâàòü
ïîëèòèêó, è íà îñíîâå ýòîãî ïîñòðîèë áàçîâóþ ìîäåëü ïîëèòè÷åñêîé êîíêóðåíöèè. Åå
ïðåäïîñûëêàìè ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå äâóõ êàíäèäàòîâ, îäíîêðàòíî âûáèðàþùèõ ïîçè-
öèþ â îäíîìåðíîì ïîëèòè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ñ öåëüþ ïîáåäû íà âûáîðàõ, à òàêæå
"÷åñòíûõ" èçáèðàòåëåé, èìåþùèõ îäíîïèêîâûå ïðåäïî÷òåíèÿ è ãîëîñóþùèõ çà íàè-
áîëåå áëèçêóþ ïðîãðàììó. Ðåçóëüòàòîì ìîäåëè îêàçûâàåòñÿ ïîáåäà êàíäèäàòà, ïðè-
íÿâøåãî ïîçèöèþ ìåäèàííîãî èçáèðàòåëÿ, è, êàê ñëåäñòâèå, ñõîæäåíèå ïîëèòè÷åñêèõ
ïëàòôîðì. Â òî æå âðåìÿ íà ïðàêòèêå ýòîãî íå íàáëþäàåòñÿ.

Ñðåäè îñíîâíûõ ïðè÷èí ìîæíî ïåðå÷èñëèòü ñëåäóþùèå:
1. Ïîääåðæêà êàíäèäàòîì îïðåäåëåííîé èäåîëîãèè.
2. Äâóõýòàïíûå âûáîðû, íà êîòîðûõ êàíäèäàò ñíà÷àëà áîðåòñÿ çà âûäâèæåíèå îò

ïàðòèè è òîëüêî ïîòîì çà ïîáåäó íà âûáîðàõ.
3. "Áåçðàçëè÷èå" è "îò÷óæäåíèå" � íåó÷àñòèå â ãîëîñîâàíèè ÷àñòè èçáèðàòåëåé,

åñëè ïëàòôîðìû êàíäèäàòîâ î÷åíü áëèçêè äðóã ê äðóãó èëè î÷åíü äàëåêè îò ïîçèöèè
èçáèðàòåëÿ.

4. Íåîäíîïèêîâîñòü èëè ìíîãîìåðíàÿ øêàëà ïðåäïî÷òåíèé, ïðè êîòîðîé íàëè÷èå
ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðàêòè÷åñêè íåâåðîÿòíûì ñîáûòèåì.

5. Èçìåíÿþùàÿñÿ "âàëåíòíîñòü" êàíäèäàòîâ, òî åñòü èõ ñïîñîáíîñòü ïðèâëåêàòü
ýëåêòîðàò âíå êîíòåêñòà ïîëèòè÷åñêîé ïëàòôîðìû. Â ÷àñòíîñòè, âàëåíòíîñòü ìîæåò
îïðåäåëÿòüñÿ ðàçìåðàìè èçäåðæåê íà èçáèðàòåëüíóþ êàìïàíèþ, òåì áîëüøèìè, ÷åì
áëèæå íàõîäÿòñÿ ïëàòôîðìû êàíäèäàòîâ.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ìîäåëè, ðåàëèçóþùèå îïèñàííûå ïîñòàíîâêè, ðàññìîò-
ðåí ðÿä ÷èñëåííûõ ïðèìåðîâ, íàìå÷åíû ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ìîäåëåé
ïîëèòè÷åñêîé êîíêóðåíöèè, à òàêæå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýìïèðè÷åñêîãî èññëå-
äîâàíèÿ ïîëèòè÷åñêèõ ïðåäïî÷òåíèé ðîññèÿí íà îñíîâå îïðîñà ÂÖÈÎÌ, îñóùåñòâ-
ëåííîãî ïåðåä ïàðëàìåíòñêèìè âûáîðàìè 2007 ãîäà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÃÍÔ 09-02-00278à.

Ôèëàòîâ Àëåêñàíäð Þðüåâè÷,
Èíñòèòóò ñèñòåì ýíåðãåòèêè èì. Ë.À. Ìåëåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ,
óë. Ëåðìîíòîâà, 130, Èðêóòñê, 664033, Ðîññèÿ, òåë. 8-914-88-21-888.
E-mail: �al@irlan.ru, �al@isem.sei.irk.ru.
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ÌÎÄÅËÜÍÛÉ ÀÍÀËÈÇ ÐÅÍÒÍÛÕ ÎÖÅÍÎÊ
Í.Â. Øåñòàêîâà

Áàëàíñîâûå ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ïîçâîëÿþò îïðåäåëÿòü ñèñòåìó
ðåíòíûõ îöåíîê çåìëè è öåí íà ïðîäóêöèþ äëÿ ðåàëüíîãî, ñëîæèâøåãîñÿ ðàçìåùå-
íèÿ ïðîèçâîäñòâà, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî îíî ðàöèîíàëüíî â îáùèõ ÷åðòàõ. Ïðè ýòîì îíè
îáëàäàþò íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè ëèíåéíî-ïðîãðàììíûõ îïòèìèçàöèîííûõ ìîäåëåé.

Ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé-áàëàíñîâ äëÿ êàæäîãî
ðàññìàòðèâàåìîãî îáúåêòà è êàæäîãî ïðîäóêòà: âûðó÷êà çà ïðîäóêöèþ â èñêîìûõ
öåíàõ ðàâíà çàòðàòàì íà ïðîèçâîäñòâî, âêëþ÷àÿ íîðìàëüíóþ ïðèáûëü, ïëþñ ðåíòíûå
ïëàòåæè â ðàçìåðå èñêîìîé ðåíòíîé îöåíêè çà åäèíèöó ïëîùàäè [1].

Ðåíòà � èçáûòî÷íûé äîõîä, îáÿçàííûé ñâîèì ïðîèñõîæäåíèåì âëèÿíèþ ïðèðîä-
íûõ óñëîâèé êàê íà ïðîäóêòèâíîñòü çåìåëü, òàê è íà ïðîèçâîäñòâåííûå çàòðàòû.
Ñâîéñòâà ìîäåëè ïîçâîëÿþò âûäåëèòü äîëþ ðåíòû, ñâÿçàííóþ ãëàâíûì îáðàçîì ñ
ðàçëè÷èåì â ïðîäóêòèâíîñòè çåìåëü.

Ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ðåíòíûå îöåíêè vk , ãäå k � èíäåêñ îáúåêòà,
èìåþò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó: vk = v0

k + tk. Ïåðâîå ñëàãàåìîå ìîæåò ïðèíèìàòü êàê
ïîëîæèòåëüíûå (ïëàòåæè), òàê è îòðèöàòåëüíûå (äîòàöèè) çíà÷åíèÿ è ïîêàçûâàåò
íåîáõîäèìûé ðàçìåð ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäñòâ (â ðàñ÷¼òå íà åäèíèöó ïëîùàäè) äëÿ
âûðàâíèâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ óñëîâèé ïðîèçâîäñòâà ïî îáúåêòàì ñ òî÷êè çðåíèÿ âîç-
ìåùåíèÿ çàòðàò è ïîëó÷åíèÿ íîðìàëüíîé ïðèáûëè. Â ìîäåëè îáåñïå÷èâàåòñÿ áàëàíñ
ïëàòåæåé è äîòàöèé.

Âòîðîå ñëàãàåìîå ñòðîãî ïîëîæèòåëüíî äëÿ âñåõ îáúåêòîâ è çàâèñèò òîëüêî îò
ïðîäóêòèâíîñòè çåìåëü è îò çàäàâàåìîé êàê âíåøíèé ïàðàìåòð ñóììàðíîé ðåíòû R
äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû îáúåêòîâ.

Ðàçëîæåíèå ðåíòíîé îöåíêè äà¼ò âîçìîæíîñòü öåëåíàïðàâëåííî àíàëèçèðîâàòü
ôàêòîðû, âëèÿþùèå íà å¼ ñîñòàâëÿþùèå, â ÷àñòíîñòè, ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ âíóò-
ðèñèñòåìíîãî ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäñòâ. C ðîñòîì ïàðàìåòðà R ðåíòíàÿ îöåíêà
vk âîçðàñòàåò òîëüêî çà ñ÷¼ò tk, ïåðâîå ñëàãàåìîå ïðè ýòîì íå èçìåíÿåòñÿ. Ýòî äà-
¼ò âîçìîæíîñòü, âî-ïåðâûõ, îïðåäåëÿòü òî çíà÷åíèå R, ïðè êîòîðîì âñå îöåíêè vk

ñòàíîâÿòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè è, âî-âòîðûõ, áûñòðî íàõîäèòü íîâûå ðåøåíèÿ ïðè
èçìåíåíèè ïàðàìåòðà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ � 07-06-00363, ãðàíòîì ÐÃÍÔ � 09-02-00337
è ãðàíòîì Ïðåçèäåíòà ÐÔ � ÍØ-4113.2008.6
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÇÀÄÀ× Ñ ËÎÃÈ×ÅÑÊÈÌÈ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈßÌÈ ÄËß
ÏÐÎÅÊÒÈÐÎÂÀÍÈß ÕÈÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÑÎÑÒÀÂÀ ÐÅÇÈÍ

À.Â. Àäåëüøèí, Å.Í. Æîâíåð

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïðîåêòèðîâàíèÿ õèìè÷åñêîãî ñîñòàâà
îãíåñòîéêîé ðåçèíû íà îñíîâå ñìåñåé êàó÷óêîâ. Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè õèìè÷åñêîãî
ñîñòàâà ðåçèí íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà âêëþ÷åíèå ðàçëè÷íûõ õèìè÷åñêèõ ýëåìåí-
òîâ â ñîñòàâ ñìåñåé ìîãóò îïèñûâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ ëîãè÷åñêèõ óñëîâèé è ïðèâîäèòü
ê çàäà÷àì âûïîëíèìîñòè è ìàêñèìàëüíîé âûïîëíèìîñòè.

Ïóñòü ñîñòàâ ðåçèíû ôîðìèðóåòñÿ èç èíãðåäèåíòîâ vj, j ∈ J, J = {1, ..., n}. Êàæ-
äîìó vj ñîîòâåòñòâóåò ëîãè÷åñêàÿ ïåðåìåííàÿ xj, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå èñòèíà,
åñëè vj âõîäèò â ñîñòàâ ðåçèíû, è ëîæü � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îïðåäåëèì ìíîæå-
ñòâî âñåõ êàó÷óêîâ Q ⊂ J , ñîîòíîøåíèÿ ìàññ êîòîðûõ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò ìàññû
âêëþ÷åííûõ â ñîñòàâ èíãðåäèåíòîâ. Èçâåñòíû ñòîèìîñòè sk, k ∈ J, è âåñà rt, îïðå-
äåëÿþùèå ñòåïåíü îãíåñòîéêîñòè íåêîòîðûõ èíãðåäèåíòîâ, t ∈ J1 ⊆ J . Áûëè óñòà-
íîâëåíû ëîãè÷åñêèå ñâÿçè ìåæäó èíãðåäèåíòàìè, êîòîðûå îïðåäåëèëè ôîðìóëû Ci,
i ∈ I, I = {1, ..., m}, ÿâëÿþùèåñÿ äèçúþíêöèÿìè ïåðåìåííûõ xj èëè èõ îòðèöàíèé.
×àñòü ýòèõ ôîðìóë Ci, i ∈ I1 ⊂ I, ñîîòâåòñòâóåò óñëîâèÿì, êîòîðûå äîëæíû áûòü
îáÿçàòåëüíî âûïîëíåíû ("æåñòêèå" îãðàíè÷åíèÿ). Òàêæå äàíû âåñà di, i ∈ I\I1, õà-
ðàêòåðèçóþùèå ñòåïåíü íåîáõîäèìîñòè âûïîëíåíèÿ ôîðìóë èç I\I1 ("ìÿãêèå" îãðà-
íè÷åíèÿ). Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â ïîèñêå îïòèìàëüíîãî ñîñòàâà îãíåñòîéêîé ðåçèíû,
óäîâëåòâîðÿþùåãî ëîãè÷åñêèì îãðàíè÷åíèÿì. Öåëåâûìè ôóíêöèÿìè çàäà÷è ÿâëÿ-
þòñÿ ñóììàðíûé âåñ âûïîëíåííûõ ôîðìóë Ci, i ∈ I\I1, è îáùèé âåñ âêëþ÷åííûõ â
ñîñòàâ èíãðåäèåíòîâ rt, t ∈ J1. Ýòè êðèòåðèè ìàêñèìèçèðóþòñÿ.

Çàäà÷à áûëà ñâåäåíà ê îäíîêðèòåðèàëüíîé, â êîòîðîé ìàêñèìèçèðóåòñÿ ñóììà
di, i ∈ I\I1. Äëÿ ïîëó÷åííîãî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ çàäà÷à
î íàõîæäåíèè ñîîòíîøåíèÿ ìàññ êàó÷óêîâ, ïðè êîòîðîì ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü ñî-
ñòàâà ìèíèìàëüíà. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâèìû ñ äàííûìè ýêñïåðèìåíòîâ,
ïðèâåäåííûìè àâòîðàìè ðàáîòû [1].
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ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÏÐÅÄÏÐÈßÒÈÉ Â ÒÎÐÃÎÂÛÕ
ÊÎÌÏËÅÊÑÀÕ

Å.À. Áåëüö, À.À. Êîëîêîëîâ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â îáëàñòè äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ çàäà÷àì ðàçìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé [2], êîòîðûå èìåþò øèðîêèé êðóã ïðè-
ëîæåíèé. Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðåä-
ïðèÿòèé â òîðãîâûõ êîìïëåêñàõ. Èññëåäóþòñÿ äâå ïîñòàíîâêè çàäà÷è (îäíîêðèòå-
ðèàëüíàÿ [1] è äâóõêðèòåðèàëüíàÿ), ïîñòðîåíû ìîäåëè öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ), ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðàñ÷åòû.

Îäíîêðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äàíî ìíîæåñòâî ïóíêòîâ âîç-
ìîæíîãî ðàçìåùåíèÿ è ñïèñîê òèïîâ ïðåäïðèÿòèé. Â êàæäîì ïóíêòå ìîæíî ðàçìå-
ñòèòü íå áîëåå îäíîãî ïðåäïðèÿòèÿ. Ôèðìà ðàñïîëàãàåò íåêîòîðûì îáúåìîì ñðåäñòâ
íà îòêðûòèå ïðåäïðèÿòèé è çàðàíåå îïðåäåëÿåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî
îòêðûâàåìûõ ïðåäïðèÿòèé êàæäîãî òèïà. Èçâåñòíû íà÷àëüíûå çàòðàòû íà ðàçìå-
ùåíèå ïðåäïðèÿòèé â ïóíêòàõ, à òàêæå òåêóùèå çàòðàòû íà èõ ñîäåðæàíèå â ìåñÿö
â êàæäîì èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïóíêòîâ. Ïðåäïðèÿòèÿ õàðàêòåðèçóþòñÿ çàíèìàåìîé
ïëîùàäüþ. Ïóíêòû ðàçìåùåíèÿ ïðåäîñòàâëÿþò ïëîùàäü è âçèìàþò àðåíäíóþ ïëàòó
çà íåå. Äëÿ êàæäîãî ïóíêòà ðàçìåùåíèÿ è îòêðûòîãî â íåì ïðåäïðèÿòèÿ èçâåñòíà
âûðó÷êà è ñåáåñòîèìîñòü ðåàëèçóåìîé ïðîäóêöèè çà ìåñÿö. Òðåáóåòñÿ ðàçìåñòèòü
ïðåäïðèÿòèÿ â ïóíêòàõ òàê, ÷òîáû ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíóþ ïðèáûëü ïðè âûïîëíå-
íèè óêàçàííûõ âûøå îãðàíè÷åíèé.

Äâóõêðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì ðàññìîòðåííîé çàäà÷è, â íåé äî-
áàâëÿåòñÿ êðèòåðèé ìèíèìèçàöèè çàòðàò. Êðîìå òîãî, ó÷èòûâàþòñÿ ìèíèìàëüíî äî-
ïóñòèìûå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïóíêòàìè ðàçìåùåíèÿ.

Ðàçðàáîòàííàÿ îäíîêðèòåðèàëüíàÿ ìîäåëü èñïîëüçîâàíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàç-
ìåùåíèÿ ïðåäïðèÿòèé ôèðìû, ðåàëèçóþùåé îáóâü, â òîðãîâûõ êîìïëåêñàõ ã. Îì-
ñêà. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, ïðîâåäåííûå ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ïðèêëàäíûõ
ïðîãðàìì ÖËÏ, ïîêàçàëè ïåðñïåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà.
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ÃÈÁÐÈÄÍÛÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÎÑÒÐÎÅÍÈß ÐÀÑÏÈÑÀÍÈß
ÌÍÎÃÎÏÐÎÄÓÊÒÎÂÎÃÎ ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀ, ÎÑÍÎÂÀÍÍÛÉ ÍÀ

ÄÅÊÎÌÏÎÇÈÖÈÎÍÍÎÌ ÏÎÄÕÎÄÅ È ÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÎÌ ÀËÃÎÐÈÒÌÅ
Ï.À. Áîðèñîâñêèé, À.Â. Åðåìååâ

Ïðåäëîæåí ãèáðèäíûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðàñïèñàíèé ìíîãîïðîäóêòîâîãî ïðîèç-
âîäñòâà â ñðåäíåñðî÷íîì ïåðèîäå. Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò êîìáèíèðîâàíèå äåêîì-
ïîçèöèîííîãî ïîäõîäà [2], ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà [1] è ýâðèñòèêè æàäíîãî òèïà ñ
èñïîëüçîâàíèåì öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ).

Â äåêîìïîçèöèîííîì ïîäõîäå ãîðèçîíò ïëàíèðîâàíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà íåñêîëüêî
êðàòêîñðî÷íûõ ïåðèîäîâ è ðåøàåòñÿ çàäà÷à âåðõíåãî óðîâíÿ, â êîòîðîé âûáèðàåòñÿ
íàáîð ïðîäóêòîâ äëÿ âêëþ÷åíèÿ â ïîäçàäà÷ó íèæíåãî óðîâíÿ. Íà íèæíåì óðîâíå
ñòðîèòñÿ ðàñïèñàíèå â ñîîòâåòñòâóþùåì êðàòêîñðî÷íîì ïåðèîäå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ðàñïèñàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü ÖËÏ [2], îñíîâàííàÿ íà êîíöåïöèè òî÷åê ñîáûòèé.
Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íèæíåãî óðîâíÿ ïðåäâàðèòåëüíî ôîðìèðóåòñÿ óïðîùåííàÿ ïîä-
çàäà÷à ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ íàèáîëåå äåôèöèòíûõ óñòðîéñòâ, êîòîðàÿ ðåøà-
åòñÿ ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìîì. Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ çàòåì â æàäíîì
àëãîðèòìå äëÿ ñîñòàâëåíèÿ îêîí÷àòåëüíîãî ðàñïèñàíèÿ.

Ïåðñïåêòèâíîñòü ìåòîäà ïîäòâåðæäåíà ðàñ÷åòàìè íà çàäà÷àõ ñ ðåàëüíûìè äàííû-
ìè äëÿ ïðîèçâîäñòâà, ñîäåðæàùåãî õèìè÷åñêèå ðåàêòîðû, ñêëàäèðóþùèå è âñïîìî-
ãàòåëüíûå óñòðîéñòâà (ôèëüòðû, ïîãðóç÷èêè) ñ âûïóñêîì áîëåå ñòà ðàçëè÷íûõ ïðî-
äóêòîâ íà ãîðèçîíòå ïëàíèðîâàíèÿ äî îäíîãî ìåñÿöà. Èñïîëüçîâàíèå ãåíåòè÷åñêîãî
àëãîðèòìà è æàäíîé ýâðèñòèêè ïîçâîëèëî ïîâûñèòü êà÷åñòâî ðåøåíèé è ñîêðàòèòü
íà ïîðÿäîê âðåìÿ ñ÷åòà ïî ñðàâíåíèþ ñ àëãîðèòìîì, ïðåäëîæåííûì â [2].
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ËÎÊÀËÜÍÛÉ ÏÎÈÑÊ ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÛÕ
ÓÏÀÊÎÂÎÊ Ñ ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅÌ ÇÀÄÀ×È Î (0�1)�ÐÞÊÇÀÊÅ

Ð.Ñ. Âàëååâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îðòîãîíàëüíîé óïàêîâêè ìíîæåñòâà ïðÿìîóãîëüíûõ ïðåä-
ìåòîâ {w, l}, ãäå w = (w1, w2, . . . , wm), l = (l1, l2, . . . , lm), â ïîëîñó øèðèíû W ïîëó-
áåñêîíå÷íîé äëèíû (2 Dimensional Strip Packing). Äëÿ åå ðåøåíèÿ â [1] ïðèìåíÿëñÿ
ìåòîä äèíàìè÷åñêîãî ïåðåáîðà íà áàçå ìîäèôèöèðîâàííîãî ïñåâäîïîëèíîìèàëüíîãî
àëãîðèòìà (MPA).

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàþòñÿ ìåòàýâðèñòèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è î (0�1)�ðþêçà-
êå. Ïðè ýòîì ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ äîïóñòèìûõ óïà-
êîâîê ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì ¾ñëåäóþùèé ïîäõîäÿùèé¿ ñ ïîèñêîì ëó÷øèõ ðåøåíèé
â Λ-îêðåñòíîñòè, ãäå Λ � ëîêàëüíàÿ íèæíÿÿ ãðàíèöà, è îíà ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì
ðåëàêñàöèè äâóõìåðíîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ðàñêðîÿ ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíè-
ÿìè. Çàäà÷à ïðÿìîóãîëüíî�îðèåíòèðîâàííîãî ëèíåéíîãî ðàñêðîÿ ðåøàåòñÿ íà áàçå
àëãîðèòìà äëÿ çàäà÷è î (0�1)�ðþêçàêå ñ ó÷åòîì îäíîðîäíîñòè è ïðîäîëæåííîñòè
ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ïðè óêàçàííûõ äàííûõ ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì ¾ñëåäóþùèé ïîä-
õîäÿùèé¿ äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé óïàêîâêè. Ïóñòü ïîëó÷åíà óïàêîâêà
äëèíû L. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå äâà ñëó÷àÿ: à) L = Λ, ò.å. ëîêàëüíàÿ ãðàíèöà äî-
ñòèãíóòà, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê äðóãîé îêðåñòíîñòè; á) L > Λ, âûïîëíÿåòñÿ
ïåðåñòàíîâêà ïàññèâíûõ ýëåìåíòîâ â π. Äëÿ âíîâü ïîëó÷åííîãî ñïèñêà π′ ðåøàåòñÿ
çàäà÷à êîíñòðóèðîâàíèÿ ïðÿìîóãîëüíîé óïàêîâêè â ïîëîñó è ò.ä. Ïîèñê ëó÷øåé óïà-
êîâêè â îêðåñòíîñòè çàâåðøàåòñÿ ïðè äîñòèæåíèè Λ èëè ïîñëå âûïîëíåíèÿ çàäàííîãî
êîëè÷åñòâà èòåðàöèé.

Â ðàáîòå òàêæå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ àëãîðèòìà MPA äëÿ ïîèñêà ãèëüî-
òèííûõ óïàêîâîê â ïîëóáåñêîíå÷íóþ ïîëîñó. Ôîìèðóåòñÿ ìíîæåñòâî êîðòåæåé èç
íîìåðîâ çàäàííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, ýëåìåíòû êîòîðûõ óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî âîç-
ðàñòàíèþ äëèí ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îáðàçóÿ ¾ëåñòíè÷íóþ¿ ñòðóêòóðó. Äëÿ ó÷åòà óñëî-
âèÿ ãèëüîòèííîñòè ïîñëå êàæäîãî ðàçìåùåííîãî êîðòåæà ïðîâîäèòñÿ âåðòèêàëüíûé
ñêâîçíîé ðåç, ïàðàëëåëüíûé øèðèíå W ïî ïðàâîé ñòîðîíå ïîñëåäíåãî ïðÿìîóãîëü-
íèêà, âõîäÿùåãî â êîðòåæ. Äàííûé àëãîðèòì ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðàçìåùåíèè òîâàðîâ
ðàçëè÷íîé íîìåíêëàòóðû íà ñêëàäå.
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ÐÅØÅÍÈÅ ÏÐÈÊËÀÄÍÛÕ ÇÀÄÀ× ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÍÀ ÁÀÇÅ
ÌÓËÜÒÈÌÅÒÎÄÍÎÉ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß

ÎÐÒÎÃÎÍÀËÜÍÎÃÎ ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß
Þ.È. Âàëèàõìåòîâà

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïðèêëàäíûå çàäà÷è îðòîãîíàëüíîé óïàêîâêè è ðàçìåùåíèÿ ïðÿ-
ìîóãîëüíî-îðèåíòèðîâàííûõ çàãîòîâîê â ïîëóáåñêîíå÷íóþ ïîëîñó è â ëèñòû (êîí-
òåéíåðû). Äëÿ èõ ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìóëüòèìåòîäíàÿ òåõíîëîãèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ
îðòîãîíàëüíîé óïàêîâêè [1]. Â êà÷åñòâå áàçîâîé ïðèâåäåíà àáñòðàêòíàÿ ïîñòàíîâêà
îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ êîíòåéíåðîâ â çàäàííîé ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè. Â êà-
÷åñòâå ïðèêëàäíûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå çàäà÷è: çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ ïðÿìîóãîëüíî-
îðèåíòèðîâàííûõ ïðåäìåòîâ ïðè èçãîòîâëåíèè êàðòîííîé òàðû è çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ
ïðÿìîóãîëüíûõ êîíòåéíåðîâ â òðàíñïîðòíûõ ñðåäñòâàõ. Îáå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê îñ-
íîâíîé ìîäåëè îðòîãîíàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ïðÿìîóãîëüíèêîâ ïðè äîïîëíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèÿõ.

Áîëüøèíñòâî èçâåñòíûõ íà ñåãîäíÿøíèé äåíü òåõíîëîãèé ìîäåëèðîâàíèÿ àëãî-
ðèòìîâ ëîêàëüíîãî ïîèñêà, ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàçìåùåíèÿ, ïëîõî
ïðèñïîñîáëåíû äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííûõ çàäà÷. Íà ýòè ñèòóàöèè õîðîøî îðèåíòè-
ðîâàíà ìóëüòèìåòîäíàÿ òåõíîëîãèÿ, êîòîðàÿ áàçèðóåòñÿ íà ìåòîäå êîìáèíèðîâàíèÿ
ýâðèñòèê, ïðåäëîæåííîì È.Ï. Íîðåíêîâûì [2]. Ê íàáîðó ïðîñòûõ ýâðèñòèê, ïðåä-
ëîæåííîìó È.Ï. Íîðåíêîâûì, áûëè äîáàâëåíû íåñêîëüêî ¾æàäíûõ¿, ãðóïïà ¾ëèáå-
ðàëüíûõ¿ ýâðèñòèê, è ñòðàòåãèè èõ äèñêðèìèíàöèè è ôîðñèðîâàíèÿ. Ýòî ïîçâîëèëî
ñîçäàòü íåñêîëüêî ìóëüòèìåòîäíûõ äåêîäåðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ èñïîëüçóåò íåêî-
òîðîå ïîäìíîæåñòâî èç âñåãî ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ýâðèñòèê. Òàêèì îáðàçîì, ïðèíöè-
ïèàëüíîå îòëè÷èå ìóëüòèìåòîäíûõ äåêîäåðîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñïîñîáå ïðåäñòàâëåíèÿ
óïàêîâêè â ïðîöåññå ïîèñêà ëó÷øåãî ðåøåíèÿ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðèìåíåíèÿ
ýâðèñòèê. Ýôôåêòèâíîñòü ìóëüòèìåòîäíûõ àëãîðèòìîâ ïîäòâåðæäåíà ðåçóëüòàòàìè
îáøèðíîãî ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà íà ðàçëè÷íûõ êëàññàõ çàäà÷ ðàñêðîÿ è óïàêîâ-
êè.
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ÌÎÄÅËÈ ÑÒÐÀÒÅÃÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÂÇÀÈÌÎÄÅÉÑÒÂÈß ÃÅÍÅÐÈÐÓÞÙÈÕ È
ÑÅÒÅÂÛÕ ÊÎÌÏÀÍÈÉ Â ÝËÅÊÒÐÎÝÍÅÐÃÅÒÈÊÅ

Ì.Þ. Âàñèëüåâ, À.Þ. Ôèëàòîâ

Â ðåçóëüòàòå ðåôîðìèðîâàíèÿ ýëåêòðîýíåðãåòèêè âî ìíîãèõ ñòðàíàõ ïðîèçîøåë
ïåðåõîä îò âåðòèêàëüíî èíòåãðèðîâàííîé ñòðóêòóðû îòðàñëè, ñî÷åòàâøåé ãåíåðàöèþ,
ïåðåäà÷ó è ðàñïðåäåëåíèå ýëåêòðîýíåðãèè â ðàìêàõ îäíîé êîìïàíèè, ê äåçèíòåãðèðî-
âàííîé ñòðóêòóðå, êëþ÷åâûì ýëåìåíòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï îòäåëåíèÿ ïåðå-
äàþùèõ è ðàñïðåäåëÿþùèõ ñåòåé îò ãåíåðàöèè, ñáûòà è ïîòðåáëåíèÿ ýëåêòðîýíåðãèè.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ïðèíöèïîì êîìïàíèÿ íå ìîæåò âëàäåòü è óïðàâëÿòü ãå-
íåðèðóþùèìè è ïåðåäàþùèìè (èëè ðàñïðåäåëÿþùèìè) ìîùíîñòÿìè îäíîâðåìåííî.
Åñëè êîìïàíèÿ âëàäååò ãåíåðèðóþùèìè è ïåðåäàþùèìè àêòèâàìè, îíà äîëæíà ëèáî
ïðåäîñòàâëÿòü ñâîáîäíûé äîñòóï ê ñâîèì ñåòÿì ïî ðåãóëèðóåìûì öåíàì, ëèáî ïåðå-
äàòü ñåòè â óïðàâëåíèå ñïåöèàëèçèðîâàííîìó ñóáúåêòó (ñåòåâàÿ êîìïàíèÿ, ñèñòåì-
íûé îïåðàòîð è ò.ä.), ëèáî äîëæíà áûòü ðàçäåëåíà íà ãåíåðèðóþùóþ è ðåãóëèðóåìóþ
ñåòåâóþ êîìïàíèè.

Â ðàáîòå îñóùåñòâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âîçìîæíûõ ïîñëåäñòâèé è ïîáî÷íûõ ýô-
ôåêòîâ âåðòèêàëüíîé äåçèíòåãðàöèè, â ÷àñòíîñòè, âëèÿíèÿ òàêîãî ðåãóëèðîâàíèÿ íà
öåíû íà ïåðåäà÷ó è ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ñåòåé.

Òåîðåòè÷åñêè ïîêàçàíî, ÷òî íîâàÿ ËÝÏ ìåæäó ýëåêòðîñòàíöèåé è ïîòðåáèòåëåì,
ïîñòðîåííàÿ è ýêñïëóàòèðóþùàÿñÿ ãåíåðèðóþùåé êîìïàíèåé, âëàäåþùåé ýòîé ýëåê-
òðîñòàíöèåé, âñåãäà áîëåå ïðèáûëüíà, ÷åì àíàëîãè÷íàÿ ËÝÏ ïîñòðîåííàÿ è ýêñïëó-
àòèðóþùàÿñÿ ñåòåâîé êîìïàíèåé. Ïðè÷èíû - îáúåäèíåíèå ïðèáûëè îò ðàçíûõ âèäîâ
äåÿòåëüíîñòè â ðàìêàõ îäíîé êîìïàíèè è ïðåäñòàâëåíèå çàÿâîê íà ïðîäàæó ýëåêòðî-
ýíåðãèè ïî öåíàì, íå ñîâïàäàþùèì ñ êðàòêîñðî÷íûìè ïðåäåëüíûìè èçäåðæêàìè. Òà-
êèì îáðàçîì, ãåíåðèðóþùèå êîìïàíèè âñåãäà èìåþò áîëüøå ñòèìóëîâ äëÿ ðàçâèòèÿ
ñåòåé, ÷åì ñïåöèàëèçèðîâàííûå ñåòåâûå êîìïàíèè.

Ïðîäåìîíñòðèðîâàíî òàêæå, ÷òî ãåíåðèðóþùèå (âåðòèêàëüíî-èíòåãðèðîâàííûå)
êîìïàíèè çàèíòåðåñîâàíû â ëèíèÿõ ñ áîëüøèìè ïðîïóñêíûìè ñïîñîáíîñòÿìè, ÷åì
ñïåöèàëèçèðîâàííûå ñåòåâûå êîìïàíèè.

Ðåãóëèðîâàíèå ýëåêòðîýíåðãåòèêè, ïðè êîòîðîì îòñóòñòâóþò ìîíîïîëüíûå ãàðàí-
òèè äëÿ ñóùåñòâóþùèõ ñåòåâûõ êîìïàíèé, è ãåíåðèðóþùèå êîìïàíèè ìîãóò ñòðîèòü
è ýêñïëóàòèðîâàòü ñîáñòâåííûå ËÝÏ, íàèáîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíî êàê ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé ñåòåé, òàê è ñ òî÷êè çðåíèÿ öåí íà ïåðåäà÷ó è îáúåìîâ
ïåðåäà÷è ýëåêòðîýíåðãèè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà Èíòåãðàöèîííûì ïðîåêòîì ÑÎ ÐÀÍ "Ïîëèñòðóêòóðíûå ìî-
äåëè ýêîíîìèêè: òåîðèÿ, ìåòîäû ïðîãíîçû".
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Î ÇÀÄÀ×Å ÐÀÑÊÐÎß ÌÀÒÅÐÈÀËÎÂ ÏÐÈ ÈÇÃÎÒÎÂËÅÍÈÈ ÍÀÄÓÂÍÛÕ
ÎÁÚÅÊÒÎÂ

Ì.À. Âåðõîòóðîâ, Ê.À. Êîíîíåíêî

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðèðîâàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ðàñêðîÿ ïëîñêîãî
ìàòåðèàëà ïðè èçãîòîâëåíèè íàäóâíûõ îáúåêòîâ. Îíà ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Èìååòñÿ çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü Ω ⊂ R3, íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî
δ � äîïóñê àïïðîêñèìàöèè, ïðÿìîóãîëüíàÿ ïîëîñà Π çàäàííîé øèðèíû b è íåîãðàíè-
÷åííîé äëèíû.

Òðåáóåòñÿ íàéòè êîëè÷åñòâî N è ôîðìó ñåãìåíòîâ Si, îïèñûâàåìûõ âåêòîð-ôóíê-
öèÿìè r̄i(u, v), òàêèõ, ÷òî îíè àïïðîêñèìèðóþòñÿ ðàçâ¼ðòûâàþùèìèñÿ ïîâåðõíîñòÿ-
ìè S ′i, îïèñûâàåìûìè r̄′i(u, v), r̄i(u, v) = r̄′i(u, v) + δ̄(u, v), ãäå δ̄(u, v) � âåêòîð�ôóíêöèÿ
óêëîíåíèÿ, (u, v) � âíóòðåííèå êîîðäèíàòû òî÷åê ïîâåðõíîñòè. Ïðè ýòîì Pi, ÿâëÿþ-
ùèåñÿ èçîìåòðè÷åñêèì êîíôîðìíûì ýêâèàðåàëüíûì îòîáðàæåíèåì S ′i íà ïëîñêîñòü:
F : S ′i → Pi (îòîáðàæåíèå F èçîìîðôíî, S ′i è Pi ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû äðóã èç äðóãà
èçãèáàíèåì), òðåáóåòñÿ ðàçìåñòèòü â ïîëîñå Π: íàéòè êîîðäèíàòû (xi, yi) óñëîâíîãî
öåíòðà ci êàæäîãî ïëîñêîãî îáúåêòà Pi â ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîëîñû Π, ÷òîáû âûïîë-
íÿëèñü óñëîâèÿ: Pi(xi, yi)∩Pj(xj, yj) = ∅, Pi(xi, yi)∩Π = Pi, Φ(P1(x1, y1), P2(x2, y2), . . . ,
PN(xN , yN)) → min, ãäå Φ � öåëåâàÿ ôóíêöèÿ (íàïðèìåð, äëèíà çàíÿòîé ÷àñòè ïîëî-
ñû). Óãîë ïîâîðîòà θi êàæäîãî îáúåêòà Pi ñ÷èòàåòñÿ èçâåñòíûì è ôèêñèðîâàííûì è
ïîýòîìó íå ó÷èòûâàåòñÿ.

Äàííàÿ çàäà÷à áëèçêà ê îïèñàííîé â [1], íî äëÿ çàìêíóòûõ ïîâåðõíîñòåé ñ âíóò-
ðåííèì äàâëåíèåì îíà ñôîðìóëèðîâàíà âïåðâûå. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàþòñÿ èçâåñò-
íûå ïîäõîäû, îïèñàííûå â òîì ÷èñëå â [1, 2], ïðåäëàãàåòñÿ îïòèìàëüíîå ñî÷åòàíèå
ìåòîäîâ, à òàêæå îïèñûâàåòñÿ ìåòîä Ãàóññà äëÿ óïðóãèõ äåôîðìàöèé, ðàçðàáîòàííûé
íà îñíîâå [2].

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Ôðîëîâñêèé Â.Ä., Ôðîëîâñêèé Ä.Â. Ìîäåëèðîâàíèå è ðàçâåðòêà ñëîæíûõ ïîâåðõ-
íîñòåé. � Graphicon, 1998.
2. Matyka M., Ollila M. A Pressure Model for Soft Body Simulation. � Proc. of Sigrad,
UMEA, 2003.

Âåðõîòóðîâ Ìèõàèë Àëåêñàíäðîâè÷, Êîíîíåíêî Êèðèëë Àëåêñàíäðîâè÷,
Óôèìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé àâèàöèîííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
óë. Ê. Ìàðêñà, 12, Óôà, 450077, Ðîññèÿ, òåë. (347) 273-79-67.
E-mail: verhotur@vmk.ugatu.ac.ru, kononenko@list.ru



Ïðèêëàäíûå èññëåäîâàíèÿ 219

ÇÀÄÀ×À ÌÈÍÈÌÈÇÀÖÈÈ ÏÓÒÈ ÐÅÆÓÙÅÃÎ ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÀ
ÏÐÈ ÐÀÑÊÐÎÅ ËÈÑÒÎÂÛÕ ÌÀÒÅÐÈÀËÎÂ ÍÀ ÔÈÃÓÐÍÛÅ ÇÀÃÎÒÎÂÊÈ

ÍÀ ÁÀÇÅ ÌÅÒÎÄÀ ¾Ï×ÅËÈÍÛÉ ÐÎÉ¿
Ì.À. Âåðõîòóðîâ, À.Ð. Òàðàñåíêî, Ï.Þ. Òàðàñåíêî

Ðàññìàòðèâàåòñÿ NP -òðóäíàÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ïóòè ðåæóùåãî èíñòðóìåíòà
ïðè ðàñêðîå ëèñòîâûõ ìàòåðèàëîâ íà ôèãóðíûå çàãîòîâêè. Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

• äàíî n êîíòóðîâ äëÿ âûðåçàíèÿ, à òàêæå èíôîðìàöèÿ î âëîæåííîñòè êîíòóðîâ
� L1, . . . , Ln, ãäå Li � ñïèñîê êîíòóðîâ, íåïîñðåäñòâåííî âëîæåííûõ â êîíòóð i;

• òî÷êè âðåçêè äëÿ êîíòóðîâ � P1, . . . , Pn, íà÷àëüíîå è êîíå÷íîå ïîëîæåíèÿ ðå-
æóùåãî èíñòðóìåíòà Pb, Pe.

Íåîáõîäèìî íàéòè ïóòü ðåæóùåãî èíñòðóìåíòà Path = (Pb, P
′
1, . . . , P

′
n, Pe) òàêîé,

÷òî:

• åñëè P
′
k è P

′
l � òî÷êè âðåçêè êîíòóðîâ i è j, ãäå i ∈ Lj, òî k < l;

• äëèíà ïóòè Length(Path) = CPbP
′
1

+
∑n−1

i=1 CP
′
i P

′
i+1

+ CP ′nPe
→ min, ãäå CPbP

′
1
�

ðàññòîÿíèå îò Pb äî òî÷êè âðåçêè ïåðâîãî êîíòóðà â ïóòè, CP
′
i P

′
i+1

� ðàññòîÿíèå
îò òî÷êè âðåçêè i-ãî êîíòóðà äî òî÷êè âðåçêè (i + 1)-ãî êîíòóðà â ïóòè, CP ′nPe

�
ðàññòîÿíèå îò òî÷êè âðåçêè n-ãî êîíòóðà â ïóòè äî Pe.

Â äîêëàäå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ïóòè ðåæóùåãî èíñòðóìåíòà ïðè
ðàñêðîå ëèñòîâûõ ìàòåðèàëîâ íà ôèãóðíûå çàãîòîâêè ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì ¾Ï÷å-
ëèíûé ðîé¿[1].
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Î ÇÀÄÀ×Å ÐÅÑÓÐÑÍÎ-ÊÀËÅÍÄÀÐÍÎÃÎ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß
ÏÐÎÃÐÀÌÌÛ ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÂÎÑÒÎ×ÍÎ-ÑÈÁÈÐÑÊÎÃÎ

ÍÅÔÒÅÃÀÇÎÂÎÃÎ ÊÎÌÏËÅÊÑÀ
Ý.Õ. Ãèìàäè, Å.Í. Ãîí÷àðîâ, Ñ.Â. Ñåâàñòüÿíîâ, Â.Í. Õàðèòîíîâà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîíîìåíêëàòóðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à ñåòåâîãî ïëàíèðî-
âàíèÿ â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ ñêëàäèðóåìîãî òèïà ñ ó÷åòîì äèðåêòèâ-
íûõ ñðîêîâ öåëåâûõ ñîáûòèé è äèñêîíòèðîâàíèÿ çàòðàò. Ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì
ãàðàíòèðóåò íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîãî ðàñïèñàíèÿ ñ ìèíèìàëüíûìè ñóììàðíûìè
äèñêîíòèðîâàííûìè çàòðàòàìè. Ïîëó÷åííîå ðàñïèñàíèå ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü
â êà÷åñòâå îöåíî÷íîãî (ñíèçó) äëÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïëàíèðîâàíèÿ
ïðîãðàììû Âîñòî÷íî-Ñèáèðñêîãî íåôòåãàçîâîãî êîìïëåêñà.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ (ïðîåêò 08-01-00516 è 07-07-00222), ÐÃÍÔ
(ïðîåêò 06-02-00268), Ìåæäèñöèïëèíàðíîãî èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà ÑÎ ÐÀÍ � 30.
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÷è îïòèìèçàöèè ðåñóðñíî-êàëåíäàðíîãî ïëàíèðîâàíèÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïðîãðàì-
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ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÅ ÀÑÏÅÊÒÛ ÏËÀÍÈÐÎÂÀÍÈß
ÍÅÔÒÅÃÀÇÎÂÎÃÎ ÊÎÌÏËÅÊÑÀ ÂÑÍÃÊ

Ý.Õ. Ãèìàäè, Â.Â. Çàëþáîâñêèé, È.À. Ðûêîâ, Í.È. Ïëÿñêèíà

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ðåñóðñíî-êàëåíäàðíîãî ïëàíèðî-
âàíèÿ äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ ïðîãðàììû Âîñòî÷íî-Ñèáèðñêîãî íåôòåãàçîâîãî êîìïëåêñà
(ÂÑÍÃÊ) ñ ó÷¼òîì âëèÿíèÿ íåïðåäåë¼ííîñòè è èííîâàöèîííûõ òåõíîëîãèé. Ïðåä-
ñòàâëåí ïîäõîä, èñïîëüçóþùèé ñòîõàñòè÷åñêîå ñåòåâîå ïëàíèðîâàíèå, ñîäåðæàùåå â
ñåáå â êà÷åñòâå ïîäçàäà÷è òðàäèöèîííûé (äåòåðìèíèðîâàííûé) ìåòîä êàëåíäàðíîãî
ïëàíèðîâàíèÿ â óñëîâèÿõ îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ. Îáñóæäàþòñÿ âîçìîæíûå ïðèëî-
æåíèÿ ìîäåëè ïðèìåíèòåëüíî ê ïðîãðàììå îñâîåíèÿ ÂÑÍÃÊ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ (ïðîåêò 08-01-00516 è 07-07-00222), ÐÃÍÔ
(ïðîåêò 06-02-00268), Ìåæäèñöèïëèíàðíîãî èíòåãðàöèîííîãî ïðîåêòà ÑÎ ÐÀÍ � 30.
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ÈÑÏÎËÜÇÎÂÀÍÈÅ ÌÅÒÎÄÎÂ ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÍÎÃÎ ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈß
ÏÐÈ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÈ ÐÀÇÂÈÒÈß ÒÎÏËÈÂÍÎ-ÝÍÅÐÃÅÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ

ÊÎÌÏËÅÊÑÀ Ñ ÏÎÇÈÖÈÉ ÎÁÅÑÏÅ×ÅÍÈß ÝÍÅÐÃÅÒÈ×ÅÑÊÎÉ
ÁÅÇÎÏÀÑÍÎÑÒÈ

À.Â. Åäåëåâ

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé ïðîáëåì îáåñïå÷åíèÿ ýíåðãåòè÷åñêîé áåçîïàñíîñòè
(ÝÁ) â íàñòîÿùåå âðåìÿ âåñüìà âûñîêà è îïðåäåëÿåòñÿ ýòî çíà÷èòåëüíûì êîëè÷å-
ñòâîì óãðîç ïðîöåññó íîðìàëüíîãî òîïëèâî- è ýíåðãîñíàáæåíèÿ, òàêèõ êàê èçíîøåí-
íîñòü îáîðóäîâàíèÿ, ñîöèàëüíàÿ íàïðÿæåííîñòü, âûñîêàÿ êîíöåíòðàöèÿ ýíåðãåòè÷å-
ñêèõ ìîùíîñòåé è ò.ä.

Êîìáèíàòîðíîå ìîäåëèðîâàíèå [2, 3], ÿâëÿÿñü íàãëÿäíîé ôîðìîé ïðåäñòàâëåíèÿ
äèíàìè÷åñêèõ äèñêðåòíûõ âåòâÿùèõñÿ àëüòåðíàòèâ, ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü èññëåäî-
âàíèå ìíîæåñòâà âàðèàíòîâ ðàçâèòèÿ òîïëèâíî-ýíåðãåòè÷åñêîãî êîìïëåêñà (ÒÝÊ)
â âèäå íàïðàâëåííîãî ãðàôà, âåðøèíû êîòîðîãî áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ñîñòîÿíèÿì
ÒÝÊ â îïîðíûå ãîäû, à äóãè � ïåðåõîäàì èç îäíîãî ñîñòîÿíèÿ â äðóãîå. Êàæäîå ñî-
ñòîÿíèå ÒÝÊ îöåíèâàåòñÿ íà äîïóñòèìîñòü òðåõñòóïåí÷àòîé ñèñòåìîé îãðàíè÷åíèé:

1. Ëîãè÷åñêèå óñëîâèÿ;
2. Áàëàíñîâàÿ ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ÒÝÊ Ðîññèè [4];
3. Îöåíêà óðîâíÿ ÝÁ ïðè ïîìîùè àïïàðàòà èíäèêàòîðîâ ÝÁ [1].
Ïîñëå îöåíêè äîïóñòèìîñòè óçëîâ è äóã ïðîèçâîäèòñÿ ïîèñê ðàöèîíàëüíûõ ïóòåé

ðàçâèòèÿ ÒÝÊ ñ ïîçèöèé îáåñïå÷åíèÿ ÝÁ.
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íèÿ) � Ë.: Íàóêà, 1988.
4. Çîðêàëüöåâ Â.È. Ìåòîäû ïðîãíîçèðîâàíèÿ è àíàëèçà ýôôåêòèâíîñòè ôóíêöèîíè-
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ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÅ ÐÅØÅÍÈÅ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÑÎÑÒÀÂËÅÍÈß
ÐÀÑÏÈÑÀÍÈÉ ÄËß ÌÍÎÃÎÏÐÎÄÓÊÒÎÂÎÃÎ ÏÐÎÈÇÂÎÄÑÒÂÀ

À.Â. Åðåìååâ, Þ.Â. Êîâàëåíêî

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ñîñòàâëåíèÿ ðàñïèñàíèé äëÿ ìíîãîïðîäóêòîâîãî ïðîèç-
âîäñòâà. Òðåáóåòñÿ ïðîèçâåñòè d ïðîäóêòîâ â îáúåìàõ V1, . . . , Vd ñ èñïîëüçîâàíèåì m
ìàøèí. Äëÿ ïðîäóêòà k óêàçàíà îäíà èëè áîëåå òåõíîëîãèé åãî ïðîèçâîäñòâà. Ïóñòü
Rk � ìíîæåñòâî òàêèõ òåõíîëîãèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì îä-
íîâðåìåííî çàíèìàåìûõ ìàøèí S(r) ⊆ {1, . . . , m}, r ∈ Rk è îáúåìîì âûïóñêàåìîé
ïðîäóêöèè â åäèíèöó âðåìåíè ar, r ∈ Rk. Äëÿ ìàøèíû i çàäàíû äëèòåëüíîñòè ïåðå-
íàëàäêè pi

rj ñ òåõíîëîãèè r íà òåõíîëîãèþ j. Îïðåäåëèòü äëèòåëüíîñòü ïðîèçâîäñòâà
tkr êàæäîãî ïðîäóêòà k ïî âñåì òåõíîëîãèÿì è, åñëè tkr > 0, óêàçàòü ìîìåíò íà÷àëà
èñïîëüçîâàíèÿ òåõíîëîãèè sk

r òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âðåìÿ îêîí÷àíèÿ ïðîèçâîäñòâà
âñåõ ïðîäóêòîâ â çàäàííûõ îáúåìàõ áûëî ìèíèìàëüíî.

Èçâåñòíî ìíîæåñòâî ïîäõîäîâ ê ôîðìóëèðîâàíèþ çàäà÷ ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîä-
ñòâåííûõ ðàñïèñàíèé â âèäå ìîäåëåé ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ [1, 2]. Íàìè ïðåäëîæåíà ìîäåëü ÷àñòè÷íî öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, îñíîâàííàÿ íà òåõ æå ïðèíöèïàõ. Äëÿ
äàííîé ìîäåëè ðàçðàáîòàíû ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ èñïîëüçîâàíèåì æàäíûõ ýâðè-
ñòèê è ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì ñ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèåé. Ïðîâåäåí ýêñïåðèìåíò
íà ñëó÷àéíûõ òåñòîâûõ ïðèìåðàõ, êîòîðûé ïîêàçàë ñóùåñòâåííîå ïðåèìóùåñòâî ãå-
íåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ñ îïòèìàëüíîé ðåêîìáèíàöèåé ïî ñðàâíåíèþ ñ íåïîñðåäñòâåí-
íûì ïðèìåíåíèåì CPLEX è ñ ãåíåòè÷åñêèì àëãîðèòìîì ñ èñïîëüçîâàíèåì æàäíûõ
ýâðèñòèê.
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ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÀ È ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÀÂÒÎÌÀÒÈÇÈÐÎÂÀÍÍÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ
ÊÎÍÒÐÎËß ÇÍÀÍÈÉ ÏÎ ÝÊÎÍÎÌÈÊÎ-ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÈÌ ÌÅÒÎÄÀÌ

Ë.À. Çàîçåðñêàÿ, Â.À. Ïëàíêîâà

Îäíîé èç ïðîáëåì òåñòèðîâàíèÿ, â òîì ÷èñëå è êîìïüþòåðíîãî, ÿâëÿåòñÿ îïðåäå-
ëåíèå îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû òåñòà (ÎÑÒ), îáåñïå÷èâàþùåãî êà÷åñòâåííóþ ïðîâåð-
êó çíàíèé ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì çàäàíèé.

Â [1, 2] ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä ê ôîðìèðîâàíèþ ÎÑÒ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëåé
öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÖËÏ), â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò çàäà-
÷à î íàèìåíüøåì ïîêðûòèè ìíîæåñòâà. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåííîé ìåòîäèêå ïî ó÷åá-
íîìó êóðñó ôîðìèðóþòñÿ áàçîâîå è äîïîëíèòåëüíîå ìíîæåñòâà îñíîâíûõ ïîíÿòèé,
ñâîéñòâ, óòâåðæäåíèé. Ðàçðàáàòûâàåòñÿ íàáîð âîçìîæíûõ òèïîâûõ çàäàíèé, êàæäîå
èç êîòîðûõ ïðîâåðÿåò íåêîòîðûå ýëåìåíòû ýòèõ ìíîæåñòâ. Ïîñòðîåííûå ìàòåìàòè-
÷åñêèå ìîäåëè ïîçâîëÿþò ôîðìèðîâàòü îïòèìàëüíûå ñòðóêòóðû òåñòîâ, îáåñïå÷èâà-
þùèõ ïðîâåðêó çíàíèé âñåõ ýëåìåíòîâ áàçîâîãî è ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ
äîïîëíèòåëüíîãî ìíîæåñòâ.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòîãî ïîäõîäà ðàíåå íàìè ñôîðìèðîâàíû îïòèìàëüíûå ñòðóê-
òóðû òåñòîâ ïî òåìå "Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå" ó÷åáíîãî êóðñà "Ýêîíîìèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû". Îäíà èç íèõ ëåãëà â îñíîâó ðàçðàáîòàííîé êîìïüþòåðíîé
òåñòèðóþùåé ñèñòåìû, êîòîðàÿ óñïåøíî èñïîëüçîâàëàñü ïðè ïðîâåäåíèè çà÷åòà ó
ñòóäåíòîâ çàî÷íîãî îòäåëåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÎìÃÓ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà àâòîìàòèçèðîâàííàÿ òåñòèðóþùàÿ ñèñòåìà, óñîâåð-
øåíñòâîâàííàÿ çà ñ÷åò âêëþ÷åíèÿ â íåå áëîêà ôîðìèðîâàíèÿ ÎÑÒ. Â íåì èñïîëüçó-
åòñÿ âàðèàíò àëãîðèòìà ïåðåáîðà L-êëàññîâ äëÿ çàäà÷è áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
àäàïòèðîâàííûé ê çàäà÷å ÖËÏ ôîðìèðîâàíèÿ ÎÑÒ [1]. Áëîê ïîçâîëÿåò ïðåïîäà-
âàòåëþ ôîðìèðîâàòü òåñòû â ñîîòâåòñòâèè ñ òåêóùèìè öåëÿìè êîíòðîëÿ, íàçíà÷àÿ
ýëåìåíòû çíàíèé, ïîäëåæàùèå îáÿçàòåëüíîé ïðîâåðêå, ò.å. áàçîâîå ìíîæåñòâî.

Â äîêëàäå îáñóæäàþòñÿ ðåçóëüòàòû è ïåðñïåêòèâû ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîé
àâòîìàòèçèðîâàííîé êîìïüþòåðíîé ñèñòåìû.
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ÑÅÒÅÂÛÅ ÌÎÄÅËÈ ÄÈÍÀÌÈÊÈ ÏÐÎÄÀÆ.
ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÖÅÍÎÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈß

È.Í. Êàíäîáà

Ïðåäñòàâëÿþòñÿ ðåçóëüòàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ìèêðîýêîíîìè÷åñ-
êèõ ïðîöåññîâ íà ëîêàëüíûõ àâòîíîìíûõ òîâàðíûõ ðûíêàõ. Ìîäåëüþ òàêîãî ðûíêà
ÿâëÿåòñÿ ñåòü âçàèìîñâÿçàííûõ ïóíêòîâ ðåàëèçàöèè íåêîòîðîãî ïðîäóêòà. Ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, îïèñûâàþùèå äèíàìèêó ïîòðåáèòåëüñêîãî ñïðîñà
â ñåòè. Ýòè ìîäåëè îòðàæàþò óñòàíîâëåííûå ïðè àíàëèçå ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ çà-
êîíîìåðíîñòè â ïðîöåññàõ ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ îáúåìîâ ðåàëèçàöèè ïðîäóêòà ìåæäó
ïóíêòàìè ïðè âàðèàöèè çíà÷åíèé äîìèíèðóþùèõ ôàêòîðîâ, îïðåäåëÿþùèõ óðîâåíü
ñïðîñà. Îäèí èç îñíîâíûõ èíñòðóìåíòàðèåâ, íà îñíîâå êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ ýòè ìîäå-
ëè, ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ñïðîñà. Ôóíêöèÿ ñïðîñà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ôóíê-
öèÿ öåíû ïðîäóêòà äëÿ êàæäîãî ïóíêòà è ÿâëÿåòñÿ åãî ëîêàëüíîé õàðàêòåðèñòèêîé.
Ïðåäëàãàþòñÿ ðÿä íåëèíåéíûõ êîíñòðóêöèé, ïîçâîëÿþùèõ îïèñàòü âçàèìîäåéñòâèå
ïóíêòîâ ñåòè â òåðìèíàõ ýëàñòè÷íîñòåé ñâÿçåé. Ñòðóêòóðà ýòèõ êîíñòðóêöèé îòðàæà-
åò åñòåñòâåííóþ ðåàêöèþ ïîòðåáèòåëåé íà èçìåíåíèå óñëîâèé ðåàëèçàöèè ïðîäóêòà.

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî öåíà ïðîäóêòà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ôàêòîðîâ,
îïðåäåëÿþùèõ óðîâåíü ïîòðåáèòåëüñêîãî ñïðîñà â ïóíêòàõ åãî ðåàëèçàöèè, ôîðìóëè-
ðóþòñÿ îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ öåíîâîé ïîëèòèêè ñóáúåêòà ðûíêà
íà êðàòêîñðî÷íóþ ïåðñïåêòèâó. Ñîäåðæàòåëüíûé ñìûñë ýòèõ çàäà÷ öåíîîáðàçîâà-
íèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííîãî ïðåäïîëîæåíèÿ ñóáúåêò
ðûíêà ìîæåò èñïîëüçîâàòü öåíû íà ïðîäóêò â êîíòðîëèðóåìûõ èì ïóíêòàõ â êà-
÷åñòâå óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà äëÿ äîñòèæåíèÿ ðÿäà ñâîèõ öåëåé â êîíêóðåíòíîé
áîðüáå ñ äðóãèìè õîçÿéñòâóþùèìè ñóáúåêòàìè íà ðûíêå. Òàêèå öåëè ìîãóò îáóñëàâ-
ëèâàòüñÿ çàäà÷àìè, ñâÿçàííûìè ëèáî ñ äîñòèæåíèåì ïåðåðàñïðåäåëåíèÿ ñôåð âëèÿ-
íèÿ íà ðûíêå, ëèáî ñî ñòðåìëåíèåì óäåðæàòü ñâîè ïîçèöèè íà íåì ïðè óæåñòî÷åíèè
êîíêóðåíöèè.

Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåàëüíûõ
äàííûõ. Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 09-01-00523.
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ÌÎÄÈÔÈÊÀÖÈß ÀËÃÎÐÈÒÌÀ ÏÐÎÃÍÎÇÈÐÎÂÀÍÈß LGAP
Î.Í. Êàíåâà, Ñ.Á. Îãîðîäíèêîâ

Â õîäå ðàáîò íàä ñèñòåìîé ôîðìèðîâàíèÿ ïîðòôåëåé öåííûõ áóìàã [1] èñïîëüçî-
âàëñÿ àëãîðèòì ïðîãíîçèðîâàíèÿ LGAP, îïèñàííûé â [2].

Àëãîðèòì [2] ïîçâîëÿåò ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè ó÷èòûâàòü çíà÷åíèÿ ñðàçó íåñêîëü-
êèõ âðåìåííûõ ðÿäîâ è â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü
âûáîðêó çíà÷åíèé, êîòîðàÿ çàòåì ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ïëîòíî-
ñòè âåðîÿòíîñòè ïðîãíîçèðóåìîãî êóðñà. Ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè èñïîëüçîâàëèñü äàí-
íûå î öåíàõ çàêðûòèÿ äíåâíûõ òîðãîâ ïî àêöèÿì êîòèðîâàëüíîãî ëèñòà À1 ÌÌÂÁ.

Îäíèì èç îãðàíè÷åíèé àëãîðèòìà [2] ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü ó÷èòûâàòü
âñþ èíôîðìàöèþ îá èçìåíåíèÿõ êóðñîâ àêöèé (öåíû îòêðûòèÿ è çàêðûòèÿ, âîëà-
òèëüíîñòü, îáú¼ìû òîðãîâ, íîìåð äíÿ íåäåëè, çíà÷åíèÿ òåõíè÷åñêèõ èíäèêàòîðîâ),
ïîñêîëüêó äàííàÿ èíôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçíîðîäíîé.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ýòîãî àëãîðèòìà, ïîçâîëÿþùàÿ ñîâ-
ìåñòíî ïðîãíîçèðîâàòü âðåìåííûå ðÿäû, ïðåäñòàâëÿþùèå ïîëåçíóþ äëÿ ïðîãíîçè-
ðîâàíèÿ, íî ðàçíîðîäíóþ èíôîðìàöèþ. Äëÿ ýòîãî â óêàçàííûå âûøå ïðîöåäóðû àë-
ãîðèòìà âíîñÿòñÿ èçìåíåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ó÷åñòü ðàçíîðîäíîñòü äàííûõ: ðàçíèöà
ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé â óçëàõ øòàììîâ âçâåøèâàåòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè, íàçíà÷åííûìè êàæäîìó ñòîëáöó. Ýòî ïîçâîëèò íå òîëüêî âñòàâëÿòü â
òàáëèöó ðàçíîðîäíûå äàííûå, êîìïåíñèðóÿ ðàçíèöû â àáñîëþòíûõ âåëè÷èíàõ, íî è
óêàçûâàòü îòíîñèòåëüíóþ âàæíîñòü èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ äàííûõ. Â
äàëüíåéøåì ïëàíèðóåòñÿ èñïîëüçîâàòü è áîëåå ñëîæíûå ïðîöåäóðû äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êîìïåòåíòíîñòè èçîìîðôíûõ øòàììîâ � ó÷¼ò êîíöà íåäåëè èëè ïðåäïðàçäíè÷íûõ
äíåé, ó÷¼ò ñåçîííûõ êîëåáàíèé, ó÷¼ò èëè íåó÷¼ò çíà÷åíèé òåõíè÷åñêèõ èíäèêàòîðîâ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà öåëåâîé ïðîãðàììîé "Ðàçâèòèå íàó÷íîãî ïîòåíöèàëà âûñøåé
øêîëû" (ðåã. íîìåð 2.1.1/2763) è ãðàíòîì ÐÔÔÈ 09-01-00213.
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ÃÅÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÉ ÀËÃÎÐÈÒÌ
ÄËß ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×È ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÕÀÁÎÂ

Í.À. Êîñàðåâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ p õàáîâ â ñëåäóþùåé ïîñòàíîâêå. Èìååòñÿ
ìíîæåñòâî óçëîâ ñåòè I = {1, . . . , m}, ìåæäó êîòîðûìè äîëæíà áûòü îñóùåñòâëå-
íà òðàíñïîðòèðîâêà îäíîðîäíîé ïðîäóêöèè. Ïîñòàâêè îñóùåñòâëÿþòñÿ íå íàïðÿìóþ
èç ïóíêòà îòïðàâëåíèÿ â ïóíêò íàçíà÷åíèÿ, à ÷åðåç âûäåëåííûå êðóïíûå öåíòðû �
õàáû, èìåþùèå íåîãðàíè÷åííóþ ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü. Êàæäûé ïóíêò ïðèêðåï-
ëåí ê îäíîìó èç õàáîâ. Èçâåñòíû îáúåì Wij íåîáõîäèìûõ ïåðåâîçîê è ñòîèìîñòü Cij

òðàíñïîðòèðîâêè åäèíèöû òîâàðà äëÿ êàæäîé ïàðû ïóíêòîâ i è j (i, j ∈ I). Âåëè-
÷èíû χ, α, δ � äèñêîíòíûå êîýôôèöèåíòû äëÿ ïåðåâîçîê âèäà "ïóíêò îòïðàâëåíèÿ
→ õàá" , "õàá → õàá" , "õàá → ïóíêò íàçíà÷åíèÿ" ñîîòâåòñòâåííî. Ñîîòâåòñòâåííî,
ïåðåâîçêà ïðîäóêöèè èç ïóíêòà i â ïóíêò j ïðè óñëîâèè, ÷òî i ïîäêëþ÷åí ê õàáó k,
à j � ê õàáó l, îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ìàðøðóòó i → k → l → j, à åå ñòîèìîñòü ðàâíà
Wij(χCik + αCkl + δClj). Òðåáóåòñÿ âûáðàòü p ïóíêòîâ, â êîòîðûõ áóäóò ðàçìåùåíû
õàáû, à äëÿ êàæäîãî èç îñòàâøèõñÿ m−p óçëîâ îïðåäåëèòü ïðèêðåïëåíèå ê îäíîìó èç
õàáîâ òàêèì îáðàçîì,÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ñóììàðíûå çàòðàòû íà òðàíñïîðòèðîâ-
êó ïðîäóêöèè. Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå äàííàÿ çàäà÷à èçâåñòíà êàê uncapacitated
single allocation p-hub median problem (USApHMP).

Â ïðèâåäåííîé ïîñòàíîâêå äàæå îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî ïðèêðåïëåíèÿ êëèåí-
òîâ ê óæå îòêðûòûì õàáàì ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé çàäà÷åé [2]. Â ýòîé ñâÿçè âîçðàñ-
òàåò âàæíîñòü ðàçðàáîòêè àëãîðèòìîâ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ USApHMP. Â ðàáî-
òå [1] ïðåäëîæåí ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ óêàçàííîé çàäà÷è. Â íàøåì äîêëàäå
ðàññìàòðèâàåòñÿ ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì â ñî÷åòàíèè ñ ðàçëè÷íûìè ýâðèñòè÷åñêèìè
ïðîöåäóðàìè, â òîì ÷èñëå ëîêàëüíûì ïîèñêîì è ðåêîìáèíàöèåé ãåíîâ ðîäèòåëüñêèõ
îñîáåé ïðè âûïîëíåíèè îïåðàöèè êðîññèíãîâåðà. Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïå-
ðèìåíò íà èçâåñòíûõ ñåðèÿõ òåñòîâûõ çàäà÷. Íà ðÿäå çàäà÷ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû
ïðåâîñõîäÿò àíàëîãè÷íûå ïîêàçàòåëè èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÄÈÑÊÐÅÒÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ÄËß ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×
ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈß ÒÅÑÒÎÂ ÏÎ ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÅ

Ë.Â. Ëàðèíà

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä ê ôîðìèðîâàíèþ êîìïüþòåðíûõ òåñòèðó-
þùèõ ñèñòåì, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ìîäåëåé è ìåòîäîâ äèñêðåòíîé îïòèìèçà-
öèè, ïðîõîäèò àïðîáàöèþ òåñòèðóþùàÿ ñèñòåìà ïî êóðñó � Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñ-
êèå ìåòîäû� [1, 2]. Â äàííîé ðàáîòå ïðîäîëæàåòñÿ èññëåäîâàíèå óêàçàííîãî ïîäõîäà
ïðè èçó÷åíèè äèñöèïëèíû �Èíôîðìàòèêà� íà þðèäè÷åñêîì ôàêóëüòåòå ÎìÃÓ. Ïðè-
âîäÿòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà äëÿ
ðàçäåëîâ �MS Excel� è �MS Word�.

Äàäèì ïîñòàíîâêó çàäà÷è. Ïóñòü n � ÷èñëî âîïðîñîâ, íà îñíîâå êîòîðûõ ôîðìèðó-
åòñÿ òåñò, m � ÷èñëî ýëåìåíòîâ çíàíèé ðàññìàòðèâàåìîé íàìè äèñöèïëèíû. Òðåáóåò-
ñÿ âûáðàòü α âîïðîñîâ, èìåþùèõ ìàêñèìàëüíóþ ñóììàðíóþ îöåíêó è ïðîâåðÿþùèõ
âñå ýëåìåíòû çíàíèé íå ìåíåå îïðåäåëåííîãî ÷èñëà ðàç. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è
èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü:

n∑

j=1

cjxj→max

ïðè óñëîâèÿõ
n∑

j=1

aijxj ≥ bi, i = 1, . . . ,m,

n∑

j=1

xj = α,

xj ∈ {0, 1} , j = 1, . . . , n.

Çäåñü aij = 1, åñëè âîïðîñ j ïðîâåðÿåò ýëåìåíò çíàíèé i, cj � îöåíêà âàæíîñòè j-ãî
âîïðîñà, bi � �êðàòíîñòü� ïðîâåðêè ýëåìåíòà çíàíèé i, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè ïðàêòè÷åñêóþ çíà÷èìîñòü èñïîëüçóåìîãî ïîäõîäà.
Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî âêëþ÷àåìûõ â òåñò âîïðîñîâ óäàëîñü ñîêðàòèòü ïî ñðàâíåíèþ ñ
ñóùåñòâóþùåé ïðàêòèêîé.
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ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÂÛÏÓÑÊÀ È ÐÅÀËÈÇÀÖÈÈ ÏÐÎÄÓÊÖÈÈ
ÌÎËÎ×ÍÎÃÎ ÊÎÌÁÈÍÀÒÀ

À.Ñ. Ëàñóíîâ

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà îïòèìèçàöèè âûïóñêà ìîëî÷íîé ïðîäóêöèè
íà îñíîâàíèè çàÿâîê ïîòðåáèòåëåé. Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ ïîòðå-
áèòåëåé ïî ñòåïåíè âëèÿíèÿ èõ çàêàçîâ íà óñëîâíóþ ïðèáûëü êîìáèíàòà. Â ðàáîòå
èñïîëüçóþòñÿ åæåìåñÿ÷íûå äàííûå î âûïóñêå è ðåàëèçàöèè ïðîäóêöèè êàëà÷èíñêî-
ãî ìîëî÷íîãî êîìáèíàòà çà 2004�2007 ãã. Àëãîðèòì àíàëèçà ïîòðåáèòåëåé âêëþ÷àåò
íåñêîëüêèõ ýòàïîâ: 1) íàõîæäåíèå íàèáîëåå ñóùåñòâåííûõ ôàêòîðîâ, õàðàêòåðèçóþ-
ùèõ ðàáîòó ìîëî÷íîãî êîìáèíàòà, 2) ïîñòðîåíèå íàèáîëåå ïîäõîäÿùåé ìîäåëè, îïè-
ñûâàþùåé âûáîðî÷íûå äàííûå, 3) êëàññèôèêàöèÿ ïîòðåáèòåëåé.

Íà ïåðâîì ýòàïå àíàëèçà áûëè ñôîðìèðîâàíû ïÿòü îáúÿñíÿþùèõ ïåðåìåííûõ:
MR � ìîëîêî, íåçàâèñèìî îò ôàñîâêè (òûñ. ðóá.); KR � êåôèð, íåçàâèñèìî îò ôà-
ñîâêè (òûñ. ðóá.); TR � äåñåðòû (òûñ. ðóá.); BR � ìàñëî (òûñ. êã); CR � ñóõîå ìîëîêî
(òûñ. êã)). Êðîìå òîãî, áûëà ñôîðìèðîâàíà çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ Z (çàòðàòû íà ïðî-
èçâîäñòâî), êîòîðàÿ àääèòèâíî âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå ñòàòüè çàòðàò: êîììóíàëüíûå
óñëóãè (òûñ. ðóá.), ìàòåðèàëû íà òåõíîëîãè÷åñêèå öåëè (òûñ. ðóá.), òðàíñïîðòíûå
óñëóãè (òûñ. ðóá.), çàêóï ñûðüÿ (òûñ. ðóá.).

Íà âòîðîì ýòàïå áûëè ïîñòðîåíû ìîäåëè íåëèíåéíîé ðåãðåññèè:

Z1(t) = exp(b1 t + ε1(t)) (c0 + c1 MR(t) + c2 KR(t) + c3 TR(t)), (1)

Z2(t) = exp(d1 t + ε2(t)) (r0 + r1 BR(t) + r2 CR(t)), (2)

ãäå ε1(t), ε2(t) � ñëó÷àéíûå ñîñòàâëÿþùèå, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðåäïîëîæåíèÿì ìåòî-
äà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Óðàâíåíèÿ (1) è (2) îïèñûâàþò çàòðàòû êîìáèíàòà íà
âûïóñê è ðåàëèçàöèþ ñîîòâåòñòâåííî öåëüíîìîëî÷íîé è ìàñëîñëèâî÷íîé ïðîäóêöèè.
Ïåðåìåííûå Z1(t), Z2(t) ÿâëÿþòñÿ àääèòèâíûìè ñîñòàâëÿþùèìè îáùèõ çàòðàò íà
âûïóñê è ðåàëèçàöèþ ìîëî÷íîé ïðîäóêöèè êîìáèíàòà.

Çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï àíàëèçà ïîñâÿùåí èçó÷åíèþ èíäåêñà ϕ, îïèñûâàþùåãî âëè-
ÿíèå ïîòðåáèòåëåé íà óñëîâíóþ ïðèáûëü ìîëî÷íîãî êîìáèíàòà. Èíäåêñ ϕi îòðàæàåò
çàèíòåðåñîâàííîñòü ìîëî÷íîãî êîìáèíàòà â i�îì ïîòðåáèòåëå: ýòîò èíäåêñ óêàçûâàåò
íà óñëîâíóþ ïðèáûëü ìîëî÷íîãî êîìáèíàòà îò âñåõ çàÿâîê áåç ó÷åòà çàÿâêè êîíêðåò-
íîãî i�ãî ïîòðåáèòåëÿ (ñ ó÷åòîì ïðîäàæè öåëüíîìîëî÷íîé ïðîäóêöèè, ìàñëà, ñóõîãî
ìîëîêà è çàòðàò íà ïðîèçâîäñòâî ýòîé ïðîäóêöèè). Ñíèæåíèå ϕi îòíîñèòåëüíî óðîâíÿ
100 % îïðåäåëÿåò ñòåïåíü çàèíòåðåñîâàííîñòè êîìáèíàòà â i-îì ïîòðåáèòåëå.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ çíà÷åíèé ϕi ïîçâîëÿþò óñòàíîâèòü ïîðîãîâûå çíà÷åíèÿ îáú-
åìîâ çàÿâîê, èñïîëüçóåìûõ äëÿ êëàññèôèêàöèè ïîòðåáèòåëåé, è ïðèíèìàòü ðåøåíèÿ
î ðåàëèçàöèè èìåþùèõñÿ çàÿâîê èëè èõ ïåðåðàñïðåäåëåíèè.
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Ê ÂÎÏÐÎÑÓ ÎÁ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ ØÊÎËÜÍÎÃÎ ÐÀÑÏÈÑÀÍÈß
Ò.Ñ. Ëóãóåâ

Ïóñòü ðàñïèñàíèå R óðîêîâ l ó÷èòåëåé â n êëàññàõ ïðåäñòàâëåíî òàáëèöåé M
l × t ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà {0, 1, . . . , n}: åñëè j 6= 0, òî ðàâåíñòâî ¾Mi,k = j¿
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê óðîê ó÷èòåëÿ i â êëàññå j â k-é àêàäåìè÷åñêèé ÷àñ, ïðè j = 0 �
êàê îòñóòñòâèå ó ó÷èòåëÿ i óðîêà â k-é ÷àñ. Èçâåñòíî, ÷òî êîëè÷åñòâî óðîêîâ êàæäîãî
ó÷èòåëÿ ðàâíî äâóì.

Ê íåèçìåííûì õàðàêòåðèñòèêàì ðàñïèñàíèÿ îòíåñåì ñëåäóþùèå: (à) ïàðàìåòðû
l, n è t; (á) íàãðóçêè ó÷èòåëåé, ωi � íàáîð íîìåðîâ êëàññîâ, â êîòîðûõ ó÷èòåëü i
ïðîâîäèò óðîêè (êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé íîìåðà êëàññà j â íàáîð ωi ðàâíî êîëè÷å-
ñòâó óðîêîâ ó÷èòåëÿ i â êëàññå j, âðåìåíí�àÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîâåäåíèÿ óðîêîâ
ñ÷èòàåòñÿ áåçðàçëè÷íîé); (â) êàæäûé ñòîëáåö ñîäåðæèò (l− n) íóëåâûõ ýëåìåíòîâ è
òî÷íî îäèí ðàç êàæäîå èç ÷èñåë 1, . . . , n, äðóãèìè ñëîâàìè, â êàæäîì êëàññå ïðîâî-
äÿòñÿ âñå óðîêè îò 1 äî t âêëþ÷èòåëüíî; (ã) çàïðåùàåòñÿ îäíîâðåìåííîå ïðîâåäåíèå
óðîêîâ äâóìÿ ó÷èòåëÿìè â îäíîì êëàññå (îäíîâðåìåííîå ïðîâåäåíèå óðîêîâ îäíèì
ó÷èòåëåì â äâóõ êëàññàõ èñêëþ÷àåòñÿ òàáëè÷íîé ôîðìîé ïðåäñòàâëåíèÿ ðàñïèñà-
íèÿ).

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ðàñïèñàíèÿ: ñ ñîõðàíåíèåì íåèçìåííûõ õàðàêòåðèñòèê ïðå-
îáðàçîâàòü R ê âèäó, ãäå â êàæäîé ñòðîêå îáà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà ðàçìåùåíû â
ñîñåäíèõ ÿ÷åéêàõ.

Ïîñòðîèì ðåãóëÿðíûé ñòåïåíè t ìóëüòèãðàô G(R) ñ ÷èñëîì âåðøèí n ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì: âûïîëíèì ïåðåáîð íàáîðîâ ωi, ñîåäèíÿÿ êàæäûé ðàç ðåáðîì âåðøèíû,
íîìåðà êîòîðûõ ñîñòàâëÿþò î÷åðåäíîé íàáîð ωi.

Çàäà÷ó îïòèìèçàöèè ðàñïèñàíèÿ ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðà-
çîì. Òðåáóåòñÿ ðàñêðàñèòü ïîëó-ðåáðà ìóëüòèãðàôà (ïîëó-ðåáðî � ïàðà âèäà ¾ðåáðî-
èíöèäåíòíàÿ âåðøèíà¿, â òåðìèíîëîãèè [1] � ¾èíöèäåíòîð¿) â öâåòà 1, . . . , t òàêèì
îáðàçîì, ÷òî: (1) äëÿ êàæäîé âåðøèíû öâåòà èíöèäåíòíûõ ïîëó-ðåáåð ðàçëè÷íû; (2)
öâåòà ïîëó-ðåáåð êàæäîãî ðåáðà ðàçëè÷àþòñÿ íà åäèíèöó.

Èç ðåçóëüòàòîâ [2] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òðåáóåìîé ðàñêðàñêè íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî óñëîâèå ÷åòíîñòè t.

Åñëè õàðàêòåðèñòèêó (â) çàìåíèòü íà óñëîâèå ðàçëè÷èÿ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ â
êàæäîì ñòîëáöå, òî èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå. Ïðè t = 5 ïðîâåðêà ñóùåñòâîâàíèÿ ðàñêðàñêè äëÿ G(R) îñóùå-
ñòâèìà çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ.
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Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒßÕ
ÇÀÄÀ×È ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß

Ä.À. Ëþòàåâ

Îäíèì èç îñíîâíûõ ñïîñîáîâ ìîäåëèðîâàíèÿ äîðîæíûõ ñåòåé ÿâëÿåòñÿ ïîèñê ñå-
òåâîãî ðàâíîâåñèÿ ïî Âàðäðîïó [1], êîãäà êàæäûé âîäèòåëü èìååò ïîëíóþ èíôîðìà-
öèþ î ôóíêöèè ñòîèìîñòè ïðîåçäà ïî âñåì ñóùåñòâóþùèì ìàðøðóòàì îò èñòî÷íèêà
ê ñòîêó è ñòðåìèòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ñâîþ èíäèâèäóàëüíóþ ñòîèìîñòü ïðîåçäà.

Â ðåàëüíîñòè âûáîð âîäèòåëÿìè ìàðøðóòà îñóùåñòâëÿåòñÿ â óñëîâèÿõ íåïîëíîé
èíôîðìàöèè è ñîäåðæèò â ñåáå ñóùåñòâåííûé ýëåìåíò ñëó÷àéíîñòè. Äëÿ åå ó÷åòà
áûëà ïðåäëîæåíà ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ [2], îñíîâíàÿ èäåÿ êîòîðîãî
ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðàçëè÷àþò ôàêòè÷åñêóþ è îæèäàåìóþ ïîëüçîâàòåëåì öåíû îä-
íîãî è òîãî æå ìàðøðóòà, à óñëîâèå ðàâíîâåñèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàåòñÿ ðàâíîâåñíûì, åñëè íè îäèí èç ó÷àñòíèêîâ äâèæåíèÿ íå
ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ìîæåò óëó÷øèòü ñâîþ èíäèâèäóàëüíóþ ñòîèìîñòü ïîåçäêè, ìå-
íÿÿ ìàðøðóò äâèæåíèÿ [2]. Ýòî óñëîâèå ìîæíî âûðàçèòü â âèäå ñëåäóþùåé ñèñòåìû
óðàâíåíèé:

fk
rs = qrsP

k
rs ∀s, r, k,

ãäå rs - ïàðà âåðøèí èñòî÷íèê-ñòîê, qrs - îáúåì êîððåñïîíäåíöèè èç âåðøèíû r â
âåðøèíó s, k - íåêîòîðûé ìàðøðóò èç âåðøèíû r â âåðøèíó s, fk

rs - ÷àñòü êîððåñïîí-
äåíöèè qrs, èñïîëüçóþùàÿ ìàðøðóò k, P k

rs = P k
rs(C

k
rs) - âåðîÿòíîñòü âûáîðà ìàðøðóòà

k êîððåñïîíäåíöèåé rs, çàâèñÿùàÿ îò ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Ck
rs - îæèäàåìîé ïðåäñòà-

âèòåëÿìè êîððåñïîíäåíöèè rs ñòîèìîñòè ìàðøðóòà k .
Èñïîëüçóÿ ïðèåì, ïðåäëîæåííûé â [3], áûëè ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû ïî ðàñ-

÷åòó ñòîõàñòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå ïîêàçàëè, ÷òî â ñëó÷àå àñèììåòðè÷íîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Ck

rs ìîãóò âîçíèêàòü ñèòóàöèè, ÿâëÿþùèåñÿ ñòî-
õàñòè÷åñêèì àíàëîãîì �ïàðàäîêñà Áðàéåññà�, êîãäà áîëåå ïðèâëåêàòåëüíûì ñ òî÷êè
çðåíèÿ ïîëüçîâàòåëåé ÿâëÿåòñÿ ìàðøðóò, èìåþùèé â ñðåäíåì áîëüøóþ ñòîèìîñòü.
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÏÎÄÕÎÄÅ Ê ÐÅØÅÍÈÞ ÇÀÄÀ× ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÃÎ
ÓÏÐÀÂËÅÍÈß Ñ ÂÛ×ÈÑËÈÒÅËÜÍÛÌÈ ÎÑÎÁÅÍÍÎÑÒßÌÈ

Ò.È. Ìàäæàðà

Â ïðàêòèêå ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (ÇÎÓ) ñ
èñïîëüçîâàíèåì ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ íåðåäêè ñëó÷àè âîçíèêíîâå-
íèÿ â ïðîöåññå ñ÷åòà ðàçíîãî ðîäà íåøòàòíûõ ñèòóàöèé, âûõîä èç êîòîðûõ òðåáóåò
îò ïîëüçîâàòåëÿ âûñîêîé ìàòåìàòè÷åñêîé è ïðîãðàììèñòñêîé êâàëèôèêàöèè.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÇÎÓ â êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå, êîòîðàÿ: à) èìååò ðåøåíèå;
á) â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óëó÷øàþùèõ óïðàâëåíèé, ãåíåðèðóåìûõ ïðîãðàììíûì êîì-
ïëåêñîì, ñóùåñòâóåò ýëåìåíò, èñïîëüçîâàíèå êîòîðîãî â ïîñëåäóþùèõ ïðîöåäóðàõ
âû÷èñëèòåëüíîãî ìåòîäà ïðèâîäèò ê àâàðèéíîìó çàâåðøåíèþ ðàáîòû. Ïðè÷èíàìè
ýòîìó ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, íàðóøåíèå �óñëîâèé ðîñòà� [1] â óïðàâëÿåìîé ñèñòåìå.
Ïîäõîäàìè, õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâøèìè ñåáÿ ïðè ðåøåíèè äàííîãî êëàññà çàäà÷,
ìîæíî íàçâàòü ìåòîäû ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó [2], ðàñøèðÿþùèå èñõîäíóþ çàäà-
÷ó äî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà. Âûáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà,
ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ èç ïàðàìåòðè÷åñêî-
ãî ñåìåéñòâà ðåøàëèñü áû êîìïëåêñîì â øòàòíîì ðåæèìå, çà÷àñòóþ, îñíîâûâàåòñÿ
ëèøü íà èíòóèòèâíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ âû÷èñëèòåëÿ-ýêñïåðòà.

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíîëîãèÿ, ðàñøèðÿþùàÿ òðàäèöèîííóþ
àðõèòåêòóðó ïîñòðîåíèÿ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ äëÿ ðåøåíèÿ ÇÎÓ äî äâóõóðîâíå-
âîé èåðàðõèè. Âåðõíèé (óïðàâëÿþùèé) óðîâåíü â êîíòåêñòå ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà
çàäà÷ îáåñïå÷èâàåò: 1. Ïîñòðîåíèå è ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå àïïðîêñèìèðóþùåãî ïà-
ðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà. 2. Óïðàâëåíèå òåõíîëîãè÷åñêèìè ýòàïàìè ðåøåíèÿ ÇÎÓ.
3. Èíòåðôåéñ âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëüçîâàòåëåì. Íèæíèé (èñïîëíèòåëüíûé) óðîâåíü
ðåàëèçóåòñÿ âû÷èñëèòåëüíûì êîìïëåêñîì äëÿ ðåøåíèÿ ÇÎÓ, ïîñòðîåííûì ïî òðàäè-
öèîííîé ñõåìå è óïðàâëÿåòñÿ âåðõíèì óðîâíåì. Óïðàâëÿþùèé óðîâåíü ðåàëèçîâàí
â âèäå ýêñïåðòíîé ñèñòåìû, îñíîâàííîé íà ïðàâèëàõ. Ïîìèìî òðàäèöèîííîãî �êîí-
ñóëüòàöèîííîãî� ðåæèìà îíà èìååò âîçìîæíîñòü ñàìà óïðàâëÿòü õîäîì ðåøåíèÿ,
òåì ñàìûì ñóùåñòâåííî ïîâûøàÿ ñòåïåíü àâòîìàòèçàöèè ñóùåñòâóþùèõ ïðîãðàìì-
íûõ êîìïëåêñîâ äëÿ ðåøåíèÿ ÇÎÓ.
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ÏÎÈÑÊÎÂÛÅ ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÏÑÅÂÄÎÁÓËÅÂÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
Â ÇÀÄÀ×Å ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈ ÄÀÍÍÛÕ

È.Ñ. Ìàñè÷

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä êëàññèôèêàöèè äàííûõ, îñíîâàííûé íà êîìáè-
íàòîðèêå è îïòèìèçàöèè. Â îñíîâå ïîäõîäà ëåæèò ìåòîä, íàçûâàåìûé Ëîãè÷åñêèì
Àíàëèçîì Äàííûõ (Logical Analysis of Data � LAD), êîòîðûé óñïåøíî èñïîëüçî-
âàëñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðÿäà çàäà÷ èç ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé [1]. Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà
çàêëþ÷àåòñÿ â ñîâìåñòíîì èñïîëüçîâàíèè äåéñòâèé ïî ¾äèôôåðåíöèðîâàíèþ¿ è ¾èí-
òåãðèðîâàíèþ¿, ïðîèçâîäèìûõ íà îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà Rn, ñîäåðæàùåé çàäàííûå
¾ïîëîæèòåëüíûå¿ è ¾îòðèöàòåëüíûå¿ íàáëþäåíèÿ. Íà øàãå ¾äèôôåðåíöèðîâàíèÿ¿
îïðåäåëÿåòñÿ ñåìåéñòâî ìàëûõ ïîäìíîæåñòâ, îáëàäàþùèõ õàðàêòåðíûìè ïîëîæè-
òåëüíûìè èëè îòðèöàòåëüíûìè ÷åðòàìè. Íà øàãå ¾èíòåãðèðîâàíèÿ¿ ôîðìèðóåìûå
îïðåäåëåííûì îáðàçîì îáúåäèíåíèÿ ýòèõ ïîäìíîæåñòâ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê àïïðîê-
ñèìàöèè îáëàñòåé ïðîñòðàíñòâà Rn, ñîäåðæàùèå ïîëîæèòåëüíûå è, ñîîòâåòñòâåííî,
îòðèöàòåëüíûå íàáëþäåíèÿ.

Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ LAD ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âìåñòî òîãî, ÷òîáû ïðîñòî
îòâåòèòü íà âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ íîâîå íàáëþäåíèå ïîëîæèòåëüíûì èëè îòðèöàòåëüíûì,
îí ñòðîèò àïïðîêñèìàöèþ îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà Rn, ñîäåðæàùåé ïîëîæèòåëüíûå
íàáëþäåíèÿ, è îáëàñòè, ñîäåðæàùåé îòðèöàòåëüíûå íàáëþäåíèÿ.

Ðàññìîòðåííûé ìåòîä êëàññèôèêàöèè äàííûõ, îñíîâàííûé íà ìåòîäîëîãèè LAD,
ñîñòîèò èç ýòàïîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ðåøåíèå ñåðèè çàäà÷ óñëîâíîé
ïñåâäîáóëåâîé îïòèìèçàöèè. Êðèòåðèé è îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷àõ çàäàíû ïñåâäîáóëå-
âûìè ôóíêöèÿìè, õàðàêòåðèçóþùèìèñÿ íàëè÷èåì ñâîéñòâ óíèìîäàëüíîñòè è ìîíî-
òîííîñòè, ÷òî âûäåëÿåò èõ â îñîáåííûé êëàññ çàäà÷, â êîòîðûõ äîïóñòèìîå ìíîæå-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíûì. Ðàçðàáîòàííûå ïîèñêîâûå àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ïîèñêå
ãðàíè÷íûõ òî÷åê äîïóñòèìîé îáëàñòè [2, 3], ýôôåêòèâíî ðåøàþò çàäà÷è ðàññìàòðè-
âàåìîãî êëàññà, ïîâûøàÿ òåì ñàìûì ýôôåêòèâíîñòü âñåãî ìåòîäà êëàññèôèêàöèè
äàííûõ.
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E-mail: i-masich@yandex.ru
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ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß Ó×ÅÁÍÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ Â ÂÓÇÅ ÏÎÑÐÅÄÑÒÂÎÌ
ÂÂÅÄÅÍÈß ÌÎÄÓËÜÍÎ-ÐÅÉÒÈÍÃÎÂÎÉ ÑÈÑÒÅÌÛ ÎÁÓ×ÅÍÈß

È.Ï. Ìåäâåäåâà, Å.Â. Òàèðîâà

Ìîäóëüíî-ðåéòèíãîâàÿ ñèñòåìà îáó÷åíèÿ ñòðîèòñÿ íà êîìïåòåíòíîñòíîé îñíîâå
äëÿ ñèñòåìû ïðîôåññèîíàëüíîãî îáðàçîâàíèÿ. Êâàëèôèêàöèîííûé ñòàíäàðò ïî ñïå-
öèàëüíîñòè ñîñòîèò èç íàáîðà ìîäóëåé ôóíêöèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé:

Vb = (Vb1 , Vb2 , ..., Vbn),

ãäå Vb - áàçîâûå òðåáîâàíèÿ ê êâàëèôèêàöèè âûïóñêíèêà, Vb1 , Vb2 , ..., Vbn - áàçîâûå
òðåáîâàíèÿ ê çíàíèÿì, óìåíèÿì è íàâûêàì îáó÷àåìîãî, ñîäåðæàùèåñÿ â îòäåëüíûõ
ìîäóëÿõ ôóíêöèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé, n - ÷èñëî ìîäóëåé ôóíêöèîíàëüíûõ êîìïå-
òåíöèé â äàííîì êâàëèôèêàöèîííîì ñòàíäàðòå.

Êàæäîìó ìîäóëþ ôóíêöèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé äîëæåí ñîîòâåòñòâîâàòü ìîäóëü
ó÷åáíîé ïðîãðàììû. Ñàì ïðîöåññ îáó÷åíèÿ è îöåíêè çíàíèé ñòóäåíòîâ ïåðåâîäèòñÿ
íà ìîäóëüíî-ðåéòèíãîâóþ îñíîâó:

V = (V1, V2, ..., Vn),

ãäå V - äîñòèãíóòûé óðîâåíü êà÷åñòâà òðóäîâîãî ïîòåíöèàëà âûïóñêíèêà, V1, V2, ..., Vn

- äîñòèãíóòûé óðîâåíü ïðîôåññèîíàëüíîé êîìïåòåíöèè è çíàíèé íà îñíîâå ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ìîäóëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé, n - ÷èñëî ìîäóëåé îáó÷åíèÿ, ñîâ-
ïàäàþùåå ñ ÷èñëîì ìîäóëåé ôóíêöèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé.

Áàçîâûå òðåáîâàíèÿ Vb è äîñòèãíóòûé óðîâåíü êà÷åñòâà V âûðàæàþòñÿ â ÷èñëî-
âûõ îöåíêàõ.

Ïðè òàêîì ïîäõîäå öåëüþ óïðàâëåíèÿ êà÷åñòâîì ïðîöåññà îáó÷åíèÿ ñòàíîâèòñÿ
ìèíèìèçàöèÿ îòêëîíåíèÿ äîñòèãíóòîãî óðîâíÿ òðóäîâîãî ïîòåíöèàëà âûïóñêíèêà îò
çàäàííûõ áàçîâûõ êâàëèôèêàöèîííûõ òðåáîâàíèé ïóòåì ìàêñèìàëüíîãî ïðèáëèæå-
íèÿ äîñòèãíóòûõ ðåçóëüòàòîâ îáó÷åíèÿ ïî êàæäîìó ìîäóëþ ó÷åáíîé ïðîãðàììû ê
òðåáîâàíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ ìîäóëåé ôóíêöèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé, òî åñòü

max
i

(Vbi
− Vi) → min,

ïðè âûïîëíåíèè ðÿäà îãðàíè÷åíèé ïî îòäåëüíûì ïàðàìåòðàì êàæäîãî ìîäóëÿ. Ïåðå-
ìåííûìè îïòèìèçàöèîííîé ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ êîëè÷åñòâî (ïî êàæäîìó ìîäóëþ) âèäîâ
ïðîìåæóòî÷íîãî êîíòðîëÿ çíàíèé, íàïðèìåð: êîëè÷åñòâî òåñòîâ, êîíòðîëüíûõ ðàáîò,
èíäèâèäóàëüíûõ äîìàøíèõ çàäàíèé è ò.ï.

Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ äàííàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ïðèìåíèòåëüíî ê ÷åòûðåì
ìîäóëÿì ó÷åáíîé ïðîãðàììû ïî äèñöèïëèíå "Ìàòåìàòèêà". Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíèòåëü-
íûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ îáó÷åíèÿ â äâóõ ãðóïïàõ: ýêñïåðèìåíòàëüíîé (ìîäóëüíî-
ðåéòèíãîâàÿ ñèñòåìà) è îáû÷íîé. Óðîâåíü ïðîôåññèîíàëüíûõ êîìïåòåíöèé â ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîé ãðóïïå îêàçàëñÿ âäâîå âûøå, ÷åì â îáû÷íîé.

Ìåäâåäåâà Èðèíà Ïåòðîâíà, Òàèðîâà Åëåíà Âèêòîðîâíà,
Èðêóòñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ,
óë. ×åðíûøåâñêîãî, 15, Èðêóòñê, 664074, Ðîññèÿ, òåë. 8-902-515-81-71.
E-mail: Rudvik47@rambler.ru, Tairova_L@mail.ru
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ÒÐÀÍÑÏÎÐÒÍÀß ÌÎÄÅËÜ Ñ ÊÓÑÎ×ÍÎ-ÇÀÄÀÍÍÛÌÈ ÈÇÄÅÐÆÊÀÌÈ
È ÍÅÄÎÑÒÀÒÊÎÌ ÈËÈ ÈÇÁÛÒÊÎÌ ÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÅÉ ÃÅÍÅÐÀÖÈÈ

Ä.Ñ. Ìåäâåæîíêîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òðàíñïîðòíîé ñèñòåìû, â êîòîðîé îä-
íîðîäíûé ïðîäóêò ïåðåäàåòñÿ ïî òðàíñïîðòíûì âåòâÿì èç ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà â
ïóíêòû ïîòðåáëåíèÿ. Èçäåðæêè íà ïåðåäà÷ó ïðåäñòàâëåíû êóñî÷íî-çàäàííîé íåëè-
íåéíîé ôóíêöèåé. Ñóììàðíûé îáúåì ïðåäåëüíî äîïóñòèìîé ãåíåðàöèè â óçëàõ-èñòî÷-
íèêàõ ìîæåò áûòü íå ðàâåí ñóììàðíîìó îáúåìó ïîòðåáíîñòè â óçëàõ-ïîòðåáèòåëÿõ.

Mîäåëü â âèäå çàäà÷è îïòèìèçàöèè, îïèñûâàåò îïòèìàëüíîå ïî ñóììàðíûì èç-
äåðæêàì íà òðàíñïîðò ðàñïðåäåëåíèå ïîòîêîâ ïî âåòâÿì è âûáîð òàêèõ îáúåìîâ
ãåíåðàöèè è ïîòðåáëåíèÿ â óçëàõ, ïðè êîòîðûõ íàèëó÷øèì îáðàçîì ïîêðûâàþòñÿ
ïîòðåáíîñòè. Ìîäåëü èìååò ïðèìåíåíèå ïðè àíàëèçå æèâó÷åñòè òðàíñïîðòíûõ ñî-
ñòàâëÿþùèõ åäèíîé ñèñòåìû ãàçî-, íåôòå- è íåôòåïðîäóêòîñíàáæåíèÿ.

Ïóñòü n � ÷èñëî âåòâåé. Èñõîäíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè èìååò âèä:

sumn
j=1(F̃j(xj) + sjxj) +

∑

i∈Icons

hi(b̄i − bi) → min

Ax = b, x ≥ x, bi ≤ bi ≤ 0, i ∈ Isrc, 0 ≤ bi ≤ b̄i, i ∈ Icons.

Çäåñü xj � îáúåì ïîòîêà ïî âåòâè j, A � ìàòðèöà èíöèäåíöèé óçëîâ è âåòâåé, Isrc � ìíî-
æåñòâî èíäåêñîâ óçëîâ-èñòî÷íèêîâ, Icons � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ óçëîâ-ïîòðåáèòåëåé,
|bi| � îáúåì ãåíåðàöèè, åñëè i ∈ Isrc, èëè îáúåì ïîòðåáëåíèÿ, åñëè i ∈ Icons, sj �
êîýôôèöèåíò, hj � êîýôôèöèåíò øòðàôà çà íåäîïîñòàâêó â óçåë i, F̃j(xj) � êóñî÷íî-
çàäàííàÿ íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ-ñîñòàâëÿþùàÿ èçäåðæåê íà ïåðåäà÷ó. Åñëè x ≤ x ≤ x̄,
òî F̃j(xj) = 0. Åñëè x > x̄, òî F̃j(xj) = Fj(xj − x̄j), ãäå Fj(χ) � ôóíêöèÿ èç Z � ìíî-
æåñòâà íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà, ðàâíûõ
íóëþ â íóëå, ïðîèçâîäíûå êîòîðûõ ìîíîòîííî âîçðàñòàþò è ðàâíû íóëþ â íóëå.

Ê èñõîäíîé ñòðîèòñÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à, çàâèñÿùàÿ îò ïåðåìåííûõ y, η, u, ηb, vb:
n∑

j=1

Φ̃j(yj)−
n∑

j=1

xjηj −
∑

i∈Isrc

biη
b
i +

∑

i∈Icons

b̄iv
b
i → min

yj + sj − [AT u]j − ηj = 0, ηj ≥ 0, j = 1, ..., n

ui − ηb
i ≤ 0, ηb

i ≥ 0, i ∈ Isrc, ui − hi + vb
i ≥ 0, vb

i ≥ 0, i ∈ Icons.

Çäåñü ôóíêöèÿ Φ̃j(yj) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó Z è ÿâëÿåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëå-
æàíäðà ôóíêöèè F̃j(xj). Ýòà çàäà÷à ïîçâîëÿåò âçãëÿíóòü íà ìîäåëü ñ òî÷êè çðåíèÿ
äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ: âåêòîðà óçëîâûõ öåí u, âåêòîðà ïåðåìåííûõ ïðåäåëüíûõ
èçäåðæåê y, âåêòîðà òàðèôíûõ âû÷åòîâ η.

Íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñ++ ðåàëèçîâàí àëãîðèòì âíóòðåííèõ òî÷åê äëÿ
ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è. Àëãîðèòì àïðîáèðîâàí íà ðÿäå ïðèìåðîâ ñ ðàçìåðîì ñåòè
îò 10 óçëîâ × 15 âåòâåé äî 200 óçëîâ × 240 âåòâåé.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ 09-01-00306-à.

Ìåäâåæîíêîâ Äìèòðèé Ñåðãååâè÷,
Èíñòèòóò ñèñòåì ýíåðãåòèêè èì. Ë.À. Ìåëåíòüåâà ÑÎ ÐÀÍ,
óë. Ëåðìîíòîâà, 130, Èðêóòñê, 664033, Ðîññèÿ, òåë. (3952) 42-97-64.
E-mail: dmitry@isem.sei.irk.ru
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ÎÁ ÎÄÍÎÉ ÇÀÄÀ×Å ÎÏÒÈÌÀËÜÍÎÉ ÐÀÇÂÎÇÊÈ
Ã.À. Îìàðîâà

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ïî-ïðåæíåìó àêòóàëüíû çàäà÷è òðàíñïîðòíîé ëîãèñòèêè,
òàêèå êàê îïòèìèçàöèÿ è îðãàíèçàöèÿ ðàöèîíàëüíûõ ãðóçîïîòîêîâ, èõ îáðàáîòêè,
îáåñïå÷åíèå ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè òàêèõ ïîòîêîâ, ñíèæåíèå íåïðîèçâîäèòåëü-
íûõ èçäåðæåê è çàòðàò. Â äîêëàäå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîãî
ìàðøðóòà ïåðåâîçîê.

Èìååòñÿ ñåòü äîðîã, íà êîòîðîé îòìå÷åíû óçëû: ïåðåêðåñòêè, ïóíêòû îáñëóæè-
âàíèÿ (ìàãàçèíû) è íåêîòîðûå ó÷àñòêè äîðîã. Èçâåñòíî ìåñòî ðàñïîëîæåíèÿ ñêëàäà.
Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü çàìêíóòûé ìàðøðóò îáúåçäà âñåõ ìàãàçèíîâ, êîòîðûé íà÷è-
íàåòñÿ ñ òî÷êè ðàçìåùåíèÿ ñêëàäà è èìååò ìèèíèìàëüíóþ äëèíó.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Äàí ãðàô G = (V,E) � ïëàíàðíûé, ñâÿçíûé, áåç ïåòåëü, çàäàííûé ìàòðèöåé

äîñòèæèìîñòè A. Ìíîæåñòâî âåðøèí V = {v1, ..., vn} ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó óç-
ëàì, à Vk ⊆ V � ïîäìíîæåñòâó âåðøèí, ÷åðåç êîòîðûå äîëæåí ïðîõîäèòü èñêî-
ìûé ìàðøðóò. Ïàðà âåðøèí ñîåäèíåíà â G ðåáðîì, åñëè ñóùåñòâóåò ó÷àñòîê äî-
ðîãè â ñåòè, íåïîñðåäñòâåííî ñîåäèíÿþùèé ñîîòâåòñòâóþùèå óçëû. Êðîìå òîãî, óêà-
çàíà âåðøèíà v0 � íà÷àëüíàÿ âåðøèíà ìàðøðóòà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñêëàäó. Òðåáó-
åòñÿ íàéòè êðàò÷àéøèé çàìêíóòûé ïóòü, âêëþ÷àþùèé âåðøèíó v0 è âñå âåðøèíû
ìíîæåñòâà Vk.

Ðåøåíèå çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà îò ãðàôà G ïåðåõîäèì ê ïîë-
íîìó ãðàôó Gk+1 íà ìíîæåñòâå âåðøèí Vk

⋃{v0}, â êîòîðîì âåñ ðåáðà � ýòî äëèíà
êðàò÷àéøåãî ïóòè îò âåðøèíû vi äî âåðøèíû vj â ãðàôå G. Çàòåì ðåøàåòñÿ çàäà÷à
ïîèñêà ãàìèëüòîãî öèêëà ìèíèìàëüíîãî âåñà â ãðàôå Gk+1.

Äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, íî ïðè íåáîëüøîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà k
âðåìåííûå çàòðàòû ïðèåìëåìû. Íåêîòîðûå ïðèåìû (äåêîìïîçèöèÿ ãðàôà è ñïåöè-
àëüíûé àíàëèç èñõîäíûõ äàííûõ) ïîçâîëèò ñóùåñòâåííî ñíèçèòü ïåðåáîð âàðèàíòîâ.

Öåëü ðàáîòû � ñîçäàíèå ñèñòåìû, êîòîðàÿ áóäåò îïðåäåëÿòü ìàðøðóòû äâèæå-
íèÿ òðàíñïîðòà ïî óëèöàì ãîðîäà. Ñèñòåìà âêëþ÷àåò áàçó äàííûõ ïî êðàò÷àéøèì
ïóòÿì ìåæäó âûäåëåííûìè âåðøèíàìè. Ýòî ïîçâîëèò ñ ìèíèìàëüíûìè çàòðàòàìè
ïî âðåìåíè ïåðåñ÷èòûâàòü ïóòè äëÿ êàæäîãî îáõîäà âûäåëåííûõ âåðøèí, à òàêæå
çàäàâàòü ïóòü è èçìåíÿòü ñóùåñòâóþùèå.

Îìàðîâà Ãóëüçèðà Àëèìîâíà,
Èíñòèòóò âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ãåîôèçèêè ÑÎ ÐÀÍ,
ïð. Ëàâðåíòüåâà, 6, Íîâîñèáèðñê, 630090, Ðîññèÿ,
òåë. (383) 330-96-43, ôàêñ (383) 330-96-43.
E-mail: gulzira@rav.sscc.ru
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ÎÁ ÎÄÍÎÌ ÏÎÄÕÎÄÅ Ê ÔÎÐÌÈÐÎÂÀÍÈÞ
ÑËÎÆÍÛÕ ÈÇÄÅËÈÉ

Ò.Ì. Îðëîâà, À.À. ×åðíîâà

Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ñëîæíûõ èçäåëèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïåðñïåêòèâíûì ïîäõîä,
îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâàíèè çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ñ ëîãè÷åñêèìè îãðà-
íè÷åíèÿìè [2]. Ïðèìåíåíèå äàííîãî ïîäõîäà îáóñëîâëåíî òåì, ÷òî ïðè êîíñòðóèðî-
âàíèè èçäåëèé íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ïðèîðèòåòíûå ñî÷åòàíèÿ ýëåìåíòîâ è óñëîâèÿ
íåæåëàòåëüíîñòè êîìáèíàöèé íåêîòîðûõ èç íèõ.

Ðàññìàòðèâàåìûå ïîñòàíîâêè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèÿìè èçâåñòíîé çàäà÷è ìàêñè-
ìàëüíîé âûïîëíèìîñòè ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû. Ëîãè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò áûòü
æåñòêèìè è ìÿãêèìè. Ïåðâûå ñîîòâåòñòâóþò çàäà÷å âûïîëíèìîñòè ëîãè÷åñêîé ôîð-
ìóëû, à âòîðûå � çàäà÷å ìàêñèìàëüíîé âûïîëíèìîñòè ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû. Â ìàòå-
ìàòè÷åñêèå ìîäåëè âêëþ÷àþòñÿ òàêæå îãðàíè÷åíèÿ íà ðåñóðñû è òðåáîâàíèÿ ñïåöèà-
ëèñòà. Çàäà÷à ñîñòîèò â íàõîæäåíèè íàáîðà ñîñòàâëÿþùèõ ïðîåêòèðóåìîãî èçäåëèÿ,
ìàêñèìèçèðóþùåãî ñóììó âåñîâ ìÿãêèõ ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë ïðè âûïîëíåíèè óêàçàí-
íûõ æåñòêèõ ëîãè÷åñêèõ, ðåñóðñíûõ è äðóãèõ îãðàíè÷åíèé.

Íà îñíîâå óêàçàííîãî ïîäõîäà ïîñòðîåíû ìîäåëè öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ òî÷íûõ è ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è, ñîçäàí ïðîãðàììíûé
êîìïëåêñ, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïðîåêòèðîâàíèÿ ñëîæíûõ èçäåëèé.

Â äàííîé ðàáîòå â êà÷åñòâå ñëîæíûõ èçäåëèé ðàññìàòðèâàþòñÿ æåíñêèå æàêåòû.
Äëÿ ýòîãî àññîðòèìåíòà îäåæäû ñ ó÷åòîì èíôîðìàöèè èç ñîâðåìåííûõ æóðíàëîâ,
ìàòåðèàëîâ èç Èíòåðíåòà è äðóãèõ èñòî÷íèêîâ [1] ñôîðìèðîâàíà áèáëèîòåêà ýëå-
ìåíòîâ è ëîãè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ. Ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ïðîâåäåí
âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ ðåàëüíûìè èñõîäíûìè äàííûìè, ïîäòâåðæäàþùèé
ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ðàçâèâàåìîãî ïîäõîäà.
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ÍÅÊÎÒÎÐÛÅ ÊÐÈÒÅÐÈÈ ÎÖÅÍÊÈ ÐÀÑÊÐÎÉÍÛÕ ÏËÀÍÎÂ
Ò.À. Ïàíþêîâà

Çàäà÷è ðàñêðîÿ-óïàêîâêè ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü â äâóõ ïîñòàíîâêàõ: �îïòèìàëü-
íîå ðàçìåùåíèå äåòàëåé çàäàííîé ôîðìû è çàäàííûõ ðàçìåðîâ� è �îïòèìàëüíûé õîä
ðåæóùåãî èíñòðóìåíòà ïðè çàäàííîì ðàçìåùåíèè äåòàëåé íà ïëîñêîñòè�. Íà ïðàê-
òèêå ÷àñòî íåîáõîäèìî âûïîëíÿòü íåãèëüîòèííûé ïðÿìîóãîëüíûé ðàñêðîé. Â àâòî-
ìàòèçèðîâàííîé ñèñòåìå òåõíîëîãè÷åñêîé ïîäãîòîâêè ïðîöåññîâ ðàñêðîÿ ëèñòîâîãî
ìàòåðèàëà ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ðàñêðîéíîãî ïëàíà ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèé ãðàô. Öå-
ëüþ ìîäåëèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå òàêîé êðàò÷àéøåé òðàåêòîðèè ðåæóùåãî
èíñòðóìåíòà, ÷òîáû îòðåçàííàÿ îò ëèñòà ÷àñòü íå òðåáîâàëà äîïîëíèòåëüíûõ ðàçðå-
çàíèé. Ôîðìàëüíî ìíîæåñòâî òàêèõ òðàåêòîðèé ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî êàê ïîêðû-
òèå ñ óïîðÿäî÷åííûì îõâàòûâàíèåì äëÿ ïëîñêîãî ãðàôà [1]. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî
íàáîðà ïðÿìîóãîëüíûõ äåòàëåé èçâåñòíî íåñêîëüêî îïòèìàëüíûõ óïàêîâîê. Òðåáó-
åòñÿ íàéòè ìíîæåñòâî óïàêîâîê, äëÿ êîòîðûõ ïîêðûòèå öåïÿìè ñ óïîðÿäî÷åííûì
îõâàòûâàíèåì áûëî áû îïòèìàëüíûì.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå êðèòåðèè îïòèìàëüíîñòè.
1. Êîëè÷åñòâî äîïîëíèòåëüíûõ ïîñòðîåíèé. Çàäà÷à èõ ìèíèìèçàöèè òðèâèàëü-

íà. Â äàííîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü âñå èìåþùèåñÿ óïàêîâêè è âûáðàòü òå,
äëÿ êîòîðûõ â ñîîòâåòñòâóþùåì èì ïëîñêîì ãðàôå ÷èñëî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè
áóäåò ìèíèìàëüíî, è ïîñòðîèòü ïîêðûòèÿ öåïÿìè ñ óïîðÿäî÷åííûì îõâàòûâàíèåì.
Òàêàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ çà ëèíåéíîå âðåìÿ.

2. Ñóììàðíàÿ äëèíà ìàðøðóòà. Ýòà çàäà÷à òàêæå ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ëèíåé-
íîå âðåìÿ åùå íà ýòàïå êîäèðîâàíèÿ ãðàôà.

3. Äëèíà äîïîëíèòåëüíûõ ïîñòðîåíèé. Ýòà çàäà÷à íå òàê òðèâèàëüíà. Â ÷àñò-
íîñòè, àëãîðèòì äëÿ çàäà÷è êèòàéñêîãî ïî÷òàëüîíà â ýòîì ñëó÷àå íå ïîäõîäèò, ò.ê.
ïðè ïîñòðîåíèè ìàðøðóòà ïîðÿäîê îáõîäà îïðåäåëÿåò è óðîâåíü âëîæåííîñòè êàæ-
äîé âåðøèíû. Ñ öåëüþ óìåíüøåíèÿ äëèíû ìàðøðóòà ìîæíî ðåêîìåíäîâàòü èäòè
â áëèæàéøóþ âåðøèíó ñ ìàêñèìàëüíûì óðîâíåì âëîæåííîñòè (æàäíûé àëãîðèòì).
Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ïîêàçûâàåò, ÷òî ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì ðåøåíèå
èìååò ìåíüøóþ äëèíó, íåæåëè ðåøåíèå, íàéäåííîå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà [2], ãäå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âûáèðàëàñü ëåêñèêîãðàôè÷åñêè.

ËÈÒÅÐÀÒÓÐÀ

1. Panyukova T. Cover with ordered enclosing for �at graphs // Electronic Notes in
Discrete Mathematics. � 2007. � N 28. � P. 17-24.
2. Ìóõà÷åâà Ý.À., Ïàíþêîâà Ò.À. Ïðîáëåìà ðàöèîíàëüíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðîìûø-
ëåííûõ ìàòåðèàëîâ: îïòèìèçàöèÿ îáðàòíîãî õîäà ðàñêðîÿ // Îáðàòíûå çàäà÷è â ïðè-
ëîæåíèÿõ. Ñáîðíèê ñòàòåé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè. � Áèðñê: ÁèðÃÑÏÀ,
2008. � Ñ. 270-276.

Ïàíþêîâà Òàòüÿíà Àíàòîëüåâíà,
Þæíî-Óðàëüñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò,
ïð. Ëåíèíà, 76, ×åëÿáèíñê, 454080, Ðîññèÿ, òåë. (351) 267-90-39, ôàêñ (351) 267-90-39.
E-mail: kwark@mail.ru



Ïðèêëàäíûå èññëåäîâàíèÿ 239

ÒÀÐÈÔÛ ÍÀ ÓÑËÓÃÈ ÌÎÁÈËÜÍÎÉ ÑÂßÇÈ
À.Â. Ïàíþêîâ, Å.Â. Øìèãîëü

Îòðàñëü óñëóã ñâÿçè ïî òåìïó ðîñòà ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ëèäåðîâ ðîññèéñêîé ýêî-
íîìèêè. Ïîýòîìó îñòðî âñòàåò âîïðîñ îáîñíîâàííîñòè òàðèôîâ íà äàííóþ ñâÿçü. Ñó-
ùåñòâóþò íåñêîëüêî ðàáîò â äàííîé îáëàñòè.

Â ðàáîòå [1] ïðåäëîæåí ìåòîä íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ öåí íà óñëóãè ìîáèëüíîé
ñâÿçè, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò ïðèíöèï ïåðåãîâîðîâ ìåæäó ïîòðåáèòåëåì äàííûõ
óñëóã è ôèðìîé, èõ ïðåäîñòàâëÿþùåé. Ïðîöåññ ïåðåãîâîðîâ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðå-
êóððåíòíóþ èãðó Øòàêåëüáåðãà, â êîòîðîé ïåðâûì èãðîêîì, ïðåäëàãàþùèì öåíó
(ëèäåðîì), ÿâëÿåòñÿ ïîòðåáèòåëü. Íà êàæäîì ýòàïå ïåðåãîâîðîâ îïåðàòîð (ïîñëåäî-
âàòåëü) îïðåäåëÿåò ñâîè öåíû, îñíîâûâàÿñü íà âûáîðå àáîíåíòà. Ðåçóëüòàòîì ÿâëÿ-
þòñÿ îïòèìàëüíûå öåíû, óñòðàèâàþùèå è ïîòðåáèòåëÿ è îïåðàòîðà.

Â ðàáîòå [2] òùàòåëüíî èññëåäîâàí âîïðîñ óñòàíîâëåíèÿ îïòèìàëüíûõ öåí íà ñî-
òîâóþ ñâÿçü â çàâèñèìîñòè îò ñóììû ïëàòåæåé ìåæäó îïåðàòîðàìè ñâÿçè (ñòîèìîñòè
èíòåðêîííåêòà). Äëÿ àíàëèçà èñïîëüçîâàëèñü äâîéíûå òàðèôû, òî åñòü òå, êîòîðûå
ñîñòîÿò èç ôèêñèðîâàííîãî îáÿçàòåëüíîãî ïëàòåæà (àáîíåíòñêîé ïëàòû) è ñóììû,
çàâèñÿùåé îò àêòèâíîñòè àáîíåíòà è öåíû çà ìèíóòó ðàçãîâîðà.

Íàèáîëåå ýôôåêòèâíîé öåíîâîé ïîëèòèêîé ôèðìû ÿâëÿåòñÿ öåíîâàÿ äèâåðñèôè-
êàöèÿ, îðèåíòèðîâàííàÿ íà ïîêóïàòåëÿ è ìàêñèìèçèðóþùàÿ ðåíòàáåëüíîñòü ïðîäàæ.
Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òàðèôíûé ïëàí êàê êîìïëåêñíóþ óñëóãó, ñîçäàííóþ äëÿ îïðå-
äåëåííîé ãðóïïû ïîòðåáèòåëåé. Â äîêëàäå ïðåäëàãàåòñÿ ïðè äèâåðñèôèêàöèè öåí íà
òàðèôíûå ïëàíû èñïîëüçîâàòü ðàâíîâåñíûå öåíû íà óñëóãè ìîáèëüíîé ñâÿçè, íàé-
äåííûå ïî ìîäåëè Íåéìàíà (A,B), â êîòîðîé ìàòðèöà A ñîäåðæèò çàòðàòû îïåðà-
òîðà íà îêàçàíèå óñëóã ïî êàæäîìó òàðèôíîìó ïëàíó, ìàòðèöà B ñîäåðæèò äîõîäû
îò óñëóã â ñîîòâåòñòâóþùèõ òàðèôíûõ ïëàíàõ. Óñòîé÷èâûå àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ â ìîäåëè Íåéìàíà èçâåñòíû [3].
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ÌÎÙÍÎÑÒÈ ÝËÅÊÒÐÎÝÍÅÐÃÅÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ
Ñ.Ì. Ïåðæàáèíñêèé

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ýëåêòðîýíåðãåòè÷åñêàÿ ñèñòåìà, èç m óçëîâ è n ñâÿçåé ìåæäó
íèìè. Çàäàíà ðàñïîëàãàåìàÿ ìîùíîñòü x̄i, ìàêñèìàëüíàÿ íàãðóçêà ȳi â i−îì óçëå,
i = 1, . . . , m, ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü j−îé ëèíèè ýëåêòðîïåðåäà÷ z̄j è êîýôôèöèåíò
ïîòåðü ìîùíîñòè íà j−îé ñâÿçè αj, j = 1, . . . , n. Ïåðåìåííûìè èñõîäíîé çàäà÷è
ÿâëÿþòñÿ: xi− èñïîëüçóåìàÿ ìîùíîñòü â óçëå i, yi− íàãðóçêà â i−îì óçëå, zj−ïîòîê
ìîùíîñòè ïî ñâÿçè j, i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n. Òðåáóåòñÿ íàéòè

m∑

i=1

(ȳi − yi) → min, (1)

ó÷èòûâàÿ áàëàíñîâûå îãðàíè÷åíèÿ

xi − yi +
n∑

j=1

tijzj −
n∑

j=1

αj (max {0, tijzj})2 ≥ 0, i = 1, . . . , m (2)

è ëèíåéíûå äâóñòîðîííèå îãðàíè÷åíèÿ-íåðàâåíñòâà íà ïåðåìåííûå
0 ≤ yi ≤ ȳi, 0 ≤ xi ≤ x̄i, zj ≤ zj ≤ z̄j, i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n. (3)

Çäåñü tij− ýëåìåíòû ìàòðèöû ñâÿçè ðàçìåðà m× n, êîòîðûå ïðèíèìàþò ñëåäóþùèå
çíà÷åíèÿ: −1 (åñëè óçåë i− íà÷àëî ñâÿçè j), 1 (åñëè óçåë i− êîíåö ñâÿçè j), 0 (åñëè
óçåë i íå ïðèëåãàåò ê ñâÿçè j), i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n.

Çàäà÷à (1)-(3) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [1], ïîýòîìó äëÿ
åå ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâî ïðèìåíåíèå ìåòîäà âíóòðåííèõ òî÷åê, ó÷èòûâàþùåãî êâàä-
ðàòè÷íûå àïïðîêñèìàöèè [2]. Äàííûé àëãîðèòì îñíîâûâàåòñÿ íà èòåðàòèâíîé ëèíå-
àðèçàöèè è ìåòîäå âíóòðåííèõ òî÷åê ïðè ðåøåíèè ëèíåàðèçîâàííîé çàäà÷è. Â öåëÿõ
ñîêðàùåíèÿ ïîãðåøíîñòåé ëèíåàðèçàöèè ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü êâàäðàòè÷íûå
àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé. Òåì ñàìûì ó÷èòûâàåòñÿ ñòðóêòóðà çàäà÷è, ÷òî ïîçâîëÿåò
óìåíüøèòü îáúåì âû÷èñëåíèé. Â äîêëàäå ïðåäñòàâëåí àëãîðèòì è ðåçóëüòàòû ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 09-01-00306à, ÈÃÓ, ãðàíò � 111-02-000/8-01.
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ÏÐÈÌÅÍÅÍÈÅ ÌÅÒÎÄÎÂ ÌÍÎÃÎÊÐÈÒÅÐÈÀËÜÍÎÉ ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈÈ
Â ÑÀÏÐ ËÅÃÊÎÉ ÏÐÎÌÛØËÅÍÍÎÑÒÈ

Å.Þ. Ïå÷àòêèíà

Â ïðîöåññå àâòîìàòèçèðîâàííîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ýòàïîâ ïîäãîòîâêè ïðîèçâîä-
ñòâà íà ïðåäïðèÿòèÿõ ëåãêîé ïðîìûøëåííîñòè âîçíèêàåò ðÿä çàäà÷ îïòèìèçàöèè,
êîòîðûå íåîáõîäèìî ðåøàòü ñ ïðèìåíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà [1, 2].

Ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà èçãîòîâëåíèå øâåéíîãî èçäåëèÿ
(ïðîèçâîäñòâåííûå, êîíñòðóêòèâíûå, òåõíîëîãè÷åñêèå è äðóãèå). Èì îòâå÷àåò íàáîð
êðèòåðèåâ, õàðàêòåðèçóþùèõ èçãîòîâëåíèå èçäåëèÿ â öåëîì. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå
çàïóñêà èçäåëèÿ â ïðîèçâîäñòâî íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òåõíîëîãè÷íîñòü èçäåëèÿ
ïî ôàêòîðàì, ò.å. íàéòè îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå çàòðàò âñåõ âèäîâ ðàáîò ïðè ïðîåê-
òèðîâàíèè è ïðîèçâîäñòâå äëÿ çàäàííûõ ïîêàçàòåëåé êà÷åñòâà, îáúåìîâ âûïóñêà è
óñëîâèé âûïîëíåíèÿ ðàáîò.

Àíàëèç îïûòà ñîçäàíèÿ, âíåäðåíèÿ è ýêñïëóàòàöèè ÑÀÏÐ ëåãêîé ïðîìûøëåííî-
ñòè ïîêàçàë, ÷òî ïðèìåíåíèå ñèñòåìíîãî ïîäõîäà ê ôîðìàëèçàöèè èíôîðìàöèîííîãî
ïîëÿ ïðèâîäèò ê èíòåãðàöèè ïîòîêîâ èíôîðìàöèè. Ðàçðàáîòàííûå òðåáîâàíèÿ ïðåä-
ïîëàãàþò ïðèìåíåíèå ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ öåëüþ âûáîðà îïòèìàëü-
íîé ìîäåëè äëÿ çàïóñêà â ïðîèçâîäñòâî.

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, ñâÿçàííàÿ
ñ âûáîðîì ìîäåëåé ìóæñêîãî êîñòþìà èç íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà M . Êàæäàÿ ìîäåëü
îöåíèâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êðèòåðèåâ F (x) = (F1(x), . . . , Fn(x)). Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

F (x) → min
x ∈ M.

Ïîèñê ðåøåíèé çàäà÷è âåäåòñÿ ñðåäè Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ òî÷åê ìíîæåñòâà M .
Ïðèìåíåíèå ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ïîçâîëÿåò âûáðàòü ìîäåëè êîñòþ-

ìà è ìåòîäû îáðàáîòêè èõ ñáîðî÷íûõ åäèíèö, â íàèáîëüøåé ñòåïåíè îòâå÷àþùèå
óñëîâèÿì ïðîèçâîäñòâà è îöåíêàì ñïåöèàëèñòîâ.
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ÌÎÄÅËÈÐÎÂÀÍÈÅ ÎÑÂÎÅÍÈß ÐÅÑÓÐÑÎÂ
ÃÀÇÎÄÎÁÛÂÀÞÙÅÃÎ ÐÀÉÎÍÀ

Í.È. Ïëÿñêèíà

Ïðîãíîçèðîâàíèå ðàçðàáîòêè ãàçîäîáûâàþùåãî ðàéîíà íà äëèòåëüíóþ ïåðñïåê-
òèâó � ñëîæíûé ïðîöåññ, òðåáóþùèé ó÷åòà ñòîõàñòè÷åñêîé ïðèðîäû ìíîãèõ ãåîëîãî-
ïðîìûñëîâûõ ôàêòîðîâ è ýêîíîìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ. Â ýòèõ óñëîâèÿõ íàèáîëåå
àäåêâàòíûì ìåòîäîì ìîäåëèðîâàíèÿ ðàçðàáîòêè ãðóïïû ìåñòîðîæäåíèé ÿâëÿåòñÿ
èìèòàöèîííîå ìîäåëèðîâàíèå, ïîçâîëÿþùåå ó÷åñòü îñîáåííîñòè óñëîâèé ïðèðîäî-
ïîëüçîâàíèÿ è ìåõàíèçìà ðûíî÷íîãî óïðàâëåíèÿ. Íàìè âûäåëåíî äâå ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ ñòàäèè ïðîãíîçà, äëÿ êàæäîé ïðèâåäåíû ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäå-
ëè. Ïåðâàÿ ñòàäèÿ � ôîðìèðîâàíèå âàðèàíòîâ ðàçðàáîòêè ìåñòîðîæäåíèé. Èñïîëü-
çóåòñÿ èìèòàöèîííàÿ ìîäåëü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì âàðèàíòîâ ðàçðàáîòêè
ìåñòîðîæäåíèÿ ñ ó÷åòîì îñîáåííîñòåé íåäðîïîëüçîâàíèÿ, îãðàíè÷åííîñòè è íåîïðå-
äåëåííîñòè çàïàñîâ è äåáèòîâ ñêâàæèí. Ïî êàæäîìó âàðèàíòó îïðåäåëÿþòñÿ ãîäîâûå
îáúåìû äîáû÷è óãëåâîäîðîäîâ è ïîòðåáëÿåìûõ ðåñóðñîâ, à òàêæå èíòåãðàëüíûå çà-
òðàòû â öåëîì ïî âàðèàíòó. Äàííàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì ïðåäëàãàåìîé ñèñòåìû
ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Âòîðàÿ ñòàäèÿ � îöåíêà è âûáîð ýôôåêòèâíîãî âàðèàíòà ðàçðà-
áîòêè ãðóïïû ìåñòîðîæäåíèé íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ àíàëèçà èíâåñòèöè-
îííûõ ïðîåêòîâ. Âûáîð íàèëó÷øåãî âàðèàíòà ïðîâîäèòñÿ ïî ïîêàçàòåëÿì ÷èñòîãî
äèñêîíòèðîâàííîãî äîõîäà (×ÄÄ), âíóòðåííåé íîðìû äîõîäíîñòè (ÂÍÄ) è ñðîêà
îêóïàåìîñòè èíâåñòèöèé (Ò), êîòîðûå ïîçâîëÿþò îöåíèòü âëèÿíèå ýêîíîìè÷åñêèõ
ôàêòîðîâ (êîíúþíêòóðû ìèðîâîãî ðûíêà óãëåâîäîðîäîâ, íàëîãîâîé ñèñòåìû, ñòàâêè
áàíêîâñêîãî ïðîöåíòà, òåìïîâ èíôëÿöèè è äðóãèõ). Ôîðìèðîâàíèå ýôôåêòèâíîãî âà-
ðèàíòà ðàçðàáîòêè ãðóïïû ìåñòîðîæäåíèé äîñòèãàåòñÿ ïóòåì ïðîâåäåíèÿ îäíîãî èëè
íåñêîëüêèõ öèêëîâ ðàñ÷åòîâ ïî óêàçàííûì ìîäåëÿì. Ââîäèòñÿ ôóíêöèîíàë, ðàâíûé
îòíîøåíèþ ×ÄÄ ïðîåêòà ê îáú¼ìó ãàçà, äîáûòîìó çà âðåìÿ ðåàëèçàöèè ïðîåêòà.
Ïðè ïðî÷èõ ðàâíûõ óñëîâèÿõ âîçíèêàåò äèíàìè÷åñêàÿ çàäà÷à ñ äèñêðåòíûì âðåìå-
íåì ìàêñèìèçàöèè çíà÷åíèÿ óäåëüíîé ïðèáûëè. Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è âûáîðà ýô-
ôåêòèâíîãî âàðèàíòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îðãàíèçàöèþ ïîëíîãî ïåðåáîðà âîçìîæíûõ
âàðèàíòîâ. Ïîñòðîåííûé àëãîðèòì áûë ðåàëèçîâàí íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå ñ
ïîìîùüþ èíòåãðèðîâàííîãî â Microsoft Excel ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ Visual Basic
Access. Àïðîáàöèÿ ïðåäëàãàåìîãî ïîäõîäà ïðîâåäåíà íà ïðèìåðå ðàçðàáîòêè ãðóïïû
ãàçîâûõ ìåñòîðîæäåíèé ïîëóîñòðîâà ßìàë. Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ïîñòðîåíû ýôôåê-
òèâíûå âàðèàíòû ðàçðàáîòêè ãðóïïû ìåñòîðîæäåíèé, õàðàêòåðèçóþùèåñÿ äèíàìè-
êîé äîáû÷è, äåíåæíûìè ïîòîêàìè, ×ÄÄ, ÂÍÄ è Ò, çíà÷åíèÿìè îáú¼ìîâ äîáû÷è ïî
êàæäîìó ìåñòîðîæäåíèþ, êîýôôèöèåíòàìè èçâëå÷åíèÿ ãàçà.
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ÑÏÅÖÈÀËÜÍÛÅ ÇÀÄÀ×È ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÃÎ
ÏÐÎÃÐÀÌÌÈÐÎÂÀÍÈß È ÈÕ ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

À.Í. Ðîìàíîâñêàÿ

Ðàññìàòðèâàþòñÿ íåëèíåéíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñïå-
öèàëüíîãî âèäà, âîçíèêàþùèå â ìîäåëÿõ îïòèìèçàöèè áàíêîâñêîé äåÿòåëüíîñòè è
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ ïðåäïðèÿòèÿ - ðèòåéëåðà. Öåëåâîé ôóíêöèåé êàæäîé ìîäåëè
ñëóæèò ïðèáûëü áàíêà (ïðåäïðèÿòèÿ), êîòîðàÿ âûðàæàåòñÿ êàê ðàçíèöà ìåæäó äî-
õîäàìè è çàòðàòàìè îáúåêòà. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà ñëåäóþùèì
îáðàçîì: ∑

cixi + y
∑

xj −∑
c̃kx̃k − ỹ

∑
x̃m, ãäå ci � èçâåñòíûé äîõîä îò ïðîäàæè åäè-

íèöû òîâàðà (óñëóãè è ò.ï.) âèäà i, xi � èñêîìîå ÷èñëî åäèíèö ïðîäàííîãî òîâàðà
i, y � èñêîìûé äîõîä îò ïðîäàæè åäèíèöû òîâàðà èç ñïåöèàëüíîé ãðóïïû, c̃k � çà-
äàííûå çàòðàòû íà åäèíèöó âèäà k, x̃k � èñêîìîå ÷èñëî åäèíèö çàòðàò âèäà k, ỹ �
èçìåíÿåìûå çàòðàòû íà åäèíèöó òîâàðà èç ñïåöèàëüíîé ãðóïïû. Âîçíèêàåò íåñêîëü-
êî çàäà÷ â çàâèñèìîñòè îò íàáîðà îãðàíè÷åíèé íà ðåñóðñû, çàòðàòû, äîõîäû îáúåêòà.
Ñðåäè îãðàíè÷åíèé ïðèñóòñòâóåò îäíî íåëèíåéíîå îãðàíè÷åíèå ñïåöèàëüíîãî âèäà:
(y − αi)xi ≤ 0, ãäå αi � çàäàííàÿ âåëè÷èíà.

Äëÿ êàæäîé çàäà÷è áûë ïîñòðîåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ, äîêàçàíà òåîðåìà î ñõî-
äèìîñòè àëãîðèòìà çà ÷èñëî øàãîâ ìåíüøåå, ÷åì äàþò èçâåñòíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðèâåäåíû òåîðåìû îá óñëîâèÿõ óñòîé÷èâî-
ñòè îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò èñõîäíûõ äàííûõ.

Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî äàííûì ïðåäïðèÿòèÿ - ðèòåéëåðà, ñïå-
öèàëèçèðóþùåãîñÿ íà ïðîäàæå êíèã. Ìíîæåñòâî âñåõ êíèã áûëî ðàçáèòî íà ïîäìíî-
æåñòâà ñîãëàñíî ïðèíàäëåæíîñòè ê îäíîé òåìàòèêå (íàïðèìåð, ó÷åáíàÿ ëèòåðàòóðà,
õóäîæåñòâåííàÿ ëèòåðàòóðà è ò.ä.) è ê îäíîé öåíîâîé ãðóïïå. Ïîñòðîåíû ìîäåëè
îïòèìèçàöèè ïðèáûëè ïðåäïðèÿòèÿ äëÿ êàæäîé èç âîñüìè òåìàòèê. Ýêñïåðèìåíò
ïîêàçàë, ÷òî ïîëó÷åííîå îïòèìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå öåí ñóùåñòâåííî, áîëåå, ÷åì íà
5%, óâåëè÷èâàåò âûðó÷êó ïî ïðîäàæå êíèã êîíêðåòíîé òåìàòèêè.

Ðàáîòà ïîääåðæàíà ãðàíòîì ÐÔÔÈ � 07-06-00363 è ãðàíòîì ïðåçèäåíòà ÐÔ ïî
ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë � ÍØ-4113.2008.6.
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2. Ðîìàíîâñêàÿ À.Í. Îá îäíîé ìîäåëè îïòèìèçàöèè äåÿòåëüíîñòè áàíêà // Ñèáèð-
ñêèé æóðíàë èíäóñòðèàëüíîé ìàòåìàòèêè. � 2008. � Ò. 11, N 4(36). � C. 136-150.

Ðîìàíîâñêàÿ Àíàñòàñèÿ Íèêîëàåâíà,
Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè èì. Ñ.Ë. Ñîáîëåâà ÑÎ ÐÀÍ,
ïð. Àêàä. Êîïòþãà, 4, Íîâîñèáèðñê, 630090, Ðîññèÿ, òåë. (383) 363-46-04.
E-mail: nastyar@ngs.ru
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ÇÀÄÀ×À ÐÀÇÌÅÙÅÍÈß ÇÀÊÀÇÎÂ ÄËß ÑÅÒÈ ÀÏÒÅÊ ÐÅÃÈÎÍÀ
Â.Ñ. Ñèãàåâ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàçìåùåíèÿ çàêàçîâ ñðåäè ïîñòàâùèêîâ
ôàðìàöåâòè÷åñêîé ïðîäóêöèè äëÿ îáñëóæèâàíèÿ ñåòè àïòåê ðåãèîíà. Îñíîâíîé êðè-
òåðèé - ìèíèìèçàöèÿ êîëè÷åñòâà çàêàçàííîãî è íåïðèâåçåííîãî òîâàðà:

ϕ∗ = min
{∑

a∈A

∑

t∈T

(Qat −
∑

p∈P

xpat) | ((xpat), (dpa)) ∈ Ω
}
,

ãäå T � ìíîæåñòâî òèïîâ ïðîäóêöèè, P � ìíîæåñòâî ïîñòàâùèêîâ, A � ìíîæåñòâî
àïòåê, Qat � ïîòðåáíîñòè àïòåêè a â ïðîäóêöèè t. Ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ xpat ∈ Z+

� êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèè t, íàïðàâëÿåìîå îò ïîñòàâùèêà p àïòåêå a è dpa, êîòî-
ðàÿ ðàâíà 1, åñëè ïîñòàâùèê p ïîñòàâëÿåò ïîòðåáèòåëþ a ïðîäóêöèþ, è 0, èíà÷å.
Ω = {((xpat), (dpa))} � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, îïðåäåëÿåìîå ñëåäóþùèìè
îãðàíè÷åíèÿìè:

∑

p∈P

xpat ≤ Qat, a ∈ A, t ∈ T ;
∑

á∈A

∑

t∈T

cptfárxpát ≥ Vrpadpa, p ∈ P, r ∈ R, a ∈ A;

∑

a∈A

xpat ≤ bpt, p ∈ P, t ∈ T ; gprxpat ≤ Qatdpa, a ∈ A, p ∈ P, t ∈ T, r ∈ R;

xpat ∈ Z+, dpa ∈ {0, 1}, a ∈ A, p ∈ P, t ∈ T,

ãäå R � ìíîæåñòâî ìàðøðóòîâ (R = {r1, . . . , r|R|}, ri ⊂ A, i = 1, 2, . . . , |R| ), far ðàâíà
1, åñëè a ∈ r, è 0, èíà÷å, Rp � ìíîæåñòâî ìàðøðóòîâ ïîñòàâùèêà p, Rp ⊂ R, gpr ðàâíà
1, åñëè r ∈ Rp, è 0 èíà÷å, bpt � çàïàñ ïðîäóêöèè t ó ïîñòàâùèêà p, Vrpa � ìèíèìàëüíàÿ
ñóììàðíàÿ ñòîèìîñòü çàêàçà àïòåê â ìàðøðóòå r, äîñòàòî÷íàÿ äëÿ ïîåçäêè â àïòåêó
a. Màðøðóòû ó îäíîãî ïîñòàâùèêà íå èìåþò îáùèõ àïòåê, r

⋂
ŕ = ∅, r ∈ Rp, ŕ ∈ Rp,

r 6= ŕ.
Âòîðîñòåïåííûì êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ñòîèìîñòè çàêóïêè òîâàðà:

ψ∗ = min
{∑

a∈A

∑

t∈T

∑

p∈P

cptxpat |
∑

a∈A

∑

t∈T

(Qat −
∑

p∈P

xpat) = ϕ∗, ((xpat), (dpa)) ∈ Ω
}
,

ãäå cpt - ñòîèìîñòü ïðîäóêöèè t ó ïîñòàâùèêà p.
Òðåòüèì ïî çíà÷èìîñòè êðèòåðèåì ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ êîëè÷åñòâà ïîñòàâùèêîâ,
îáñëóæèâàþùèõ êàæäóþ àïòåêó:

min
{
max
a∈A

(
∑

p∈P

dpa) |
∑

a∈A

∑

t∈T

(Qat−
∑

p∈P

xpat) = ϕ∗,
∑

a∈A

∑

t∈T

∑

p∈P

cptxpat = ψ∗, ((xpat), (dpa)) ∈ Ω
}
.

Äîêàçàíà NP-òðóäíîñòü äàííîé çàäà÷è. Ïðåäëîæåíû ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì è ýâ-
ðèñòèêà ëîêàëüíîãî ïîèñêà. Ïðèâîäèòñÿ ñðàâíåíèå êà÷åñòâà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé
ïîëó÷åííûõ ýòèìè ìåòîäàìè. Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû ðàçðàáîòàíî
ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå, ïðîøåäøåå ýòàï âíåäðåíèÿ â Îìñêîé îáëàñòè è ïîêàçàâ-
øåå ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü.

Ñèãàåâ Âÿ÷åñëàâ Ñåðãååâè÷,
ÎÎÎ �ÈÒÑÊ�,
ïð. Ãóáêèíà, 1, Îìñê, 644040, Ðîññèÿ, òåë. (3812) 270-370, ôàêñ (3812) 270-370.
E-mail: sigvs@mail.ru



Ïðèêëàäíûå èññëåäîâàíèÿ 245

ÏÐÎÁËÅÌÀ ÏÎÈÑÊÀ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÒÅÕÍÎËÎÃÈ×ÅÑÊÈÕ ÐÅÆÈÌÎÂ
ÐÀÁÎÒÛ ÌÍÎÃÎÂÅÒÎ×ÍÎÃÎ ÍÅÔÒÅÏÐÎÂÎÄÀ Ñ Ó×ÅÒÎÌ

ÝÊÑÏËÓÀÒÀÖÈÎÍÍÛÕ ÎÃÐÀÍÈ×ÅÍÈÉ
Î.Â. ×åïóðíîé, Ð.Ò. Ôàéçóëëèí

Ïðîáëåìà ýêîíîìèè ýëåêòðîýíåðãèè ïðè òðàíñïîðòèðîâêå íåôòåïðîäóêòîâ ÿâëÿ-
åòñÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ è èíòåðåñíåéøèõ çàäà÷, ñòîÿùèõ êàê ïåðåä èññëåäîâàòåëÿ-
ìè, òàê è íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä ïðîèçâîäñòâåííèêàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ ñëîæíàÿ
ïðîáëåìà è äîëæíà ðåøàòüñÿ â òåñíîì âçàèìîäåéñòâèè íàóêè è ïðîèçâîäñòâà.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçëîæåí ìíîãîëåòíèé îïûò ðàçðàáîòêè, âíåäðåíèÿ è îïûòíîé
ýêñïëóàòàöèè ïðîãðàììíî-àïïàðàòíîãî êîìïëåêñà ïîèñêà îïòèìàëüíûõ òåõíîëîãè÷å-
ñêèõ ðåæèìîâ ðàáîòû íåôòåïðîâîäîâ ÎÀÎ �Òðàíññèáíåôòü�.

Ïðåäëîæåí àëãîðèòì îïòèìèçàöèè, ó÷èòûâàþùèé îãðàíè÷åíèÿ ïî äàâëåíèþ, îñó-
ùåñòâëåíà ïðèâÿçêà ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ê ñóùåñòâóþùåé ñèñòåìå
äèñïåò÷åðñêîãî êîíòðîëÿ è óïðàâëåíèÿ, ðàññìîòðåíî âçàèìîäåéñòâèå êîìïëåêñà è
ðàçëè÷íûõ ñëóæá: êîììåð÷åñêîãî îòäåëà, îòäåëà ãëàâíîãî òåõíîëîãà, îòäåëà ãëàâíî-
ãî äèñïåò÷åðà.

Ïîêàçàíî, êàê îïûò ýêñïëóàòàöèè ïîçâîëÿåò ó÷åñòü è óòî÷íèòü òåõíè÷åñêèå õà-
ðàêòåðèñòèêè ìíîãî÷èñëåííûõ óñòðîéñòâ è àãðåãàòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñëîæíóþ òåõ-
íè÷åñêóþ ñèñòåìó, êàêîâîé è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíèðóþùèé íåôòåïðîâîä.

×åïóðíîé Îëåã Âÿ÷åñëàâîâè÷,
ÎÀÎ �Òðàíññèáíåôòü�,
óë. Êðàñíûé ïóòü, 111/1, Îìñê, 644050, Ðîññèÿ,
òåë. (83812) 65-35-02, ôàêñ (83812) 65-98-46.

Ôàéçóëëèí Ðàøèò Òàãèðîâè÷,
Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé òåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò,
ïð. Ìèðà, 11, Îìñê, 644050, Ðîññèÿ, òåë. 8-983-111-27-29.
E-mail: r.t.faizullin@mail.ru
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ÎÁ ÓÏÐÀÂËÅÍÈÈ ÐÅÃÈÎÍÀËÜÍÛÌÈ ÈÍÂÅÑÒÈÖÈßÌÈ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ
ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÎ-ÖÅËÅÂÎÃÎ ÏÎÄÕÎÄÀ

Ì.À. Þäèíà

Îäíèì èç øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ìåòîäîâ ãîñóäàðñòâåííîãî óïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ðåàëèçàöèÿ öåëåâûõ ïðîãðàìì â êëþ÷åâûõ ñôåðàõ ýêîíîìèêè. Â äàííîé ðàáîòå ïðî-
àíàëèçèðîâàíû ñóùåñòâóþùèå ìåòîäè÷åñêèå ïîäõîäû ê ôîðìèðîâàíèþ öåëåâûõ ïðî-
ãðàìì è ïðåäëîæåí ðÿä èíñòðóìåíòîâ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïðîãðàììíî-
öåëåâîãî óïðàâëåíèÿ â öèêëè÷íûõ óñëîâèÿõ ðàçâèòèÿ ýêîíîìèêè.

Íà 2009 ãîä â Îìñêîé îáëàñòè ïðèíÿòû ê ðåàëèçàöèè 16 ôåäåðàëüíûõ öåëåâûõ
ïðîãðàìì ñ îáùèì îáúåìîì ôèíàíñèðîâàíèÿ â ðàçìåðå 2168,2 ìëí.ðóá. Îáùåå êî-
ëè÷åñòâî ïðèíÿòûõ ê èñïîëíåíèþ â 2009 ãîäó îáëàñòíûõ ïðîãðàìì óìåíüøåíî ñ 26
äî 22, ñîâîêóïíûé îáúåì àññèãíîâàíèé îáëàñòíîãî áþäæåòà ïðåäóñìîòðåí â ðàçìå-
ðå 5621,85 ìëí.ðóá, ÷òî ñîñòàâëÿåò 54% îò ñóììû, óñòàíîâëåííîé Çàêîíàìè Îìñêîé
îáëàñòè ïî ñîîòâåòñòâóþùèì ïðîãðàììàì (www.omskportal.ru). Ðåçêîå ñîêðàùåíèå
îáúåìîâ ôèíàíñèðîâàíèÿ ïðîãðàìì âûçâàíî ïîñëåäñòâèÿìè ãëîáàëüíîãî ôèíàíñîâî-
ýêîíîìè÷åñêîãî êðèçèñà. Ïðè ðàçðàáîòêå ïðîãðàìì â 2005-2006 ãîäàõ òàêèå ôîðñ-
ìàæîðíûå ñöåíàðíûå óñëîâèÿ íå áûëè ïðåäóñìîòðåíû. Êàê ïðàâèëî, ïðîãíîçíûå
çíà÷åíèÿ öåëåâûõ èíäèêàòîðîâ è äðóãèõ ïîêàçàòåëåé îñíîâûâàëèñü íà âûïîëíåíèè
ïëàíà ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåðîïðèÿòèé è ñòàáèëüíîì ôèíàíñèðîâàíèè.

Ñîâîêóïíîñòü ðåàëèçóåìûõ íà òåððèòîðèè îáëàñòè ïðîãðàìì îáðàçóåò ñëîæíóþ
ñèñòåìó. Ðåçêîå èçìåíåíèå ïàðàìåòðîâ îòäåëüíûõ ïðîãðàìì áåç ó÷åòà ìåæîòðàñëå-
âûõ âçàèìîñâÿçåé ìîæåò íåãàòèâíî ñêàçàòüñÿ íà ýôôåêòèâíîñòè íå òîëüêî îòäåëü-
íîé ïðîãðàììû, íî è ïðîèçâåñòè ìóëüòèïëèêàòèâíûé îòðèöàòåëüíûé ýôôåêò íà ñî-
âîêóïíîñòü â öåëîì. Äëÿ ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè óïðàâëåí÷åñêèõ ðåøåíèé ïî
êîððåêòèðîâêå ïðîãðàìì íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëåäóþùèå çàäà÷è.

Âî-ïåðâûõ, íà ýòàïå äèàãíîñòèêè ðèñêîâ ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû öåëåñîîáðàçíî
îïðåäåëÿòü òàê íàçûâàåìûé "ïîðîãîâûé" âàðèàíò ïðîãðàììû - òîò ìèíèìàëüíûé
êîìïëåêñ ìåðîïðèÿòèé è ñîîòâåòñòâóþùåãî îáúåìà ôèíàíñèðîâàíèÿ, êîòîðûé áóäåò
èìåòü ïîëîæèòåëüíóþ îáùåñòâåííóþ ýôôåêòèâíîñòü. Âûÿâëåííûå çíà÷åíèÿ ïîðî-
ãîâûõ ïàðàìåòðîâ äàäóò îáúåêòèâíóþ áàçó äëÿ ïðèíÿòèÿ óïðàâëåí÷åñêèõ ðåøåíèé:
åñëè ôàêòè÷åñêîå ôèíàíñèðîâàíèå íå äîñòèãàåò ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, òî äàííóþ ïðî-
ãðàììó ýôôåêòèâíåå çàêîíñåðâèðîâàòü, à ñðåäñòâà íàïðàâèòü íà ïîääåðæêó äðó-
ãèõ ïðîãðàìì. Âî-âòîðûõ, êàæäàÿ öåëåâàÿ ïðîãðàììà äîëæíà áûòü ïðåäñòàâëåíà â
íåñêîëüêèõ âàðèàíòàõ (äîïóñòèì, "ïîðîãîâîì", ñðåäíåì, îïòèìàëüíîì, ìàêñèìàëü-
íîì), ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçíûì çíà÷åíèÿì áàçîâûõ ôàêòîðîâ. Â-òðåòüèõ, íåîáõîäèìî
ðàçðàáîòàòü êðèòåðèè è èíñòðóìåíòû ïîèñêà îïòèìàëüíîãî ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîâîêóï-
íîé äëÿ ðåãèîíà îáùåñòâåííîé ýôôåêòèâíîñòè íàáîðà âàðèàíòîâ öåëåâûõ ïðîãðàìì.

Â ðåøåíèè äàííûõ çàäà÷, ïî íàøåìó ìíåíèþ, âåñüìà ïåðñïåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ èñïîëüçîâàíèå ìåòîäîâ äèñêðåòíîé è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè, ìåæîò-
ðàñëåâîãî áàëàíñà. Â óñëîâèÿõ ôèíàíñîâî-ýêîíîìè÷åñêîãî êðèçèñà ïðèìåíåíèå ïðî-
ãðàììíî-öåëåâîãî ïîäõîäà îñîáåííî àêòóàëüíî, òàê êàê ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è
êîíöåíòðàöèè îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñîâ.

Þäèíà Ìàðèíà Àëåêñàíäðîâíà,
Îìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò ïóòåé ñîîáùåíèÿ,
ïð. Ê. Ìàðêñà, 35, Îìñê, 644042, Ðîññèÿ, òåë. (3812) 31-06-63.
E-mail: myum@inbox.ru
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Î ÊÎÌÏÜÞÒÅÐÍÎÌ ÒÅÑÒÈÐÎÂÀÍÈÈ ÇÍÀÍÈÉ
ÏÐÈ ÈÇÓ×ÅÍÈÈ ÂÎÏÐÎÑÎÂ ÏÐÎÅÊÒÈÐÎÂÀÍÈß

ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌ
À.Â. ßðîø

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ êîíòðîëÿ çíàíèé ñòóäåíòîâ äîñòàòî÷íî øèðîêî èñïîëüçó-
åòñÿ òåñòèðîâàíèå. Îñîáåííî ïåðñïåêòèâíûì íàïðàâëåíèåì â äàííîé îáëàñòè ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèé, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïîâûñèòü
îáúåêòèâíîñòü è íàäåæíîñòü ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ, îáåñïå÷èòü åäèíñòâî òðåáîâà-
íèé, ñîêðàòèòü âðåìåííûå çàòðàòû è ò. ä.

Ïðè ñîçäàíèè ñèñòåì êîìïüþòåðíîãî òåñòèðîâàíèÿ îäíîé èç âàæíåéøèõ ÿâëÿåòñÿ
ïðîáëåìà ðàçðàáîòêè òåñòîâ, ïîñêîëüêó èõ êà÷åñòâî ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà îöåíêó
çíàíèé ñòóäåíòîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû â ðàáîòàõ [1�3] ðàçâèâàåòñÿ ïîäõîä
ê îïòèìèçàöèè òåñòîâûõ çàäàíèé, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìî-
äåëåé è ìåòîäîâ. Ýòè ìîäåëè îòíîñÿòñÿ ê îáëàñòè äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè è ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé çàäà÷è î ïîêðûòèè ìíîæåñòâà èëè èõ îáîáùåíèÿ. Â [1, 2] îïèñàíû
ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëè öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ðåçóëüòà-
òû èõ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ïðè ðàçðàáîòêå òåñòîâ ïî äèñöèïëèíå ¾Ýêîíîìèêî-
ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû¿ äëÿ ñòóäåíòîâ ýêîíîìè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé âóçîâ, à â [3]
� ïî äèñöèïëèíå ¾Èíôîðìàòèêà¿ äëÿ ñòóäåíòîâ þðèäè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÎìÃÓ.

Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ äàííîãî ïîäõîäà ïðè êîìïüþòåð-
íîì òåñòèðîâàíèè çíàíèé ñòóäåíòîâ ïî äèñöèïëèíàì, ñâÿçàííûì ñ ïðîåêòèðîâàíèåì
èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì, â óñëîâèÿõ ó÷åáíîãî ïðîöåññà Îìñêîãî ôèëèàëà ÌÔÏÀ.
Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âîïðîñàì îñâîåíèÿ ïðîãðàììíûõ ñðåäñòâ, ïðåäíàçíà÷åí-
íûõ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è îïòèìèçàöèè áèçíåñ-ïðîöåññîâ. Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî íà
îñíîâå ðàññìàòðèâàåìîãî ïîäõîäà ìîãóò áûòü ñîçäàíû ñèñòåìû àâòîìàòèçèðîâàííî-
ãî òåñòèðîâàíèÿ ïî äèñöèïëèíàì óêàçàííîãî ïðîôèëÿ.
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