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Моим родителям
и учителям посвящается

Введение
Интегральные модели позволяют изучать поведение динамических си-

стем и процессов. Соответствующие процессы описываются интегральными
динамическими моделями, в основе которых лежат интегральные и диффе-
ренциальные уравнения, интегральные преобразования, используется тео-
рия и методы обратных задач.

История развития теории интегральных уравнений и интегральных пре-
образований насчитывает более полутора столетий. Впервые такие систе-
мы привлекли внимание в конце XIX века в связи с фундаментальными
вопросами, связанными с задачами естествознания. В наше время теория
интегральных динамических моделей стала самостоятельной областью с
приложениями не только в классических областях естественных и техни-
ческих наук, но и в экономике, экологии, энергетике и в других областях.

Имеется большое количество статей и монографий, посвященных инте-
гральным моделям и их приложениям в индустриальной математике, фи-
зике, биологии, экономике и в других областях науки, см. библиографию
в [5; 58; 140; 192; 201–203; 223; 242; 276; 310]. Однако среди такого мно-
гообразия источников отсутствует изложение математических основ мно-
гих последних результатов и их приложений в моделировании динамиче-
ских систем, использующих методы как непрерывной, так и дискретной
математики, методы компьютерных наук. Цель данной монографии — ча-
стично восполнить такой пробел. Большое внимание уделено доказатель-
ству теорем существования и приближенным методам решения интеграль-
ных уравнений в нерегулярных случаях, интегральным отображениям и
их приложениям.

Интегральными отображениями можно описывать большое многообра-
зие процессов. Например, рассмотрим следующее интегральное уравнение∫ b

a
K(t, s)x(s) ds = f(t). (1)

В случае известной функции f(t) и ядра K(t, s) данное уравнение — суть
уравнение Фредгольма I рода относительно x(s). С другой стороны, ра-
венство (1) можно рассматривать как общее интегральное преобразование.
Например, если положим a = −∞, b = +∞, K(t, s) = 1√

2π
e−its, а функ-
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ции времени x и f – соответственно входным сигналом и выходным, то
получим известное преобразование Фурье∫ +∞

−∞

1√
2π
e−itsx(s) ds = f̂ . (2)

Решение уравнения (2) дает нам обратное преобразование Фурье. Подоб-
ным образом задается косинус преобразование√

2

π

∫ ∞
0

cos(ts)x(s) ds = f(t)

— широко известный инструмент в обработке изображений, лежащий в
основе формата сжатия JPEG. Преобразование Лапласа, преобразование
Гильберта с сингулярным ядром, вейвлет преобразование, преобразова-
ние Радона – это далеко не полный ряд широко используемых на практике
интегральных преобразований с различными ядрами.

Полагая в (1) a = −∞, b = t, получаем известное представление ко-
нечномерных линейных динамических систем в виде явной интегральной
динамической модели с бесконечным запаздыванием∫ t

−∞
K(t, s)x(s) ds = f(t),

где ядро Вольтерра K(t, s) – импульсная характеристика системы, x(t)

входной вектор, f(t) – отклик системы.
Можество реальных физических и экономических систем описываются

системами с обратной связью. Ряд экономических и технических систем в
энергетике также являются системами с памятью. Обозначая через A(t, s)

функцию, описывающую связь откликов системы с входными возмуще-
ниями, получаем ∫ t

−∞
K(t, s)A(t, s)f(s) ds = f(t).

Такие модели берут во внимание эффект памяти динамических систем,
когда прошлое воздействует на развитие в будущем.

Эффект памяти может проявляться в существующей технологической и
финансовой структуре физического капитала (оборудования). Продолжи-
тельность памяти определяется исходя из возрастных характеристик ста-
рейшей единицы капитала (оборудования), находящейся в эксплуатации.

Матрица управления A(t, s) в экономической литературе обычно пред-
ставляется в виде произведения Λ(t, s)Y (s), где Y – распределение про-
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дукции и матрица управления Λ(t, s) отражают динамику загрузки раз-
личного оборудования в производстве различной продукции. В конкретных
интегральных моделях матрица Λ может принимать определенный вид и,
например, описывать ситуацию, когда более эффективное оборудование за-
мещает устаревающее. Таким образом, мы получаем модель Вольтерра∫ t

t0

K(t, s)x(s) ds = f(t), t ∈ [t0, T ] (3)

с кусочно-заданными ядрами K(t, s), претерпевающими разрывы I рода
на эндогенных кривых запаздывания1. Примерами таких моделей являют-
ся макроэкономические модели, изучаемые в монографии2, интегральные
модели Р. М. Солоу3. Такие интегральные модели берут начало от работ
Л. В. Канторовича4. В 1973 Л. В. Канторович предложил новую инте-
гральную макроэкономическую модель5, являющуюся развитием модели
Солоу3. Независимо от Л. В. Канторовича, В. М. Глушков6 ввел двухсек-
торную интегральную модель, использующую интегральные операторы ви-
да Kx =

∫ t
a(t)K(t, s)x(s) ds, в которых ядро K(t, s) определяет динамику

старения системы, а функция a(t) – время жизни старейшей единицы капи-
тала, находящейся в эксплуатации в момент времени t. Отметим, что при
построении оптимальных стратегий (см., например, библиографию в [205])
обновления капитала необходим синтез макро и микроэкономических моде-
лей, что в свою очередь требует агрегирования экономических субъектов,
в том числе потребительского спроса [47]. Интегральные уравнения Воль-
терра используются для моделирования причинных динамических систем
с памятью.

Наряду с линейными моделями, в последнее время в прикладной мате-
матике интенсивно развиваются методы математического моделирования
нелинейных интегральных динамических систем. Нелинейные системы поз-
воляют глубже понять описываемый процесс, проследить и предсказать его
развитие во времени. Достаточно общим подходом к математическому мо-
делированию нелинейных динамических систем типа вход-выход (выход
непрерывно зависит от входа) является представление отклика системы на

1N. Hritonenko and Yu. Yatsenko. Turnpike and Optimal Trajectories in Integral Dynamic Models with Endogenous Delay.
Journal of Optimization Theory and Applications. Vol. 127, No. 1, 2005, pp. 109–127

2N. Hritonenko and Yu. Yatsenko. “Modeling and Optimization of the Lifetime of Technologies,” Kluwer Academic
Publushers, 1996

3R. M. Solow. “Investment and Technical Progress,” in Mathematical Methods in the Social Sciences, 1969, ed. K. J. Arrow,
S. Karlin and P. Suppes. (Stanford, California: Stanford University Press, 1960), pp. 89-104

4Л. В. Канторович, Л. И. Горьков. «Функциональные уравнения одно-продуктовой модели». ДАН СССР, 129, No.4,
732-736 (1959)

5Л. В. Канторович, В. И. Жиянов. «Однопродуктовая динамическая модель экономики, учитывающая изменение
структуры фондов при наличии технического прогресса». ДАН СССР, 211, No.6, 1280-1283 (1973)

6В. М. Глушков, В. В. Иванов, В. М. Яненко. Моделирование развивающихся систем. Москва: Наука, 1983. 350 с.
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внешнее воздействие в виде интегро-степенного ряда Вольтерра, введённо-
го в начале прошлого столетия Вито Вольтерра.

Разработка алгоритмов управления нелинейными динамическими систе-
мами с памятью является одной из актуальных производственных задач в
индустриальной математике. В связи с этим, существенная часть насто-
ящей монографии посвящена теории моделей на основе рядов Вольтерра
с обратной связью, описывающих причинные нелинейные динамические
системы с управляемой обратной связью. Такие интегральные модели воз-
никают в результате обобщения интегро-функциональных рядов Вольтер-
ра7, когда оценка переходных характеристик моделируемой системы уже
проведена.

Хорошо известно, что нелинейные системы относятся к наиболее важ-
ным инструментам в моделировании реальных систем. Поэтому в главах 2
и 3 монографии большое внимание уделяется теории ряда общих классов
нелинейных систем, в том числе исследованию режимов «blow-up» (разру-
шения решения) и так называемых «главных» решений в смысле Л. В. Кан-
торовича8. Эти вопросы рассмотрены и для абстрактного нелинейного
уравнения относительно непрерывной функции u(t) → u0 при t → 0

Φ

( t∫
0

K1(t, s, u(s)) ds,

t∫
0

t∫
0

K2(t, s, s1, s2, u(s1), u(s2)) ds1 ds2, . . .

. . .

t∫
0

· · ·
t∫

0

Kn(t, s1, . . . sn, u(s1), . . . u(sn)) ds1 . . . dsn, u(t), t

)
= 0,

где t ∈ [0, T ), Φ : E1 × · · · × E1 × R1 → E2 — нелинейный непрерывный
опрератор со значениями в банаховом пространстве E1, Φ(0, . . . , 0, u0, 0) =

0, Ki : R1 × . . .R1︸ ︷︷ ︸
i+1

×E1 × · · · × E1︸ ︷︷ ︸
i

→ E2. Примером такого уравнения яв-

ляется нелинейное интегральное уравнение

N∑
m=1

t∫
0

. . .

t∫
0

Km (t− s1, . . . , t− sm)
m∏
i=1

x(si)dsi − f (t, x(t)) = 0, 0 ≤ t ≤ T,

часто встречающееся в приложениях [146; 154]. Метод построения обоб-
щенных решений такого уравнения также отражен в данной монографии.

7В. Вольтерра. Теория функционалов, интегральных и интегро-дифференциальных уравнений. Пер с англ. Москва:
Наука. 1982.

8Л. В. Канторович, В. З. Вулих, A. Г. Пинскер. Функциональный анализ полуупорядоченных пространствах.
Москва: Наука. 1950.
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Стоит отметить, что теория операторов Вольтерра является одной из ак-
тивно развивающихся областей функционального анализа (см. библиогра-
фию в [178]).

В дискретной математике и в теории обработки сигналов подобные мо-
дели классифицируются как континуальные аналоги обобщенных полино-
миальных регрессионных моделей. Проведен анализ регресионных моде-
лей в электроэнергетике с целью распознования неустойчивых межсистем-
ных колебаний. Особое внимание уделено обработке многомерных сигналов
(изображений). Двумерное интегральное уравнение Фредгольма I рода

KI ≡
∫ ∫

Ω

K(x, y, x′, y′)I(x′, y′) dx′ dy′ = Ĩ(x, y) (3)

является одной из базовых математических моделей в обработке изобра-
жений. Здесь Ω ⊂ R2 – ограниченное множество, I ∈ L2(Ω) – исходное
(искомое) изображение, ядро K интегрального уравнения в этой модели
является функцией рассеяния точки (ФРТ, point spread function, PSF). Ре-
зультатом воздействия такого интегрального оператора на изображение яв-
ляется Ĩ(x, y). Например, ФРТ гауссовского типа – ядро типа свертки

K(x− x′, y − y′) =
1

2πωω̃
exp

(
− 1

2ω2
(x− x′)2 − 1

2ω̃2
(y − y′)2

)
описывает влияние атмосферных турбулентностей на регистрируемое изоб-
ражение. Такая обратная задача в операторном виде имеет вид TI = Ĩ ,

где T – линейный ограниченный оператор c незамкнутой областью значе-
ний R(T ), Ĩ — экспериментальные данные (изображение). Известно, что
в такой постановке решение уравнения I рода (3) является некорректной
в смысле Адамара [118; 191]. Потеря корректности связана с неограничен-
ностью псевдообратного (Мура – Пенроуза) обратного оператора T−1. Та-
ким образом, задача восстановления исходного изображения – суть задача
обращения свертки (деконволюция, deconvolution). Эффективным подхо-
дом к задаче восстановления изображений, сформулированной в терминах
решения интегральных уравнений I рода (3), является регуряризация Ти-
хонова [118; 250] и регуляризация Лаврентьева [60; 236]. В работе [241]
демонстрируется эффективность регуляризованных интегральных моде-
лей в задачах восстановления изображений в случае атмосферных тур-
булентностей и в медицинских изображениях конфокальной микроскопии.
Совокупность одномерных интегральных уравнений Вольтерра I рода с

переменными пределами интегрирования (см. уч. пособие [109, c. 66, ур-
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ие (2.8)]) является ключевой моделью в задаче восстановления смазанных
изображений. Интегральные преобразования и методы машинного обуче-
ния используются нами в пятой главе для решения практических задач в
энергетике, в обработке изображений, связанных с восстановлением видео-
последовательностей и с автоматизацией контроля качества на производ-
стве с помощью систем машинного зрения.

Среди нелинейных уравнений, изучаемых в монографии, отметим урав-
нение Гаммерштейна

u(x) =

b∫
a

K(x, s)(u(s) + f(s, u, λ)) ds

и абстрактное нелинейное уравнение Вольтерра с необратимым операто-
ром в главной части.

Монография состоит из двух частей. Первая часть состоит из трех глав
и посвящена элементам анализа интегрооператорных моделей и иллюстра-
тивных приложений в моделях механики и математической физики. В пер-
вой главе изложена теория классов линейных уравнений Вольтерра, свя-
занных с моделированием развивающихся динамических систем6,2. В п. 1.1
и 1.3 соответственно рассмотрены классические и обобщенные решения та-
ких уравнений. В п. 1.2 исследованы модели, названные автором интеграль-
ными уравнениями Вольтерра I рода с кусочно-заданными ядрами. В п. 1.1
рассмотрены методы численного решения линейного уравнения Вольтерра
с кусочно-заданным ядром.

Вторая глава посвящена анализу нелинейных моделей. В п. 2.1 гл. 2
исследовано нелинейное уравнение Гаммерштейна. В п. 2.2 для ряда нели-
нейных моделей Вольтерра изучена проблема существования и разруше-
ния непрерывных решений. В п. 2.4 построены обобщенные решения для
полиномиальных уравнений Вольтерра. В п. 2.3 второй главы рассмотрены
малые решения нелинейных дифферециальных уравнений и исследованы
вопросы ветвления их решений.

В третьей главе построена теория ряда классов интегро-операторных и
дифференциально-операторных моделей. А именно, в п. 3.1 рассмотрены
линейные операторные уравнения Вольтерра с кусочно-заданным ядром.
Далее, в п. 3.1 исследованы проблемы существования и разрушения реше-
ний нелинейных операторно-интегральных уравнений Вольтерра, частным
случаем которых являются полиномиальные уравнения Вольтерра, теория
которых подробно изложена в п. 2.2. В п. 3.3 исследованы нелинейные
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дифференциально-операторные уравнения с вырождением. В п. 3.4 изу-
чено нелинейное уравнение Вольтерра второго рода с необратимым опе-
ратором в главной части. Здесь построена асимптотика ветвей решений
и указан метод последовательных приближений, равномерно сходящийся
в окрестности точки ветвления. В случае, когда такое уравнение не имеет
непрерывных решений, предложен способ построения обобщенных решений
в пространстве распределений Соболева – Шварца. В п. 3.5 изучено нели-
нейное операторное уравнение с фредгольмовым линейным оператором в
главной части. Предполагается, что нелинейная часть такого уравнения за-
висит от функционалов, определенных на открытом множестве линейного
нормированного пространства. Изложенный в п. 3.5 метод последователь-
ных асимптотических приближений искомых решений применен для иссле-
дования нелинейной краевой задачи, описывающей колебания спутника в
плоскости его эллиптической орбиты.

Вторая часть монографии посвящена теории и приложениям интеграль-
ных моделей в электроэнергетике, в обработке многомерных сигналов и в
машинном зрении. Она состоит из двух глав (см. гл. 4 и 5). В главе 4 из-
ложены основные этапы моделирования нелинейных динамических систем
на основе полиномиальных моделей Вольтерра. Здесь представлены ре-
зультаты использования интегральных полиномиальных моделей Вольтер-
ра для моделирования теплофизических процессов. Заключительная глава
5 описывает использование интегральных моделей при обработке сигналов
и изображений с приложениями в электроэнергетике (п. 5.1 и п. 5.1), ви-
деообработке (п. 5.2) и в производственных задачах дефектоскопии (п. 5.3).
Связь представленных в книге моделей на основе интегро-функциональных
рядов Вольтерра с полиномиальными регрессионными моделями излага-
ется в п. 5.1.

Отметим, что в главах 1, 2 и 3 используются преимущественно методы
теории интегральных, дифференциальных и функциональных уравнений.
В главах 4 и 5 в силу специфики соответствующих моделей и реальных при-
ложений широко используются также вероятностные методы, интеграль-
ные преобразования и методы машинного обучения.

Таким образом, монография предназначена для достаточно широкого
круга специалистов в области прикладной математики, а также представ-
ляет интерес для магистрантов и аспирантов, специализирующихся в об-
ласти математического моделирования, интегральных уравнений и преоб-
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разований, дифференциальных уравнений, вычислительной математики,
машинного обучения и обработки изображений.

Часть результатов, представленных в данной монографии, получены
при поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические кадры иннова-
ционной России», проект «Сингулярные интегральные модели и преобра-
зования: теория и приложения» (госконтракт No. 14.B37.21.0365), 7-ой ра-
мочной программы ЕС (проект ICOEUR), 6-ой рамочной программы ЕС
(проект BRAVA), проекта Германской службы межакадемических обменов
(грант No. A1200665), интеграционным грантом НАТО, проект «Numeric
and Imaging Methods of Identification in Uncertain Environment» (грант No.
RIG981276) и РФФИ (грант No. 12-01-00722 и No. 11-08-00109). Часть тео-
ретических результатов была мотивирована решением прикладных про-
блем в рамках контрактов автора с компаниями ASTI Holdings Pte Ltd
(Сингапур), Smiths Detection Ireland (Ирландия). Результаты монографии
обсуждались на ряде семинаров и конференций. Это не только стиму-
лировало, но и помогло автору написать монографию, изложив с еди-
ной точки зрения ряд последних конструктивных результатов (см. рабо-
ты [9–11; 24; 67; 69; 72; 81; 82; 84–86; 88–92; 96–99; 101–105; 108; 114; 145; 147–
149; 174; 209; 210; 265; 280; 281; 291–300; 302–306]). Книга не ориентирова-
на на полный библиографический обзор работ, посвященных рассматрива-
емым проблемам. Изложение материала определяется, в основном, точкой
зрения и опытом работы автора в вышеперечисленных проектах в тече-
ние ряда лет.

Считаю своим приятным долгом поблагодарить А. С. Апарцина, И. Л.
Васильева, Н. И. Воропая, В. К. Горбунова, В. И. Зоркальцева, В. Г. Кур-
бацкого, Е. В. Маркову, Д. А. Панасецского, В. В. Пухначева, А. В. Сав-
ватеева, И. В. Сидлер, Н. А. Сидорова, В. С. Сизикова, С. В. Солодуша,
В. А. Спиряева, Н. В. Томина, В. А. Треногина, О. В. Хамисова, М. В.
Фалалеева, B. M. Brown, A. C. Kokaram, J.-F. Lerralut, R. Plato, V. Šmídl
за внимание, полезные обсуждения и советы. Я рад возможности выска-
зать благодарность профессору H.-J. Reinhardt и профессору A. Lorenzi за
прекрасные условия, созданные ими для работы над этой монографией и
обсуждение изложенных результатов во время моей стажировки в универ-
ситете Зигена (Германия) и в Миланском университете (Италия) в 2012 г.

В заключение хочу выразить особую признательность рецензенту про-
фессору A. Lorenzi за конструктивные замечания, позволившие существен-
но улучшить содержание главы 1 и главы 4.
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Часть I

Интегральные динамические модели:
элементы анализа

Первая часть монографии посвящена проблемам существования и по-
строения решений различных классов линейных и нелинейных интеграль-
ных и интегро-дифференциальных систем первого и второго рода. Особое
внимание уделяется случаю, когда решение не единственно. Даны методы
построения как классических, так и обобщенных решений.

Глава 1

Линейные модели c кусочно-заданными
ядрами

В гл. 1 изложена теория линейных уравнений Вольтерра с кусочно-
заданными ядрами. Такие уравнения возникают при моделировании раз-
вивающихся динамических систем и имеют приложения в различных об-
ластях, в том числе в экономике, экологии и энергетике.

Фундаменальные результаты и приложения в этой области получе-
ны в работах В. М. Глушкова [33], А. М. Денисова и A. Lorenzi [172],
А. С. Апарцина [5], Ю. П. Яценко и Н. В. Хритоненко [202; 203],
[133], и развивались рядом авторов (см. также библиографию в работах
[5; 8; 67; 75; 201; 204; 245] и др.)

Глава 1 построена следующим образом. Классические решения инте-
гральных уравнений Вольтерра с кусочно-заданными ядрами исследова-
ны в п. 1.1. Показано, что в теории таких уравнений важную роль играет
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характеристическое алгебраическое уравнение и методы функциональных
и разностных уравнений. Доказаны теоремы существования и дан способ
построения параметрических семейств решений с логарифмо-степенными
асимптотиками. В п. 1.2 исследован случай систем интегральных уравне-
ний Вольтерра с кусочно-заданными ядрами. В п. 1.3 рассмотрены обоб-
щенные решения таких уравнений. Наконец в п. 1.1 исследован вопрос
численного решения линейного уравнения Вольтерра с кусочно-заданным
ядром. Проведено тестирование построенного численного метода на син-
тетических данных.

1.1 Уравнения Вольтерра I рода (скалярный случай)

Постановка задачи

Рассмотрим интегральное уравнение
t∫

0

K(t, s)x(s) ds = f(t), f(0) = 0, 0 < s < t < T, (1.1.1)

где ядро определено формулой

K(t, s) =


K1(t, s), 0 < s < α1(t),

K2(t, s), α1(t) < s < α2(t),

. . . . . . . . . . . .
Kn(t, s), αn−1(t) < s < t,

(1.1.2)

0 < α1(t) < α2(t) < · · · < αn−1(t) < t, |α′i(t)| < 1.

Функции Ki(t, s), i = 1, n, f(t) — непрерывны и допускают достаточно
гладкие продолжения в окрестности областей своего определения.

Уравнения первого рода, в том числе уравнения Вольтерра, играют важ-
ную роль в теории обратных и некорректных задач, созданной в тру-
дах А. Н. Тихонова, М. М. Лаврентьева, В. К. Иванова и их учени-
ков. Такие уравнения возникают и в других моделях фундаментальной
и прикладной математики, в частности, в современных исследованиях по
дифференциально-операторным уравнениям с вырождением (см. библио-
графию в монографиях [242; 310]).

Уравнения Вольтерра с кусочно-заданным ядром были впервые рассмот-
рены в работе [296] и более полно в монографии [87]. Следуя [87] такое
уравнение для краткости будем называть слабо регулярным. Подробная
классификация и изложение приближенных методов вычисления слабосин-
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гулярных, сингулярных и гиперсингулярных интегралов и интегральных
уравнений приведена в монографиях И. В. Бойкова [15; 16].

Интегральные уравнения с разрывными ядрами представляют теорети-
ческий интерес и возникают во многих физических и биологических моде-
лях. Например, некоторые интегральные модели прикладной математики
(см., например, [5; 201–203]) можно трактовать как уравнения Вольтерра с
кусочно-непрерывными ядрами. Первые результаты в области интеграль-
ных уравнений с разрывными ядрами были получены G. C. Evans в начале
XX века. А именно, в работе [182] доказана теорема существования един-
ственного непрерывного решения интегрального уравнения Вольтерра вто-
рого рода с разрывным ядром и при определенных условиях методом мажо-
рант обоснована сходимость метода последовательных приближений. От-
метим, что сингулярные и слабо регулярные интегральные уравнения обла-
дают саморегуляризацией, что подтверждено в обзорной статье В. С. Сизи-
кова [112], см. также [110]. Результаты в спектральной теории классов инте-
гральных операторов с разрывным ядром получены в работах А. П. Хромо-
ва [221]. Асимптотические приближения решений интегральных уравнений
Вольтерра I рода с аналитическим ядромK(t, s) строил Н. А. Магницкий в
работе [65]. В отличие от работы [65], дифференцирование уравнения (1.1.1)
с ядром вида (1.1.2) приводит не к интегральным уравнениям Вольтерра
II (III рода), а к интегро-функциональным уравнениям. Поэтому рассмот-
рение этого класса уравнений типа Вольтерра потребовало специальных
исследований. Решения уравнений (1.1.1) могут содержать произвольные
постоянные и быть неограниченными при t → 0. Например, если

K(t, s) =

{
1, 0 ≤ s < t/2,

−1, t/2 ≤ s ≤ t,
(1.1.3)

f(t) = t, то уравнению (1.1.1) удовлетворяет функция x(t) = c − ln t
ln 2 , где

c – произвольная постоянная.

Изложим метод построения непрерывных решений уравнения (1.1.1) в
следующем виде

x(t) =
N∑
i=0

xi(ln t)t
i + tNu(t). (1.1.4)

В общем случае функциональные коэффициенты xi(ln t) строятся в виде
полиномов по степеням ln t и зависят от определенного числа произволь-
ных постоянных. Число N определяет требуемую гладкость функций
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Ki(t, s), f(t). Излагаемый метод дает способ построения функции u(t) в
представлении искомого решения (1.1.4) последовательными приближени-
ями, равномерно сходящимися на промежутке [0, T ] при фиксированных
значениях вышеуказанных произвольных постоянных.

Структура решения и теорема существования

Для простоты выкладок будем предполагать, что αi(t) ≡ αit, где

0 = α0 < α1 < · · · < αn = 1.

Введем условие

(A) Kn(t, t) 6= 0 при t ∈ [0, T ] и N выбрано настолько большим, что-
бы выполнялось неравенство

max
0≤t≤T

|Kn(t, t)|−1
n∑
i=1

(
α1+N
i |Ki(t, αit)|+α1+N

i−1 |Ki(t, αi−1t)|
)
≤ 1 + q, (1.1.5)

где q < 1, α0 = 0, αn = 1.

Лемма 1.1.1. Пусть выполнено условие (A), все функции Ki(t, s), i = 1, n

дифференцируемы по t и непрерывны по s. Тогда в пространстве C[0,T ]

однородное уравнение
t∫

0

K(t, s)sNu(s) ds = 0 (1.1.6)

имеет только тривиальное решение.

Доказательство. Дифференцируя уравнение (1.1.6) c учетом (1.1.2), пе-
рейдем к эквивалентному интегро-функциональному уравнению

Lu+
n∑
i=1

αit∫
αi−1t

K ′i(t, s)

Kn(t, t)

(s
t

)N
u(s) ds = 0. (1.1.7)

Здесь

Lu =
n∑
i=1

(
α1+N
i Ki(t, αit)u(αit)− α1+N

i−1 Ki(t, αi−1t)u(αi−1t)

)
(Kn(t, t))

−1.

В силу условия (A) в пространстве C[0,T ] справедлива оценка

||Lu− u|| ≤ q||u||.
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Поэтому на основании теоремы об обратном операторе (см. [120, c. 134]) с
учетом неравенств 0 = α0 < α1 < · · · < αn = 1 существует ограниченный
обратный оператор L−1 ∈ L(C[0,T ] → C[0,T ]). При этом

||L−1|| ≤ 1

1− q
(1.1.8)

и уравнение (1.1.6) приводится к виду

u(t) = −L−1
n∑
i=1

αt∫
αi−1t

K ′i(t, s)

Kn(t, t)
(s/t)Nu(s) ds

def
= Au, (1.1.9)

0 ≤ t ≤ T. Введем в пространстве C[0,T ] эквивалентную норму

||u||l
def
= max

0≤t≤T
e−lt|u(t)|, l > 0.

В этой норме неравенство (1.1.8) сохранится и при достаточно большом
l оператор A будет сжимающим, так как ||A|| ≤ 1

1−qm(l), где m(l) → 0

при l → +∞. Следовательно, однородное уравнение (1.1.9) имеет только
тривиальное решение.

Следствие 1.1.1. Пусть выполнены условия леммы 1.1.1,

g(t) ∈ C(1)
[0,T ], |g

′(t)| = O(tN)

при t → 0. Тогда неоднородное уравнение
t∫

0

K(t, s)sNu(s) ds = g(t) имеет

единственное решение.

Доказательство очевидно, т.к. дифференцируя это уравнение можно пе-
рейти к эквивалентному уравнению

u(t) = Au+ t−NL−1g′(t) (1.1.10)

со сжимающим оператором A и непрерывной свободной функцией.

Теорема 1.1.1. Пусть в пространстве C(0,T ] существует функция xN(t)

такая, что при t→ 0(
−

t∫
0

K(t, s)xN(s) ds+ f(t)

)′
= O(tN).

Тогда уравнение (1.1.1) в классе C(0,T ] имеет решение

x(t) = xN(t) + tNu(t), (1.1.11)
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где функция u(t) ∈ C[0,T ] строится единственным образом методом по-
следовательных приближений.

Доказательство. Доказательство вытекает из следствия 1.1.1. Действи-
тельно, с помощью замены (1.1.11) уравнение (1.1.1) преобразуется к урав-
нению

t∫
0

K(t, s)sNu(s) ds = g(t), (1.1.12)

где функция

g(t) = −
t∫

0

K(t, s)sNxN(s) ds+ f(t) (1.1.13)

удовлетворяет условию следствия 1.1.1. Поэтому в представлении (1.1.11)
функция u(t) строится последовательными приближениями единственным
образом из уравнения (1.1.10) при любом начальном приближении.

Определение 1.1.1. Уравнение (1.1.12) с правой частью (1.1.13) назовем
регуляризацией уравнения (1.1.1), а функцию xN(t) – асимптотическим
приближением решения (1.1.11) уравнения (1.1.1).

Введение этого определения мотивировано тем, что функцию u(t)

можно строить, решая уравнение (1.1.12) численно, используя хорошо
исследованные квадратурные схемы.

Построение асимптотического приближения решения

Пусть наряду с условием (A) выполнено следующее условие

(B) Функции Ki(t, s), i = 1, n, f(t) — дифференцируемые N + 1 раз
в окрестности нуля, где N выбирается согласно условию (A).

Введем вспомогательное алгебраическое уравнение относительно j из N

L(j) ,
n∑
i=1

Ki(0, 0)(α1+j
i − α1+j

i−1 ) = 0 (1.1.14)

и назовем его характеристическим уравнением интегрального уравне-
ния (1.1.1).

Так как f(0) = 0, то уравнение
n∑
i=1

(
αiKi(t, αit)x(αit)− αi−1Ki(t, αi−1t)x(αi−1t)

)
+
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+
n∑
i=1

αit∫
αi−1t

K ′i(t, s)x(s) ds = f ′(t)

эквивалентно уравнению (1.1.1).
Будем искать асимптотическое приближение его решения в виде поли-

нома

xN(t) =
N∑
j=0

xj(ln t)t
j.

Методом неопределенных коэффициентов с учетом неравенств 0 = α0 <

α1 < · · · < αn = 1 составим рекуррентную последовательность разностных
уравнений относительно коэффициентов xj(z), z

def
= ln t вида

Kn(0, 0)xj(z) +
n−1∑
i=1

α1+j
i (Ki(0, 0)−

−Ki−1(0, 0))xj(z + ai) = Mj(x0, . . . , xj−1), (1.1.15)

j = 0, N, ai := lnαi, i = 1, n− 1.

Следуя [32, c. 330] будем искать решение соответствующих однородных
разностных уравнений в виде x = λz. Подставляя функцию λz в однород-
ные разностные уравнения получим N + 1 характеристических уравнений
для разностных уравнений (1.1.16):

Kn(0, 0) +
n+1∑
i=1

α1+j
i (Ki(0, 0)−Ki+1(0, 0))λai = 0, j = 0, N. (1.1.16)

Справедливо

Свойство 1.1.1. j-ое уравнение (1.1.16) имеет корень λ = 1 тогда и
только тогда, когда j удовлетворяет характеристическому уравнению
(1.1.14) интегрального уравнения (1.1.1). Более того, кратность корня j
уравнения (1.1.16) равна rj тогда и только тогда, когда

L(j) =
n∑
i=1

Ki(0, 0)(α1+j
i − α1+j

i−1 ) = 0, (1.1.17)

n−1∑
i=1

α1+j
i (Ki(0, 0)−Ki+1(0, 0))ali = 0, l = 1, rj − 1, (1.1.18)

n−1∑
i=1

α1+j
i (Ki(0, 0)−Ki+1(0, 0))a

rj
i 6= 0,
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где α0 = 0, αn = 1, a0 = 0, an = 0, ai = lnαi, i = 1, n− 1, При этом крат-
ность rj ≤ n− 1.

Доказательство вытекает из тождества
n−1∑
i=1

α1+j
i Ki+1(0, 0) =

n∑
i=2

α1+j
i−1Ki(0, 0) (1.1.19)

и структуры уравнений (1.1.14), (1.1.16). Если предположить, что при неко-
тором j кратность rj ≥ n, то

K1(0, 0) = K2(0, 0) = · · · = Kn−1(0, 0) = Kn(0, 0)

в силу (1.1.18), так как det ||ali||i,l=1,n 6= 0. Но тогда в силу (1.1.17)
Kn(0, 0) = 0, что противоречит условию (A). При выполнении условий
(A), (B) возможны два случая.

Регулярный и нерегулярный случаи

Пусть L(j) 6= 0, j ∈ N. Тогда λ = 1 не удовлетворяет ни одному из ха-
рактеристических уравнений в (1.1.16). Все коэффициенты xi асимптотики

xN =
N∑
i=0

xit
i определятся однозначно методом неопределенных коэффици-

ентов и от ln t не зависят. Из изложенного вытекает

Теорема 1.1.2. Пусть выполнены условия (A), (B) и L(j) 6= 0, j ∈ N.
Тогда уравнение (1.1.1) имеет в C[0,T ] решение

x(t) =
N∑
i=0

xit
i + tNu(t),

где xi определяются однозначно методом неопределенных коэффициен-
тов, а функция u(t) строится затем однозначно последовательными
приближениями или численно из уравнения (1.1.12).

Перейдем к нерегулярному случаю. Пусть L(j) = 0 только при j ∈
{j1, . . . , jk} ⊂ {0, 1, . . . , N} и при этом кратность корня λ = 1 соответ-
ствующего характеристического уравнения (1.1.16) равны rj.

Пусть в j-ом разностном уравнении (1.1.15) правая часть Mj(z) оказа-
лась полиномом от z порядка nj ≥ 0. Тогда в нерегулярном случае, т.е.
при rj ≥ 1, частное решение j-го уравнения (1.1.15) следует искать в виде

полинома x̂(z) =
nj+rj∑
i=rj

ciz
i. Коэффициенты ci этого полинома вычисляют-
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ся методом неопределенных коэффициентов последовательно, начиная со
старшего cnj+rj . Коэффициент xj(z) искомого асимптотического прибли-
жения xN в этом случае имеет вид

xj(z) = c0 + c1z + · · ·+ crj−1 + x̂(z).

В нерегулярном случае, когда rj ≥ 1, постоянные c0, . . . , crj−1 останутся
произвольными, так как тогда функции zi, i = 0, 1, . . . , rj−1 удовлетворят
j-му однородному разностному уравнению, отвечающему (1.1.15).

На практике, используя свойство 1.1.1, коэффициент xj(z) в нерегуляр-

ном случае можно строить непосредственно в виде полинома
nj+rj∑
i=0

ciz
i, опре-

деляя последовательно cnj+rj , . . . , c0 методом неопределенных коэффициен-
тов. При этом числа crj−1, . . . , c0 останутся произвольными. Таким образом,
в нерегулярном случае, когда L(j) = 0 при натуральном j, при определе-
нии коэффициента xj(z) появляются rj новых произвольных постоянных.
Порядок полинома xj(z) на величину кратности rj корня λ = 1 характе-
ристического уравнения (1.1.16) станет больше порядка nj правой части
уравнения (1.1.15), т.е. порядка полинома Mj(z).

Из выше изложенного вытекает основная теорема:

Теорема 1.1.3. Пусть выполнены условия (A), (B). Пусть характери-
стическое уравнение L(j) = 0 интегрального уравнения (1.1.1) имеет ров-
но k натуральных корней {j1, . . . , jk}. Пусть при этом корень λ = 1 j-го
характеристического уравнения (1.1.16) имеет кратность rj. Тогда урав-
нение (1.1.1) в C(0,T ] имеет решение

x =
N∑
i=0

xi(ln t)t
i + tNu(t), (1.1.20)

которое зависит от p = r1 + · · · + rk произвольных постоянных. Бо-
лее того, коэффициенты xi асимптотического приближения xN(t) явля-
ются полиномами от ln t возрастающих порядков, не превосходящих p.

Функция u(t) по вычисленному асимптотическому приближению с фик-
сированными постоянными строится последовательными приближени-
ями, равномерно сходящимися при t ∈ [0, T ], либо численно из уравнения
(1.1.12).

Замечание 1.1.1. Если L(0) = 0, то в решении (1.1.20) x0 = const +

a ln t, a – определенная постоянная. Поэтому в этом случае x(t) ∈
C(0,T ], lim

t→+0
x(t) =∞.
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Пример 1.1.1. Рассмотрим уравнение
t∫

0

K(t, s)x(s) ds = t, где K(t, s) =

{
1 + t− 2s, 0 ≤ s < t/2,

−1, t/2 ≤ s ≤ t,

0 < t <∞. В этом случае характеристическое уравнение

L(j) ≡ (1/2)1+j − (1− (1/2)1+j) = 0

имеет единственный простой корень j = 0. Разложение решения долж-
но содержать ln t только в первой степени, т.е. решение раскладывается

в сходящийся при 0 < t < ∞ ряд x̂(t) = ln t
∞∑
n=0

ant
n +

∞∑
n=1

bnt
n. Методом

неопределенных коэффициентов получаем a0 = a1 = −1/ ln 2, b1 = 2 +

1/ ln 2, an = (−1)n 1

n!
n∏
k=2

(1−2k) ln 2
, bn = 1

1−2n

{
an ln 2+an−1

1
n

(
ln 2+ 1

n+1

)
− bn−1

n

}
.

Соответствующему однородному интегральному уравнению удовлетво-

ряет функция φ(t) = 1 +
∞∑
n=1

tn

n!
n∏
k=1

(2k−1) ln 2
. В итоге получаем семейство

решений исходного уравнения в виде x∗(t) = cφ(t) + x̂(t). На рис. 1.1 пред-
ставлено решение при n = 2 и постоянной c = 1.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

5

10

15

t

x
*(

t)
  
 

Рис. 1.1: Решение x∗(t) (сплошная линия), x̂(t) (мелкий пунктир), φ(t) (пунктир)
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Численное решение слабо регулярного уравнения

Рассмотрим алгоритм численного решения уравнения (1.1.1). А именно,
рассмотрим линейное интегральное уравнение Вольтерра I рода вида

a(t)∫
0

K1(t, s)x(s) ds+

t∫
a(t)

K2(t, s)x(s) ds = f(t), t ∈ [0, T ], (1.1.21)

где 0 < a(t) < t ∀t ∈ (0, T ], a(0) = 0, функции K1(t, s), K2(t, s), f(t)

непрерывные и достаточно гладкие, f(0) = 0, K2(t, t) 6= 0 ∀t ∈ [0, T ].

Теория и численные методы решения уравнения (1.1.21) при K1(t, s) ≡ 0

изложены в монографии [5], см. также диссертации [56; 66]. Методы чис-
ленного решения линейных уравнений Фредгольма второго рода с ядрами,
претерпевающими разрывы I рода на одной и более непрерывных кривых,
рассматривались в работе [253]. Отметим, что универсальный численный
метод проекционного типа (метод нормальной сплайн-коллокации), реша-
ющий уравнения с произвольным вырождением главной части линейных
интегральных уравнений, был впервые предложен в статье [37] и развит в
статье [190].

Специфика таких уравнений с кусочно гладким ядром требует, в част-
ности, адаптации численных процедур, используемых для решения клас-
сических интегральных уравнений.

Воспользуемся методом правых прямоугольников. Введем сетку узлов
ti, i = 1, n, nh = T , и, аппроксимируя интегралы в (1.1.21) суммами,
запишем сеточный аналог:

h
l−1∑
j=1

K1(ti, tj)x
h(tj) + (a(ti)− tl−1)K1(ti, a(ti))x

h(a(ti))+

+(tl−a(ti))K2(ti, tl)x
h(tl)+h

i∑
j=l+1

K2(ti, tj)x
h(tj) = f(ti), i = 1, n, (1.1.22)

где l =
[
a(ti)
h

]
+ 1, где [·] – целая часть. Появление слагаемых, не входящих

под знак суммы, обусловлено тем, что значение a(ti) в общем случае не
попадает на узел сетки.

При этом уже для n = 1 приходится решать одно уравнение с двумя
неизвестными: xh(a(t1)) и xh(t1). Аналогичная проблема возникает на каж-
дом шаге (кроме частных случаев, когда a(ti) попадает на узел сетки).
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Для решения этой проблемы используются различные способы, например
комбинирование методов правых и левых прямоугольников, применение
процедур интерполяции и экстраполяции, а также использование знания о
решении уравнения (1.1.21) в начальной точке [67].

Численные расчеты на тестовых примерах показывают линейную сходи-
мость адаптированных методов.

Пример 1.1.2. Рассмотрим пример
t
3∫

0

(1 + t− s)x(s) ds−
t∫

t
3

x(s) ds =
t4

108
− 25t3

81
, t ∈ [0, 2],

с точным решением x̄(t) = t2.
В табл. 1.1.2 приведены погрешности ε = max

0≤i≤n
|x̄(ti)−xh(ti)| для разных

шагов.

Таблица 1.1: Погрешности численного решения для тестового примера 1.1.2.

h ε
1/32 0,066695
1/64 0,034189
1/128 0,017371
1/256 0,008652

Пример 1.1.3.

2

sin t
2∫

0

x(s) ds+

t∫
sin t

2

x(s) ds =
1

3
sin3 t

2
+
t3

3
, t ∈ [0, 2π],

Здесь точное решение – x̄(t) = t2.
В табл. 1.1.3 приведены погрешности ε = max

1≤i≤n
|x̄(ti)−xh(ti)| для разных

шагов, а на рис. 1.2 приведено поведение погрешности для шага h = π
64 для

основной (сплошная линия) и вспомогательной (жирная линия) сетки
узлов (вспомогательной здесь названа сетка из узлов, не входящих под
знак суммы в (1.1.22)).

Таблица 1.2: Погрешности численного решения для тестового примера 1.1.3.

h ε
1/128 0,1540369
1/256 0,0770624
1/512 0,0385212
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Рис. 1.2: Поведение погрешностей для примера 1.1.3.

Из табл. 1.1.2 и 1.1.3 видна линейная сходимость используемого мето-
да. Отметим, что для сходимости численной схемы необязательно вы-
полнение условия неубывания нижнего предела a(t), что позволяет стро-
ить модели без жесткого требования на неубывание кривых αi(t), описы-
вающих момент времени, когда оборудование (единица капитала) должно
выводиться из эксплуатации [204].
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Замечание 1.1.2. Изложенные в гл. 1 результаты остаются справедли-
выми и при t < 0, однако в представлении коэффициентов асимптотики
следует использовать ln |t|.

1.2 Системы уравнений Вольтерра I рода

Рассмотрим систему интегральных уравнений
t∫

0

K(t, s)x(s) ds = f(t), 0 < t ≤ T. (1.2.1)

Предполагается, что матричное ядро K(t, s) размерности m × m имеет в
области 0 ≤ s ≤ t ≤ T разрывы I рода на кривых s = αi(t), i = 1, ..., n− 1.

Таким образом,

K(t, s) :=


K1(t, s), 0 ≤ s ≤ α1(t),

K2(t, s), α1(t) < s ≤ α2(t),

. . . . . . . . .
Kn(t, s), αn−1(t) < s ≤ t,

(1.2.2)

f(t) = (f1(t), . . . , fm(t))′, x(t) = (x1(t), . . . , xm(t))′. Матрицы Ki(t, s) – раз-
мерности m×m определены, непрерывны и имеют непрерывные производ-
ные по t в соответствующих областях

Di =
{
s, t|αi−1(t) < s ≤ αi(t)

}
, i = 1, n, α0 = 0, αn(t) = t.

Функции fi(t), αi(t) имеют непрерывные производные, fi(0) = 0, αi(0) = 0,

0 < α′1(0) < α′2(0) < · · · < α′n−1(0) < 1, 0 < α1(t) < α2(t) < · · · < αn−1(t) <

t при t ∈ (0, T ]. Требуется построить непрерывные решения уравнения
(1.2.1) при t ∈ (0, T ′], где 0 < T ′ ≤ T, lim

t→+0
x(t) может быть и бесконеч-

ным. Предполагается, что каждая из матриц Ki(t, s), i = 1, n имеет непре-
рывно дифференцируемое по t продолжение в область 0 ≤ s ≤ t ≤ T .
Однородная система может иметь нетривиальные решения. Интеграль-
ные системы с разрывными ядрами встречаются в ряде приложений (см.
[5; 172; 201–203; 216] и пр.). Как уже отмечлось выше, дифференцирова-
ние системы (1.2.1) по t , в отличие от классического случая (см., напри-
мер, [26]), приводит к новому классу систем Вольтерра с функционально-
возмущенным аргументом. Поэтому исследование систем с матричными
ядрами вида (1.2.2) представляет и теоретический интерес.
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Настоящий параграф организован следующим образом. В п. 1.2 дан спо-
соб построения логарифмо-степенных асимптотик

x̂(t) =
N∑
i=0

xi(ln t) t
i. (1.2.3)

В случае систем алгоритмы построения таких асимптотик ввиду боль-
шого многообразия возможных вариантов существенно усложняется по
сравнению с рассмотренным выше скалярным случаем. Поэтому алгоритм
построения функциональных коэффицинтов xi(ln t) асимтотики (1.2.3) в
матричном случае детально описан ниже. В результате доказана теоре-
ма существования параметрических семейств решений системы (1.2.1) и
приведены достаточные условия существования и единственности непре-
рывного решения такой системы.

Построение асимптотического приближения решений неоднородной си-
стемы

Пусть выполнено условие

(A) Существуют матрицы Pi =
N∑

ν+µ=1
Kiνµt

νsµ, i = 1, n, вектор-функция

fN(t) =
N∑
ν=1

fνt
ν, полиномы αNi (t) =

N∑
ν=1

αiνt
ν, i = 1, n− 1, где

0 < α11 < α21 < · · · < αn−1,1 < 1,

такие, что при t→ +0, s→ +0 справедливы оценки

||Ki(t, s)− Pi(t, s)||L(Rn→Rn) = O((t+ s)N+1), i = 1, n,

||f(t)− fN(t)||Rn = O(tN+1),

|αi(t)− αNi (t)| = O(tN+1), i = 1, n− 1.

Разложения по степеням t, s, представленные в условии (A), далее называ-
ются «полиномами Тейлора» соответствующих элементов. Введем матрицу

B(j)
def
= Kn(0, 0) +

n−1∑
i=1

(α′i(0))1+j(Ki(0, 0)−Ki+1(0, 0)) (1.2.4)

и алгебраическое уравнение

L(j)
def
= detB(j) = 0.
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Назовем его характеристическим уравнением системы интегральных
уравнений (1.2.1). Так как f(0) = 0, матрицы Ki(t, s) и вектор f(t) имеют
непрерывные производные по t, то дифференцирование обеих частей си-
стемы (1.2.1) приводит к эквивалентной системе интегро-функциональных
уравнений

F (x)
def
= Kn(t, t)x(t) +

n−1∑
i=1

α′i(t)
{
Ki(t, αi(t))− (1.2.5)

−Ki+1(t, αi(t))
}
x(αi(t)) +

n∑
i=1

αi(t)∫
αi−1(t)

K
(1)
i (t, s)x(s) ds− f ′(t) = 0,

где α0 = 0, αn(t) = t.

Мы не предполагаем, что однородная система, отвечающая (1.2.1), име-
ет только тривиальное решение. Поэтому и однородная интегро-фун-
кциональная система, отвечающая (1.2.5), может иметь нетривиальные
решения. Будем искать асимптотическое приближение частного решения
неоднородного уравнения (1.2.5) в виде полинома

x̂(t) =
N∑
j=0

xj(ln t)t
j. (1.2.6)

Покажем, что коэффициенты xj в общем нерегулярном случае зависят от
ln t и свободных параметров, что согласуется с возможностью существо-
вания нетривиальных решений у однородной системы. При вычислении
коэффициентов xj возможны регулярный и нерегулярный случаи.

Регулярый и нерегулярый случаи

В регулярном случае коэффициенты xj будут постоянными векторами из
Rm. Действительно, подставляя разложение (1.2.6) в систему (1.2.5), мето-
дом неопределенных коэффициентов с учетом условия (A), приходим к ре-
куррентной последовательности линейных систем алгебраических урав-
нений (СЛАУ) относительно векторов xj :

B(0)x0 = f ′(0), (1.2.7)

B(j)xj = Mj(x0, . . . , xj−1), j = 1, N. (1.2.8)
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Вектор Mj выражается определенным образом через решения x0, ..., xj−1

предыдущих систем и коэффициенты «полиномов Тейлора» из условия
(A).

Так как в регулярном случае detB(j) 6= 0, то векторы x0, . . . , xN опре-
деляются единственным образом и асимптотика (1.2.6) будет построена.

Перейдем к нерегулярному случаю. Введем определения:

Определение 1.2.1. Число j∗ — регулярная точка матрицы B(j), если
матрица B(j∗) обратима.

Определение 1.2.2. Число j∗ — простая особая точка матрицы B(j), ес-
ли detB(j∗) = 0, det

[
(B(1)(j∗)φi, ψl)

]r
i,l=1
6= 0, где {φi}r1 – базис в N (B(j∗)),

{ψi}r1 — базис в N (B′(j∗)), B′(j∗) — транспонированная матрица, B(1)(j)

— производная матрицы по j.

Определение 1.2.3. j∗ назовем k + 1-кратной особой точкой матрицы
B(j), если detB(j∗) = 0, призводные B(1)(j∗), . . . , B(k)(j∗) – нулевые мат-
рицы,

det

[
(B(k+1)(j∗)φi, ψl)

]r
i,l=1

6= 0,

k ≥ 1, {φi}r1 – базис в N (B(j∗)), {ψi}r1 – базис в N (B′(j∗)).

Отметим, что

B(k)(j) =
n−1∑
i=1

(α′i(0))1+jaki (Ki(0, 0)−Ki+1(0, 0)),

где ai := lnα′i(0).

Замечание 1.2.1. Пусть m = 1 (т.е. рассматривается одно интеграль-
ное уравнение вида (1.2.1)). Тогда B(j) = L(j). Поэтому в случае одного
уравнения определение 1.2.2 означает, что j — однократный корень ха-
рактеристического уравнения L(j) = 0, а определение 1.2.3, что j явля-
ется (k + 1) – кратным корнем этого уравнения.

Покажем, что в нерегулярном случае коэффициенты xj будут полино-
мами по степеням ln t и зависят от произвольных постоянных. Порядок
полиномов и число произвольных постоянных связаны с кратностями осо-
бых точек матриц B(j) и рангами этих матриц.

Действительно, так как коэффициент x0 в нерегулярном случае может
зависеть от ln t, то на основании метода неопределенных коэффициентов
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x0 следует искать как решение разностной системы

Kn(0, 0)x0(z) +
n−1∑
i=1

α′i(0)(Ki(0, 0)−Ki+1(0, 0))x0(z + ai) = f ′(0), (1.2.9)

где ai = lnα′(0), z = ln t. Здесь возможны три случая:

Случай 1.
L(0) 6= 0, т.е. detB(0) 6= 0. Тогда коэффициент x0 от z не зависит и опреде-
лится единственным образом из СЛАУ (1.2.7) с обратимой матрицей B(0).

Случай 2.
Пусть j = 0 — простая особая точка матрицы B(j). Коэффициент x0(z) бу-
дем искать из разностной системы (1.2.9) в виде линейной вектор-функции

x0(z) = x01z + x02. (1.2.10)

Подставляя (1.2.10) в (1.2.9), получим для определения векторов x01, x02

две СЛАУ
B(0)x01 = 0, (1.2.11)

B(0)x02 +B(1)(0)x01 = f ′(0). (1.2.12)

Здесь detB(0) = 0, {φi}r1 – базис вN (B(0)).Поэтому x01 =
r∑

k=1

ckφk. Вектор

c = (c1, . . . , cr)
′ определится однозначно из условий разрешимости системы

(1.2.12), т.е. из СЛАУ
r∑

k=1

(B(1)(0)φk, ψi)ck = (f ′(0), ψi), i = 1, r

с невырожденной матрицей. Далее коэффициент x02 определится из си-
стемы (1.2.12) с точностью до span(φ1, . . . , φr). Таким образом, в случае
2 коэффициент x0(z) будет зависеть от r произвольных постоянных и
линеен относительно z.

Случай 3. Пусть j = 0 – особая точка матрицы B(j) кратности k + 1,

где k ≥ 1. Решение x0(z) разностной системы (1.2.9) будем искать в виде
полинома

x0(z) = x01z
k+1 + x02z

k + · · ·+ x0k+1z + x0k+2. (1.2.13)
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Подставляя полином (1.2.13) в систему (1.2.9), учитывая тождество

dk

djk
B(j) =

n−1∑
i=1

(α′i(0))1+jaki (Ki(0, 0)−Ki+1(0, 0)),

где ai = lnα′i(0), и приравнивая коэффициенты при степенях
zk+1, zk, . . . , z, z0 нулю, получим рекуррентную последовательность СЛАУ
относительно коэффициентов x01, x02, . . . , x0k+2 :

B(0)x01 = 0,

B(0)x02 +B(1)(0)

(
k + 1

k

)
x01 = 0,

B(0)x0l+1 +B(l)(0)

(
k + 1

k + 1− l

)
x01 +B(l−1)(0)

(
k

k + 1− l

)
x02 + . . .

. . .+B(1)(0)

(
k + 1− l + 1

k + 1− l

)
x0l = 0, l = 1, . . . , k,

B(0)x0k+2 +B(k+1)(0)x01 +B(k)x02 + . . . B(1)(0)x0k+1 = f ′(0). (1.2.14)

Так как в рассматриваемом случае согласно условиям определения 1.2.3

производные diB(j)
dji

∣∣∣∣
j=0

, i = 1, ..., k – нулевые матрицы, то

x0i =
r∑
j=1

cijφj, i = 1, . . . , k + 1.

Поэтому система (1.2.14) принимает вид

B(0)x0,k+2 +B(k+1)(0)x01 = f ′(0). (1.2.15)

Так как det

[
(B(k+1)(0)φi, ψk)

]
i,k=1,r

6= 0, то вектор c1 def
= (c11, . . . , c1r)

′ опре-

делится однозначно из условий разрешимости системы (1.2.15). Итак,

x0 k+2 =
r∑
j=1

ck+2 jφj + x̂k+2,

x̂k+2 – частное решение СЛАУ (1.2.15). Вектор ck+2 def
= (ck+2,1, . . . ck+2,r)

′, как
и векторы c2, . . . , ck+1, остается произвольным. Таким образом, в случае
3 коэффициент x0(z) является полиномом k + 1-ой степени относительно
z и зависит от r × (k + 1) произвольных постоянных. Применяя метод
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неопределенных коэффициентов с учетом тождества∫
tj lnk t dt = tj+1

k∑
s=0

(−1)s
k(k − 1) . . . (k − (s− 1))

(j + 1)s+1
lnk−s t,

можно построить систему разностных уравнений для определения коэф-
фициента x1(z) (z = ln t). Действительно,

F (x)

∣∣∣∣
x=x0+x1t

def
=

[
Kn(0, 0)x1(z) +

n−1∑
i=1

(α′i(0))2(Ki(0, 0)− (1.2.16)

Ki+1(0, 0))x1(z + ai) + P1(x0(z))

]
t+ r(t), r(t) = o(t).

Здесь P1(x0(z)) – определенный полином от z, степень которого равна крат-
ности особой точки j = 0 матрицы B(j). Из соотношения (1.2.16) в силу
оценки r(t) = o(t) при t→ 0 следует, что коэффициент x1(z) должен удо-
влетворять системе разностных уравнений

Kn(0, 0)x1(z) +
n−1∑
i=1

(α′(0))2
(
Ki(0, 0)−Ki+1(0, 0)

)
x1(z + ai)+ (1.2.17)

+P1(x0(z)) = 0.

Если j = 1 – регулярная точка матрицы B(j), то система (1.2.17) имеет
решение x1(z) в виде полинома того же порядка, что и кратность особой
точки j = 0 матрицы B(0). Если j = 1 – особая точка матрицы B(j),

то решение x1(z) строится в виде полинома степени k0 + k1, где k0 и k1

– кратности особых точек j = 0 и j = 1 матрицы B(j) соответственно.
Коэффициент x1(z) будет зависеть от r0k0+r1k1 произвольных постоянных,
где r0 = dimN(B(0)), r1 = dimN(B(1)).

Введем условиe
(B) Пусть матрица B(j) в массиве (0, 1, . . . , N) имеет только регулярные
точки или особые точки кратностей kj.

Тогда аналогичным образом можно вычислить остальные коэффициен-
ты x2(z), . . . , xN(z) асимптотического приближения x̂(t) решения уравне-
ния (1.2.1) из последовательности разностных уравнений вида

Kn(0, 0)xj(z) +
n−1∑
i=1

(α′(0))1+j
(
Ki(0, 0)−Ki+1(0, 0)

)
xj(z + ai)+

+Pj(x0(z), . . . , xj−1(z))) = 0, j = 2, N.
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Из изложенного вытекает

Лемма 1.2.1. Пусть выполнены условия (A), (B). Тогда существует

вектор-функция x̂(t) =
N∑
i=0

xi(ln t)t
i, такая, что при t→ +0 имеет место

оценка |F (x̂(t))|Rm = o(tN). При этом коэффициенты xi(ln t) являются
полиномами от ln t возрастающих степеней, не превосходящих суммы
кратностей

∑
j
kj особых точек j матрицы B(j) из массива (0, 1, . . . , i).

Коэффициенты xi(ln t) зависят от
i∑

j=0
dimN(B(j))kj произвольных

постоянных.

Теорема существования непрерывных параметрических
семейств решений

Так как 0 ≤ α′i(0) < 1, αi(0) = 0, i = 1, n− 1, то для любого
0 < ε < 1 найдется T ′ ∈ (0, T ] такое, что max

i=1,n−1,t∈[0,T ′]
|α′i(t)| ≤ ε и

sup
i=1,n−1,t∈(0,T ′]

αi(t)
t ≤ ε. Введем условие

(C) Пусть detKn(t, t) 6= 0, t ∈ [0, T ′] и N ∗ выбрано настолько большим,
чтобы выполнялось неравенство

max
t∈[0,T ]

εN
∗||K−1

n (t, t)||L(Rm→Rm)× (1.2.18)

×
n−1∑
i=1

|α(1)
i (t)|||Ki(t, αi(t))−Ki+1(t, αi(t))||L(Rm→Rm) ≤ q < 1,

где || · ||L(Rm→Rm) – норма матрицы размерности m×m.

Лемма 1.2.2. Пусть выполнено условие (C). Пусть в классе C(0,T ′]

вектор-функций, непрерывных при t ∈ (0, T ′] и имеющих предел (возмож-
но бесконечный) при t→ +0 существует элемент x̂(t) такой, что имеет
место оценка

|F (x̂(t))|Rm = o(tN), N ≥ N ∗.

Тогда уравнение (1.2.5) в классе C(0,T ′] имеет решение

x(t) = x̂(t) + tN
∗
u(t), (1.2.19)

где u(t) ∈ C[0,T ′] и определяется единственным образом последовательны-
ми приближениями.
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Доказательство. Подставляя (1.2.19) в уравнение (1.2.5), получим для
определения функции u(t) интегро-функциональную систему

Kn(t, t)u(t) +
n−1∑
i=1

α′i(t)

(
αi(t)

t

)N∗(
Ki(t, αi(t))− (1.2.20)

−Ki+1(t, αi(t))

)
u(αi(t))+

+
n∑
i=1

αi(t)∫
αi−1(t)

K
(1)
i (t, s)

(
s

t

)N∗
u(s) ds+ F (x̂(t))/tN

∗
= 0.

Введем линейные операторы

Lu
def
= K−1

n (t, t)
n−1∑
i=1

α′i(t)

(
αi(t)

t

)N∗{
Ki(t, αi(t))−

−Ki+1(t, αi(t))

}
u(αi(t)),

Ku
def
=

n∑
i=1

αi(t)∫
αi−1(t)

K−1
n (t, t)K

(1)
i (t, s)(s/t)N

∗
u(s) ds.

Тогда система (1.2.20) перепишется в компактной форме

u+ (L+K)u = γ(t),

где γ(t) = K−1
n (t, t)F (xN(t))/tN

∗ – непрерывная вектор-функция. Введем
банахово пространство X непрерывных вектор-функций u(t) с нормой

||u||l = max
0≤t≤T ′

e−lt|u(t)|Rm, l > 0.

Тогда в силу неравенств sup
t∈[0,T ]

αi(t)
t ≤ ε < 1 и условия (C) при ∀l ≥ 0 норма

линейного функционального оператора L удовлетворяет оценке

||L||L(X→X) ≤ q < 1.

Кроме того, для интегрального оператора K при достаточно большом l

справедлива оценка
||K||L(X→X) ≤ q1 < 1− q.

Следовательно, при достаточно большом l > 0

||L+K||L(X→X) < 1,
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т.е. линейный оператор L + K является сжимающим в пространстве X.
Поэтому последовательность {un}, где un = −(L+K)un−1+γ(t), u0 = γ(t),

сходится.

Теорема 1.2.1 (Основная теорема). Пусть выполнены условия (A), (B),
и (C), f(0) = 0. Пусть матрица B(j) в массиве (0, 1, . . . , N)) имеет
ровно ν особых точек j1, . . . , jν кратностей ki, i = 1, ν, а все остальные
числа этого массива регулярны. Пусть rankB(ji) = ri, i = 1, ν. Тогда
уравнение (1.2.1) при 0 < t ≤ T ′ ≤ T имеет решение

x(t) = x̂(t) + tN
∗
u(t),

зависящее от
ν∑
i=1

(m− ri)ki произвольных постоянных.

Доказательство. На основании леммы 1.2.1 в силу условий теоремы воз-
можно построение асимптотического приближения x̂(t) искомого решения

в виде логарифмо-степенного полинома
N∑
i=0

xi(ln t)t
i. При этом по постро-

ению коэффициенты xi(ln t) будут зависеть от указанного числа произ-
вольных постоянных. В силу леммы 1.2.2, применяя подстановку x(t) =

x̂(t) + tN
∗
u(t), непрерывную функцию u(t) можно будет построить мето-

дом последовательных приближений.

Замечание 1.2.2. В условиях основной теоремы для асимптотическо-
го приближения x̂(t) искомого решения имеет место асимптотическая
оценка ||x(t)− x̂(t)||Rn = O(tN

∗
), t→ +0.

Следствие 1.2.1. Пусть αi(t) = αit, i = 1, n− 1, 0 < α1 < α2 < . . . <

αn−1 < 1, элементы матриц Ki(t, s), i = 1, n− 1 и вектор-функция f(t)

аналитически продолжаются в область |s| < T, |t| < T, f(0) = 0. Мат-
рица Kn(t, t)

−1 – аналитическая при |t| < T. Пусть detB(j) 6= 0, j ∈ N∪0.

Тогда уравнение (1.2.1) имеет единственное решение x(t) =
∞∑
i=0

xit
i при

0 ≤ t < T.

В некоторых случаях в условиях теоремы 1.2.1 можно построить пара-
метрическое семейство решений в замкнутой форме.

Пример 1.2.1. Система
t/2∫
0

Kx(s) ds+
t∫

t/2

(K−2E)x(s) ds = dt, 0 < t <∞,

где K – симметрическая постоянная матрица m × m, d ∈ Rm, x(t) =
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(x1(t), ..., xm(t))′, 1 – собственное число матрицы K ранга r, {φ1, ..., φr} –
соответствующая ортонормированная система собственных векторов,
имеет параметрическое семейство решений

x(t) = − ln t
r∑
i=1

(d, φi)

ln 2
φi + c1φ1 + ...+ crφr + â.

Здесь c1, ..., cr – произвольные постоянные, вектор â удовлетворяет
СЛАУ

(K − E)â = d−
r∑
i=1

(d, φi)φi.

Достаточные условия существования единственного
непрерывного решения

Для простоты выкладок в этом параграфе положим αi(t) = αit, i =

1, n− 1, 0 < α1 < α2 < ... < αn−1 < 1. Введем матрицу

D(t) =
n−1∑
i=1

αiK
−1
n (t, t)(Ki(t, αit)−Ki+1(t, αit)).

Пусть выполнены условия:

(S) |D(0)|L(Rm→Rm) < 1; sup
0≤s≤t≤T

||K−1
n (t, t)K ′t(t, s)||L(Rm→Rm) ≤ c <∞. Здесь

и далее матрица K(t, s) определена формулой (1.2.2).

Теорема 1.2.2 (Достаточные условия существования и единственности
решения). Пусть выполнены условия (S), все матрицы Ki(t, s) в пред-
ставлении (1.2.2) непрерывны, а по t имеют и непрерывные производные,
вектор f(t) имеет непрерывную производную, f(0) = 0. Тогда уравнение
(1.2.1) в классе непрерывных функций C[0,T ] имеет единственное решение.
Более того, решение можно найти методом шагов, сочетая его с мето-
дом последовательных приближений.

Доказательство. Уравнение (1.2.5), эквивалентное (1.2.1), перепишем
в виде

x(t) + Ax+Kx = f(t), (1.2.21)
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где введены обозначения

Ax
def
= K−1

n (t, t)
n−1∑
i=1

αi(Ki(t, αit)−Ki+1(t, αit))x(αit),

Kx
def
=

n∑
i=1

αit∫
αi−1t

K−1
n (t, t)K

(1)
t (t, s)x(s) ds,

f(t)
def
= K−1

n (t, t)f (1)(t).

Зафиксировав q < 1 выберем h1 > 0 так, чтобы

max
0≤t≤h1

|D(t)|L(Rm→Rm) = q < 1.

В силу условия (S) такое h1 > 0 найдется. Положим 0 < h < min{h1,
1−q
c },

где постоянная c определена в условии (S). Разобьем интервал [0, T ] на
промежутки

[0, h], [h, h+ εh], [h+ εh, h+ 2εh], . . . (1.2.22)

где ε выбирается из промежутка (0, 1] так, чтобы αn−1 ≤ 1
1+ε . Обозначим

через x0(t) сужение искомого решения x(t) на интервал [0, h], а через
xn(t) – его сужения на интервалы

In = [(1 + (n− 1)ε)h, (1 + nε)h], n = 1, 2, . . . .

В силу выше указанного выбора ε при t ∈ In «возмущенный» аргумент

αit ∈
n−1⋃
k=1

Ik. Это включение дает возможность при построении решения x(t)

применить известный в теории функционально-дифференциальных урав-
нений метод шагов [179].

Для вычисления элемента x0(t) ∈ C[0,h] построим последовательность
{xn0(t)} :

xn0(t) = −Axn−1
0 −Kxn−1

0 + f(t),

x0
0(t) = f(t), t ∈ [0, h].

В силу выбора h имеем оценку ||A+K||L(C[0,h]→C[0,h]) < 1.

Поэтому при t ∈ [0, h] существует единственное решение x0(t) уравнения
(1.2.21). Последовательность xn0(t) равномерно сходится к нему. Продол-
жим процесс построения искомого решения при t ≥ h, т.е. на промежутках
In, n = 1, 2, . . . . Для определенности пусть далее в (1.2.22) ε = 1.

Тогда, вычислив элемент x0(t) ∈ C[0,h], будем искать элемент x1(t) в про-
странстве C[h,2h] непрерывных вектор-функций. Найдем x1(t) из интеграль-
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ного уравнения Вольтерра II рода

x(t) +

t∫
h

K−1
n (t, t)K ′t(t, s)x(s) ds = f(t)− Ax0 −

h∫
0

K−1
n (t, t)K ′t(t, s)x0(s) ds

последовательными приближениями. При этом x0(h) = x1(h).

Введем непрерывную функцию

x1(t) =

{
x0(t), 0 ≤ t ≤ h,

x1(t), h ≤ t ≤ 2h,
(1.2.23)

являющуюся сужением искомого непрерывного решения x(t) на интервал
[0, 2h]. Тогда элемент x2(t) ∈ C[2h,3h] можно будет вычислить последова-
тельными приближениями из интегрального уравнения Вольтерра II рода

x(t) +

t∫
2h

K−1
n (t, t)K ′t(t, s)x(s) ds = f(t)− Ax1 −

2h∫
0

K−1
n (t, t)K ′t(t, s)x1(s) ds.

Продолжая этот процесс за N шагов (N ≥ T
h ) построим искомое решение

x(t) ∈ C[0,T ] уравнения (1.2.1).

Пример 1.2.2. Интегральное уравнение
t/2∫
0

K1(t− s)x(s) ds+

t∫
t/2

K2(t− s)x(s) ds = f(t), 0 < t ≤ T,

где K1(t− s) = K2(t− s) + E, – матрицы m×m, E – единичная матри-
ца, ||K−1

2 (0)||L(Rm→Rm) < 2, матрица K2(t) и вектор-функция f(t) имеют
непрерывные производные по t, f(0) = 0, удовлетворяет условиям теоре-
мы 1.2.2 и имеет единственное непрерывное решение.

В случае одного уравнения (m = 1) изложенный метод решения разност-
ных систем совпадет с известным способом А. О. Гельфонда (см. [32, с.
338]) построения частных решений неоднородных разностных уравнений с
полиномиальной правой частью.

1.3 Обобщенные решения уравнений Вольтерра I рода

При конструировании моделей на основе уравнений Вольтерра с разрыв-
ными ядрами может возникнуть ситуация, когда априорные требования на
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входные данные модели, например, на функцию f(t) в правой части, не вы-
полняются.

В частности, возможно, что f(0) 6= 0. Именно этот случай мы рассмот-
рим в данном параграфе.

Как и ранее, введем в плоскости s, t треугольную область

D = {s, t; 0 < s < t < T}

и зададим непрерывные функции s = αi(t), i = 1, n, имеющие непрерывные
производные при t ∈ (0, T ). Предполагается, что αi(0) = 0,

0 < α1(t) < · · · < αn−1(t) < t

при t ∈ (0, T ),

0 < α′1(0) < · · · < α′n−1(0) < 1,

причем кривые s = αi(t), i = 0, n, где α0(t) = 0, αn(t) = t, разбивают
область D на непересекающиеся секторы

D1 = {s, t : 0 ≤ s < α1(t)},

Di = {s, t : αi−1(t) < s < αi(t), i = 2, n}, D =
n⋃
1

Di.

Введем непрерывные функции Ki(t, s), определенные и дифференцируе-
мые по t при {t, s} ∈ Di, i = 1, n.

Введем интегральный оператор

t∫
0

K(t, s)u(s) ds
def
=

n∑
i=1

αi(t)∫
αi−1(t)

Ki(t, s)u(s) ds (1.3.1)

с кусочно-непрерывным ядром

K(t, s) =


K1(t, s), t, s ∈ D1,

. . . . . . . . .
Kn(t, s), t, s ∈ Dn.

(1.3.2)

Таким образом, в настоящем параграфе рассматривается скалярное
уравнение Вольтерра I рода

t∫
0

K(t, s)u(s) ds = f(t), 0 < t < T ≤ ∞, (1.3.3)
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с кусочно-заданным ядром (1.3.2), где функции f(t), Ki(t, s) – дифферен-
цируемы по t, t ∈ (0, T ), но в отличие от случаев, рассмотренных в преды-
дущих параграфах, теперь f(0) 6= 0. Рассмотрим задачу построения обоб-
щенных решений уравнения (1.3.3). Ограничимся изложением формализма
пострения обобщенных решений уравнения (1.3.3) вида u(t) = aδr(t)+x(t),

где x(t) ∈ C(0,T ), δr(t) – правая δ-функция.
С этой целью ведем правую функцию Хевисайда

θr(s) =

{
1, s > 0,

0, s ≤ 0,
(1.3.4)

и поставим ей в соответствие правую δr-функцию со следующими свой-
ствами

1. M(s)δr(s) = M(+0)δr(s) для ∀M(s) ∈ C(0,T ], где M(+0) = lim
s→+0

M(s).

2.
∫ t

0 δr(s) ds = θr(t).

Пусть 0 = α0(t) < α1(t) < · · · < αn(t) = t, αi(t) – непрерывные функции,
αi(0) = 0. Тогда из свойства 2 следует, что

Ji(t) ≡
∫ αi(t)

αi−1(t)
δr(s) ds =

= −
∫ αi−1(t)

0
δr(s) ds+

∫ αi(t)

0
δr(s) ds = θr(αi(t))− θr(αi−1(t)).

Тогда

Ji(0) = 0, i = 1, · · · , n, J1(t) = 1 при t > 0, Ji(t) = 0 при i = 2, n и t > 0.

Правые и левые δ–функции со свойствами 1 и 2 вводились в работах М. И.
Иманалиева [51]), см. также работы U. Toshio, H. Imsik, T. Terashi [315].

Итак, будем искать решения уравнения (1.3.3) в виде

u(s) = aδr(s) + x(s), где x(s) ∈ C(0,T ). (1.3.5)

Тогда формальная подстановка (1.3.5) в (1.3.3) в силу указанных свойств
приводит к уравнению вида

aK1(t,+0) +

∫ t

0
K(t, s)x(s) ds = f(t), t > 0.

Выбирая

a =
f(+0)

K1(+0,+0)
,

38



получаем следующее интегральное уравнение для определения регулярной
компоненты x(t) искомого обобщенного решения (1.3.5)∫ t

0
K(t, s)x(s) ds = f̂(t), t > 0. (1.3.6)

Здесь

f̂(t) = f(t)−K1(t,+0)
f(+0)

K1(+0,+0)
.

Так как f̂(+0) = 0, то вычисление правой производной от обеих частей
(1.3.6), приведет к эквивалентному уравнению II рода

Kn(t, t)x(t) +
n−1∑
i=1

α′i(t){Ki(t, αi(t))−Ki+1(t, αi(t))}x(αi(t))+

+
n∑
i=1

∫ αi(t)

αi−1(t)

∂

∂t
Ki(t, s)x(s) ds = f ′(t)− d

dt
K1(t,+0)

f(+0)

K1(+0,+0)
.

Перепишем последнее уравнение в более компактной форме, введя два ли-
нейных оператора

Ax :=
n−1∑
i=1

K−1
n (t, t)α′i(t){Ki(t, αi(t))−Ki+1(t, αi(t))}x(αi(t)),

Kx :=
n∑
i=1

∫ αi(t)

αi−1(t)
K−1
n (t, t)

∂

∂t
Ki(t, s)x(s) ds.

В результате для определения регулярной компоненты обобщенного реше-
ния уравнения (1.3.3) получим уравнение II рода

x(t) + Ax+Kx = K−1
n (t, t)

(
f ′(t)− d

dt
K1(t,+0)

)
f(+0)

K1(+0,+0)
.

Для его исследования применимы методы, изложенные ранее в п. 1.1.

Пример 1.3.1.
t/2∫
0

x(s) ds+ 2

t∫
t/2

x(s) ds = 2 + t, t > 0.

Здесь эквивалентное уравнение имеет вид t
2x( t2) + 2x(t) = 2δ(t) + 1. По-

этому x(t) = 2δ(t) + 2/3 – искомое обобщенное решение.
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Пример 1.3.2.
t/2∫
0

x(s) ds−
t∫

t/2

x(s) ds = 1 + t, t > 0.

Здесь эквивалентное уравнение x( t2) − x(t) = δ(t) + 1 имеет c–
параметрическое семейство обобщенных решений x(t) = δ(t) + c− ln t

ln 2 , где
c — произвольная постоянная.

Возможные обобщения и другие подходы к построению
обобщенных решений интегральных уравнений Вольтерра I рода

Предложенный нами формализм построения обобщенных решений не
полностью выясняет структуру всех допустимых обобщенных решений.
Кроме того, остался открытым важный для приложений вопрос ослабле-
ния условий на гладкость функций Ki(t, s), f(t). Поэтому для более пол-
ного исследования полезно записать задачу в виде уравнения∫ t

0
K(t, s) dg(s) = f(t),

где g(s) – неизвестная функция ограниченной вариации. В этом случае
при вычислении искомого решения g(s) можно использовать тот факт, что
решение g(s) представимо в виде разложения Лебега [124]

g = gc + gd + gs,

где gc – абсолютно непрерывная функция, gd – функция скачков и gs – син-
гулярная компонента, т.е. ее производная равна нулю почти всюду. В этом
случае становится естественным искать обобщенное решение, например в
виде

g = aµ+ ν,

где a – произвольная постоянная, µ и ν – меры, например, борелевские
заряды ограниченной вариации на определенных интервалах. В такой по-
становке и в других интересных постановках в Lp – пространствах задачу
построения обобщенных решений уравнений Вольтерра I рода недавно стал
рассматривать А. Lorenzi.
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1.4 Уравнения Вольтерра I рода с разрывной правой частью

В данном параграфе мы вновь обратимся к скалярному уравнению
(1.1.1) с кусочно-заданным ядром и ослабим требование на непрерывность
правой части уравнения — функции f(t), что является особо важным в ря-
де приложений. Такие естественные незавышенные априорные требования
к гладкости входных данных полезны при моделировании развития элек-
троэнергетических систем с учетом возрастной структуры производствен-
ных мощностей и динамики развития на предыстории (см. работы [8; 75]).

Итак, рассмотрим уравнение

Kx = f(t), t ∈ R1, t < T <∞, (1.4.1)

где

Kx =
n∑
i=1

αi(t)∫
αi−1(t)

Ki(t, s)x(s) ds,

f(t) =


f1(t), −∞ < t < T1,

f2(t), T1 < t < T2,

. . . . . . . . . . . .
fm(t), Tm−1 < t < T <∞,

0 < T1 < T2 < · · · < Tm−1.

Как и в п. 1.1 здесь предположим, что функции Ki(t, s) определены,
непрерывны и дифференцируемы в соответствующих областях Di =

{t, s|αi−1(t) < s < αi(t)}, функции fi(t) – определены, непрерывны и диф-
ференцируемы при Ti−1 < t < Ti соответственно, T0 = 0, Tm = T. Таким
образом, теперь мы предполагаем, что правая часть в (1.4.1) имеет разры-
вы I рода на интервале (0, T ) в точках T1, . . . , Tm−1.

Следующий результат дает достаточные условия, когда уравнение (1.4.1)
с помощью замены

x(t) =
m−1∑
k=1

ckδ(t− Tk) + u(t) (1.4.2)

сводится к рассмотренному в п. 1.1 скалярному «слабо регулярному» урав-
нению (1.1.1) с непрерывной правой частью. В (1.4.2) δ(t− Tk) – функция
Дирака, u(t) – регулярная функция, a c1, . . . , cm−1 — постоянные, вычис-
ленные по формуле (1.4.3).
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Лемма 1.4.1. Пусть Ki(t, s) – определены в соответствующих областях
Di, кусочно-непрерывная функция f(t) имеет ровно m− 1 точек разрыва
I рода T1, . . . , Tm−1. Пусть K1(t, Ti) = K2(t, Ti) = · · · = Kn(t, Ti) при t ∈
(0, T ). Тогда замена (1.4.2), где вектор c определяется по формуле

c = A−1b, (1.4.3)

A =


K1(T1, T1) 0 0 . . . 0

K1(T2, T1) K1(T2, T2) 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

K1(Tm−1, T1) K1(Tm−1, T2) . . . . . . K1(Tm−1, Tm−1)

 ,

b =


f2(T1)− f1(T1)

f3(T2)− f2(T2)

. . .

fm(Tm−1)− fm−1(Tm−1)


приведет уравнение (1.4.1) к виду

Ku = f̃(t), (1.4.4)

где f̃(t) : [0, T ]→ R1 — непрерывная функция.

Доказательство. Замена (1.4.2) приводит уравнение (1.4.1) к виду (1.4.4),
где

f̂(t) = f(t)−
n∑
i=1

αi(t)∫
αi−1(t)

Ki(t, s)(c1δ(s− T1) + · · ·+ cm−1δ(s− Tm−1)) ds.

Замечая, чтоKi(t, s)δ(s−Tk) = Ki(t, Tk)δ(s−Tk), i = 1, n, где по условию
K1(t, Tk) = . . . = Kn(t, Tk), получаем равенство

f̂(t) = f(t)−
m∑
k=1

K1(t, Tk)ck

n∑
i=1

αi(t)∫
αi−1(t)

δ(s− Tk) ds. (1.4.5)

Учитывая, что α0(t) = 0 < α1(t) < . . . < αn(t) = t, получим равенство

n∑
i=1

αi(t)∫
αi−1(t)

δ(s− Tk) ds =

t∫
0

δ(s− Tk) ds =

{
1, t > Tk,

0, t < Tk.
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Поэтому

f̂(t) = f(t)− c1 ×
{

0, 0 ≤ t < T1

K1(t, a1), t > T1

}
− c2 ×

{
0, t < T2

K1(t, a2), t > T2

}
− . . .

. . .− cm ×
{

0, t < Tm−1

K1(t, am−1), t > Tm−1

}
.

Вектор c определим из условий

−K1(T1, T1)c1 + f1(T1) = f2(T1),

−K1(T2, T1)c1 −K1(T2, T2)c2 + f2(T2) = f3(T2),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

−K1(Tm−1, T1)c1 −K1(Tm−1, T2)c2 − . . .
. . .−K1(Tm−1, Tm−1)cm−1 + fm−1(Tm−1) = fm(Tm−1),

(1.4.6)

обеспечивающих непрерывность функции f̂(t) на отрезке [0, T ]. Условие
(1.4.6) очевидно совпадает с СЛАУ (1.4.3) c диагональной невырожденной
матрицей. Поэтому вектор c в замене (1.4.2) приводит (1.4.1) к уравнению
с непрерывной правой частью.

Пример 1.4.1. Рассмотрим в качестве примера уравнение Вольтерра I
рода с кусочно непрерывной правой частью, имеющей в нуле разрыв I рода

t∫
0

(2 + t− s)x(s) ds =

{
0, t < 0,

1 + t, 0 < t <∞.

Здесь f(0) 6= 0. Решение ищем в виде x(t) = cδ(t)+u(t), где u(t) — кусочно-

непрерывная ограниченная функция, которую найдем из уравнения
t∫

0

(2 +

t− s)u(s) ds = f̂(t, c), где

f̂(t, c) =

{
0, t < 0,

1 + t, 0 < t <∞
+

{
0, t < 0,

−(2 + t)c, 0 < t <∞.

Так как lim
t→−0

f̂(t, c) = 0, lim
t→+0

f̂(t, c) = 1− 2c, то c определим из уравнения

0 = 1− 2c⇒ c = 1/2.

Таким образом, искомое решение имеет вид

x(t) =
1

2
δ(t) +

{
0, −∞ < t < 0,
1
4e
−t/2, 0 < t < +∞.
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Регулярная часть решения — u(t) является ограниченной функцией с од-
ной точкой разрыва I рода t = 0, sup

−∞<t<∞
u(t) = 1

4 .

0 50 100 150 200 250
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

t

u
(t

)

Рис. 1.3: Регулярная часть решения u(t) при 0 < t <∞.

Пример 1.4.2. Рассмотрим другой пример
t∫

t/2

x(s) ds =

{
0, t < 1,

t− 1, t > 1.

Здесь f(t) — непрерывная дифференцируемая функция, f ′(t) ={
0, t < 1,

1, t > 1.
— кусочно непрерывная функция, f(0) = 0. Поэтому реше-

ние ищем в классе ограниченных кусочно непрерывных функций. Строим
эквивалентное уравнение с функционально возмущенным аргументом

x(t)− 1

2
x

(
t

2

)
=

{
0, t < 1,

1, t > 1.

Применяем метод последовательных приближений

xn(t) =
1

2
xn−1

(
t

2

)
+

{
0, t < 1,

1, t > 1,
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где x0(t) = 0, x1(t) =

{
0, t < 1,

1, t > 1,
x2(t) =


0, t < 1,

1, 1 < t < 2,

1 + 1/2, 2 < t,

. . . . . .

. . . . . . , xn(t) =



0, t < 1,

1, 1 < t < 2,

1 + 1/2, 2 < t < 22,

. . . . . .
n−1∑
i=0

(
1
2

)i
, 2n−1 < t.
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Рис. 1.4: Решение x∗(t) при 0 < t < +∞.

Таким образом, искомое решение имеет вид

x∗(t) =



0, −∞ < t < 1,

1, 1 < t < 2,

1 + 1/2, 2 < t < 2n,

. . . . . .

2−
(

1
2

)n
, 2n−1 < t < 2n,

. . . . . . .

При этом sup
−∞≤t≤∞

x∗(t) = 2.
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Замечание 1.4.1. В заключение отметим, что уравнения (1.4.1) с
кусочно-заданным ядром, в котором функции Ki(t, s) разрывны по пере-
менной t, также можно исследовать изложенным методом, т.е. ис-
кать решение в виде x(t) =

∑
k

ckδ(t − Tk) + u(t), где регулярная часть

решения u(t) (как и в примере 1.4.1) является кусочно гладкой функцией
и строится сочетанием метода последовательных приближений с ме-
тодом шагов. Содержательные модели такого вида и их приложения в
энергетике рассматривались в работе [8].

Возможное усиление результатов гл. 1

С учетом результатов п. 1.4, условие на гладкость функций Ki(t, s) и
правой части f(t) может быть ослаблено в теоремах гл. 1. Все основные
результаты этой главы остаются справедливыми, если функции Ki(t, s) и
f(t) определены и непрерывны при t ∈ [0, T ], а их производные по t ∈ [0, ])

имеют конечное число точек разрыва I рода на интервале (0,T]. Однако при
этом регулярная часть решений в соответствующем разложении строится
в классе кусочно-непрерывных ограниченных функций на интервале (0,T].
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Глава 2

Нелинейные динамические модели

В гл. 2 излагаются приближенные методы построения решений в нерегу-
лярных случаях ряда классов интегральных и дифференциальных систем.
Изложенные методы применены для решения конкретных нелинейных за-
дач механики и математической физики.

2.1 Нелинейное уравнение Гаммерштейна

Рассмотрим уравнение

u(x) =

b∫
a

K(x, s)g(s, u(s), λ) ds, (2.1.1)

где K(x, s), g(s, u, λ) = u(s) + f(s, u, λ) — непрерывные функции при a ≤
x, s ≤ b, |u| ≤ r, |λ| ≤ ρ,

f(s, u, λ) =
∞∑
i=2

qio(s)u
i +

∞∑
i=0

∞∑
k=1

qik(s)u
iλk. (2.1.2)

Если единица не является характеристическим числом ядра K(x, s), то
уравнение (2.1.1) имеет единственное решение u → 0 при λ → 0 и для его
построения можно использовать широкий спектр методов [26].

Предположим, что единица является характеристическим числом яд-
ра K(x, s) ранга n, {φi(x)}n1 – соответствующие собственные функции,
{ψi(x)}n1 – собственные функции союзного ядра K(s, x). Тогда уравнение
может иметь несколько ветвей решений.

Требуется построить в окрестности точки ветвления λ = 0 решение
uλ(x)→ 0 при λ→ 0.

Для построения разветвляющихся решений интегрального уравнения
(2.1.1) можно применить классические результаты аналитической теории
ветвления [20]. Кроме асимптотических методов, важной задачей при ре-
шении уравнения (2.1.1) является разработка методов последовательных
приближений в окрестности точки ветвления, не рассматривавшихся в мо-
нографии [20].
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Методы последовательных приближений в окрестности точек ветвления
могут строиться на основе явной и неявной параметризации, в том числе
в условиях групповой симметрии уравнения (2.1.1) (см. работы [62; 93]).
Например, в работах [62; 93; 94; 106] приведены схемы последователь-
ных приближений с неявной параметризацией ветвей решений оператор-
ных уравнений в банаховых пространствах. Неявную параметризацию при
решении бифуркационных задач использовали также G. Moore и H. B.
Keller [219; 254]. Между тем, при качественном анализе ветвей решения
часто надо знать явную зависимость от бифуркационного параметра, вхо-
дящего в уравнение и имеющего физический смысл. Поэтому актуальна
разработка методов последовательных приближений в окрестности точек
ветвления с явной параметризацией решения с учетом специфики конкрет-
ных классов нелинейных уравнений.

Результаты этого параграфа и их обобщения, изложенные в п. 3.4 и в
п. 3.5, примыкают к циклу статей [62; 93; 94; 106] в области построения
метода последовательных приближений ветвей решения интегрального
уравнения (2.1.1) с явной параметризацией. В основе предлагаемой ите-
рационной схемы лежит методология аналитического метода Ляпунова –
Шмидта (см. монографии [120; 242]).

Асимтотика решения и последовательные приближения

Введем условие
(А) Разложение (2.1.2) может быть перегруппировано к виду

f(s, u, λ) =
∞∑

iν+k=θ

qik(s)u
iλk,

где ν = r/s, θ = r+m
s , r, s,m− натуральные числа.

В конкретных случаях числа r, s,m легко можно вычислить методом
диаграммы Ньютона (см., например, [120, с. 421-426]). Для этого доста-
точно нанести на координатную плоскость целочисленные точки (i, k), от-
вечающие ненулевым коэффициентам qik и построить соответствующую
диаграмму Ньютона. Искомые ν выбираются неоднозначно и полагаются
равными tgγ, где γ – угол наклона одного из отрезков диаграммы с отри-
цательными направлениями оси абсцисс. Соответствующее θ будет равно
ординате точки пересечения продолжения этого отрезка с осью ординат.
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Пусть при этом выполнено условие
(B) Система алгебраических уравнений

lj(c)
def
=

b∫
a

∑
iν+k=θ

qik(s)(c, φ(s))iψj(s) ds = 0, (2.1.3)

j = 1, ..., n, где (c, φ) =
n∑
i=1

ciφi(s), имеет простое ненулевое решение c∗.

Если ядро K(x, s) симметричное, то условие (B) можно заменить на
следующее условие:
(B′) Функция

U(c) =

b∫
a

∑
iν+k=θ

1

i+ 1
qik(s)(c, φ(s))i+1 ds (2.1.4)

имеет невырожденную критическую точку c∗ 6= 0. Имеет место

Теорема 2.1.1. Пусть выполнены условия (A) и (B). Тогда уравнение
(2.1.1) имеет решение

u = λν(c∗, φ(x)) + r(x, λ), (2.1.5)

где |r(x, λ)| = o(|λ|ν) при λ→ 0, функция r(x, λ) может быть однозначно
определена методом последовательных приближений.

Доказательство. Введем операторы

Bu
def
= u−

b∫
a

K(x, s)u(s) ds,

B̂u
def
= u−

b∫
a

K̂(x, s)u(s) ds, R(u, λ) =

b∫
a

K(x, s)f(s, u(s), λ) ds,

где K̂(x, s) = K(x, s)−
n∑
i=1

ψi(x)φi(s).

Отметим, что на основаниии леммы Шмидта (см. [120, c. 221]) опера-

тор B̂ имеет ограниченный обратный Γ = I −
b∫
a

R(x, s)[·]ds, где R(x, s) —

резольвента ядра K̂(x, s).
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Решение уравнения (2.1.1) будем искать в виде

u = (Γω(x) + (c, φ(x)))λν, (2.1.6)

где функция ω(x) удовлетворяет равенствам

(ω, ψi) ≡
b∫

a

ω(x)ψi(s) ds = 0, i = 1, .., n. (2.1.7)

С помощью замены (2.1.6) уравнение (2.1.1) приведем к виду

ω = λ−νR((Γω + (c, φ))λν, λ), (2.1.8)

и дополним его уравнениями

λ−θ(R((Γω + (c, φ))λν, λ), ψi) = 0, i = 1, ..., n. (2.1.9)

вытекающими из равенств (2.1.7). Итак, задача свелась к отысканию функ-
ции ω(x) → 0 и вектора c(λ) → c∗ при λ → 0 из системы (2.1.8) – (2.1.9).
Отметим, что в уравнениях (2.1.9)

(R(u, λ), ψi) =

b∫
a

f(s, u, λ)ψi(s) ds, i = 1, .., n.

Систему (2.1.8)–(2.1.9) рассмотрим как одно операторное уравнение

Φ(w, λ) = 0, (2.1.10)

относительно элемента w = (ω, c) из C[a,b] ⊕ Rn с параметром λ. Здесь
нелинейное отображение Φ действует из банахова пространства E1 = C[a,b]⊕
Rn+1 в банахово пространство E2 = C[a,b] ⊕ Rn. В силу выбора чисел ν, r, s
оператор Φ непрерывен в окрестности точки w0 = (0, c∗), λ0 = 0, где c∗ —
ненулевое решение системы (2.1.3),

lim
w→w0 λ→0

Φ(w, λ) = 0.

Поэтому в силу выбора чисел ν, r, s оператор Φ имеет непрерывную произ-
водную Фреше Φw(w, λ) по w в окрестности этой точки.

Отметим, что
∂

∂ω
(R((Γω + (c, φ))λν, λ), ψi) =

= λν
b∫

a

f ′u((Γω + (c,Φ))λν, λ)ψi(s)Γ[·] ds,
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∂

∂cj
(R((Γω + (c, φ))λν, λ, ψi)) = λν

b∫
a

f ′u(s, (Γω + (c, φ)λν, λ))ψi(s)φj(s) ds,

j = 1, ..., n. Производная Фреше по w оператора Φ в точке (w0, 0) имеет
вид

Φ′w(w0, 0) =

(
I 0

L Ξ

)
,

где I – тождественный оператор из C[a,b] в C[a,b], 0 – нулевой оператор
из Rn в C[a,b], L – векторный линейный функционал из C[a,b] в Rn, т.е.

L = (L1, ..., Ln)
′, где Li =

b∫
a

ψi(s)f
′
u(s, (c

∗, φ), 0)Γ(·) ds – линейный функци-

онал из C[a,b] в R1, Ξ =

[
∂li(c

∗)
∂cj

]
i,j=1,...,n

– матрица n×n. Оператор Φ′w(w0, 0)

имеет ограниченный обратный, так как Ξ — невырожденная матрица в си-
лу условия (B). Следовательно, уравнение (2.1.10) удовлетворяет условиям
теоремы о неявном операторе ( [120], c. 411), причем искомое решение w
можно найти методом последовательных приближений

wn = wn−1 − Φ−1
w (w0, 0)Φ(wn−1, λ), w0 = (0, c∗). (2.1.11)

Таким образом, для построения решения уравнения (2.1.1) надо постро-
ить последовательность

un = (Γwn + (cn, φ))λν, n = 1, 2, ... (2.1.12)

u0 = (c∗, φ)λν,

w0 = 0, c0 = c∗. Здесь wn = wn−1 +∆n, cn = cn−1 +δn. Функция ∆n и вектор
δn из Rn определяются формулами

∆n(x) = λ−ν
b∫

a

K(x, s)g(s, un−1(s), λ) ds− ωn−1 (2.1.13)

δn = −λ−θ
b∫

a

f ′u(s, un−1, λ)Ψ̂(s) ds−
b∫

a

f ′u(s, (c
∗, φ), 0)Γ∆nψ̂(s) ds. (2.1.14)

Вектор-функция ψ̂(s) = (ψ̂1(s), ..., ψ̂n(s))
′ определяется формулой ψ̂(s) =

Ξ−1ψ(s). Теорема доказана.
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Замечание 2.1.1. Для построения функций Γωn,Γ∆n в формулах
(2.1.12), (2.1.14) можно воспользоваться представлением оператора Γ

через резольвенту ядра K̂(x, s) или решить линейное интегральное урав-
нение Фредгольма II рода с таким ядром.

Если K(x, s) =
n∑
i=1

φi(x)φi(s), где φi — ортонормированная система, то

Γ будет тождественным оператором и последовательные приближения
с помощью формул (2.1.12) – (2.1.14) сводятся к квадратурам.

Замечание 2.1.2. В итерационных формулах (2.1.12), (2.1.14) точка
λ = 0 в силу выбора чисел ν, r, s является устранимой особой точкой.
В случае, когда f – полином относительно неизвестной функции u мож-
но легко провести «регуляризацию» формул (2.1.12) – (2.1.14), сократив
отрицательные степени параметра λ после подстановки представления
un−1 в виде (2.1.6) в эти формулы.

В общем случае для обеспечения устойчивости вычислений при малых λ,
следуя идее регуляризации в смысле А. Н. Тихонова [118], можно в форму-
лах (2.1.12), (2.1.14) сделать замену λ−ν ⇒ (λ+α(δ))−ν, λ−θ ⇒ (λ+α(δ))−θ.

При этом регуляризирующий параметр α(δ) должен быть согласован с по-
грешностью вычислений δ.

Отметим, что условие аналитичности функции f можно ослабить, заме-
нив на предположение∣∣∣∣∣∣∣f(s, u, λ)−

∑
i
n1

+ k
n2

=1

qik(s)u
iλk

∣∣∣∣∣∣∣ = o

 ∑
i
n1

+ k
n2

=1

|u|i|λ|k


при u → 0, λ → 0. Если qn10(s) 6= 0, q0n2(s) 6= 0, то очевидно точки диа-
граммы Ньютона функции f(s, u, λ) лежат не выше прямой i

n1
+ k

n2
= 1.

Пример 2.1.1.

u(x)− 1

π

2π∫
0

cosx cos s((1 + λ)u(s)− su3(s) + λ3 cos s) ds = 0.

Здесь выполнены условия теоремы и замечание 2.1.1. В этом примере в
представлении (2.1.6) n = 1, φ = ψ = cosx√

π
, ν = 2 или ν = 1

2 . При этом
оператор Γ является тождественным, а итерационные формулы (2.1.13)
– (2.1.14) метода последовательных приближений сведутся к квадрату-
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рам. Здесь существует три ветви решения с явной параметризацией:

u1(x, λ) = −λ2 cosx+O(|λ|3),

u2,3(x, λ) = ±2

π

√
λ

3
cosx+O(|λ|).

Изложенный метод последовательных приближений можно применить в
нерегулярном случае и при решении нелинейных интегральных уравнений
путем продолжения по длине промежутка интегрирования.

2.2 Существование и разрушение решений уравнений
Вольтерра II рода

В настоящее время исследование режимов «blow-up» для нелинейных
моделей с целью получения оценок на время разрушения является бурно
развивающимся направлением математики. Однако, в этом направлении
для уравнений Вольтерра получены лишь первые результаты (см. работы
Н. Brunner [323], C. A. Roberts [257; 279], и T. Malolepszy [244]). Ниже мы
изложим метод определения гарантированного интервала [0, T1) существо-
вания решения нелинейного уравнения Вольтерра II рода (2.2.1). При этом
blow-up будет возможен только при продолжении решения. Итак, рассмот-
рим уравнение

x(t) =

t∫
0

K(t, s, x(s)) ds, x(0) = 0, (2.2.1)

t, s, x ∈ D = {0 ≤ s ≤ t ≤ T, T <∞, |x| <∞}.

Определение 2.2.1. ( [55], c. 467) Непрерывную функцию x(t), удовле-
творяющую уравнению (2.2.1), называют главным по Канторовичу ре-
шением уравнения, если последовательность xn(t), где

xn =

t∫
0

K(t, s, xn−1(s)) ds, x0(t) = 0,

сходится к функции x(t) при ∀t ∈ [0, T ). Если при этом lim
t→T1−0

|x(t)| =

+∞, T1 ≤ T, то, следуя [61; 131; 303] скажем, что решение разрушается
в точке T1, а точку T1 назовем точкой разрушения (кратко, «blow-up»)
решения.

Требуется найти гарантированный интервал [0, T1) существования глав-
ного решения, такой, что blow-up будет возможен только при продолжении
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решения на интервал [T1,+∞). Кроме того, требуется найти положитель-
ную непрерывную функцию x̂(t), определенную на интервале [0, T1) такую,
что для главного решения x(t) выполняется априорная оценка |x(t)| ≤ x̂(t)

при t ∈ [0, T1).

Поставленную задачу будем решать на основе классического подхода
Л. В. Канторовича [55, гл. 12], строя мажорантные уравнения по схеме,
предложенной нами в работе [303] (см., также монографию [242] и близкие
результаты, представленные в [4]).
Введем условия
(A) Пусть функция K(t, s, x) определена, непрерывна и дифференцируема
по x в области D.
(B) Пусть построены непрерывные, положительные и монотонно возрас-
тающие функции m(s), γ(x), определенные при 0 ≤ s < ∞, 0 ≤ x < ∞,
такие, что в области D при любых t из интервала [0,∞) выполнены нера-
венства

|K(t, s, x)| ≤ m(s)γ(|x|),∣∣∣∣∂K(t, s, x)

∂x

∣∣∣∣ ≤ m(s)γ′(|x|).

Случай γ(0) = 0 далее исключается, так как тогда уравнение (2.2.1)
имеет тривиальное решение. Оно и будет главным, согласно введенному
Л. В. Канторовичем определению. Далее везде функции m(s), γ(x) счита-
ются непрерывными положительными, монотонно возрастающими, а γ(x)

и выпуклой по x.

Интегральные мажорирующие уравнения

Введем мажорирующее интегральное уравнение

x̂(t) =

t∫
0

m(s)γ(x̂(s)) ds (2.2.2)

и соответствующую задачу Коши для дифференциального уравнения с раз-
деляющимися переменными:{

dx̂
dt = m(t)γ(x̂(t)),
x̂|t=0 = 0.

(2.2.3)

Разделяя переменные в (2.2.3), задачу Коши сведем к поиску положи-
тельной, монотонно возрастающей ветви неявной функции x = x̂(t), x̂(0) =
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0 из уравнения
L(x, t) ≡ Φ(x)−M(t) = 0,

где Φ(x) =
∫ x

0
dx
γ(x) , M(t) =

∫ t
0 m(t) dt. В силу монотонного возрастания

положительной непрерывной функции Φ(x) существует обратное отобра-
жение Φ−1(x) с областью определения [0,∞), если lim

x→∞

∫ x
0

dx
γ(x) = +∞ и

соответственно с областью определения [0, T1), если lim
x→∞

x∫
0

dx
γ(x) = l, где T1

определяется из условия
T1∫
0

m(t) dt = l.

Таким образом, в первом случае задача Коши имеет единственное поло-
жительное непрерывное решение x̂(t) при t ∈ [0,∞), а во втором случае
при t ∈ [0, T1).

Перейдем к построению решения x̂(t) методом последовательных при-
ближений. На основании доказательства теоремы о неявной функции (см.,
например, [120, c. 413]) решение x̂(t) можно строить последовательными
приближениями, решая уравнение L(x, t) = 0. Действительно, уравнение
L(x, t) = 0 определяет x̂(t) как неявную непрерывную функцию x̂(t) → 0

при t→ 0, так как
∂L(x, t)

∂x

∣∣∣∣
x=0, t=0

=
1

γ(0)
6= 0.

Поэтому на малом интервале [0,∆], ∆ > 0 искомое решение x̂(t) можно
строить методом последовательных приближений

xn(t) = xn−1(t)− γ(0)L (xn−1(t), t) , x0(t) ≡ 0.

Построенное решение продолжается повторным применением теоремы о
неявной функции на всю область определения обратного отображения
функции Φ−1.

В приложениях распространен случай, когда γ(x) — полином с положи-
тельными коэффициентами, причем γ(0) 6= 0. В этом случае [50, c. 344]
функция Φ(x) строится явно через логарифмы, арктангенсы и рациональ-
ные функции, что позволяет в простых случаях найти обратную функцию
Φ−1 и построить решение x̂(t) в явном виде.

В общем случае при построении положительной непрерывной функции
x̂(t) = Φ−1(M(t)), удовлетворяющей уравнению (2.2.2), можно использо-
вать и такой результат
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Лемма 2.2.1. Если lim
x→+∞

x∫
0

dx
γ(x) = +∞, то мажорантное уравнение

(2.2.2) имеет при t ∈ [0,∞) непрерывное решение x̂(t). Более того, после-
довательность

xn(t) =

t∫
0

m(s)γ(xn−1(s)) ds, x0(t) = 0 (2.2.4)

сходится равномерно к функции x̂(t).

Доказательство. Существование непрерывного положительного решения
x̂(t) уравнения (2.2.2) следует из доказанного выше существования такого
решения уравнения Φ(x)−M(t) = 0, соответствующего уравнению (2.2.2).
При этом последовательность (2.2.4) при ∀t ∈ [0,∞) будет монотонно-
возрастающий ограниченной сверху функцией x̂(t) и поэтому сходится при
∀t ∈ [0,∞).

Известно (см., например, [30, c. 130]), что при этом lim
n→∞

x̂n(t) будет изме-
римой функцией. Поэтому на основании теоремы Лебега (см. [125, c. 396])
в (2.2.4) можно перейти к пределу под знаком интеграла и получить
тождество

lim
n→∞

t∫
0

K(t, s, x̂n(s)) ds =

t∫
0

K(t, s, lim
n→∞

x̂n(s)) ds,

в котором справа будет абсолютно непрерывная функция равная x̂(t). Та-
ким образом, предел монотонно-возрастающей последовательности (2.2.4)
оказывается непрерывной функцией. Поэтому на основании признака Дини
сходимость {xn(t)} к решению x̂(t) интегрального уравнения (2.2.2) оказы-
вается равномерной. Лемма доказана.

Аналогичным образом доказывается

Лемма 2.2.2. Пусть lim
x→+∞

∫ x
0

dx
γ(x) = l. Введем интервал [0, T1), где T1 > 0

определяется единственным образом из условия
∫ T1

0 m(s) ds = l. Тогда
уравнение (2.2.2) имеет положительное решение x̂(t) ∈ C[0,T1), последова-
тельность {xn(t)} (см. (2.2.4)) сходится к x̂(t) при n→∞, lim

t→T1
x̂(t) =∞.

Доказательство существования требуемой функции x̂(t) на интервале
[0, T1) следует из ранее доказанного существования обратного отображе-
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ния Φ−1 : [0, l) → [0,+∞). Справедливость lim
t→T1−0

x̂(t) = +∞ следует из

равенства l =
∞∫
0

dx
γ(x) =

T1∫
0

m(s) ds, заложенного в условиях Леммы 2.2.2.

Теорема 2.2.1. Пусть выполнены условия (A), (B) и lim
x→+∞

∫ x
0

dx
γ(x) = +∞.

Тогда интегральное уравнение (2.2.1) имеет главное решение x(t), опре-
деленное при t ∈ [0,∞) и справедлива его априорная оценка |x(t)| ≤ x̂(t),

где x̂(t) – решение интегрального уравнения (2.2.2).

Доказательство. Введем последовательности

xn(t) =

t∫
0

K(t, s, xn−1(s)) ds, x0(t) ≡ 0,

x̂n(t) =

t∫
0

m(s)γ(x̂n−1(s)) ds, x̂0(t) ≡ 0.

На основании работы [303] в условиях теоремы 2.2.1 будет выполнять-
ся неравенство |xn+p(t) − xn(t)| ≤ x̂n+p(t) − x̂n(t), |xn(t)| ≤ x̂n(t) при
t ∈ [0, T1], T1 < ∞. На основании Леммы 2.2.1 положительная монотонно-
возрастающая последовательность x̂n(t) — фундаментальна по норме про-
странства C[0,T1], т.е. max

0≤t≤T1
(x̂n+p(t) − x̂n(t)) ≤ ε при n ≥ N(ε) и любых p.

Следовательно,

max
0≤t≤T1

|xn+p(t)− xn(t)| ≤ ε при n ≥ N(ε), ∀p.

Таким образом последовательность {xn(t)} лежит в шаре S(0, x̂(t)), при-
чем является фундаментальной. В силу полноты пространства C[0,T1]

∃ lim
n→∞

xn(t) = x(t). При этом |x(t)| ≤ x̂(t). В силу непрерывности функции
K(t, s, x) по всем переменным функция x(t) удовлетворит и уравнению
(2.2.1). Теорема доказана.

Отметим, что из доказанной теоремы вытекает классическая теорема
Хартмана – Уинтнера (см. монографию [131, c.21] о продолжении решения
задачи Коши на полуось.

Следствие 2.2.1. Пусть в условии (B) γ(x) = a+ bx – линейная функ-
ция, a ≥ 0, b > 0. Тогда для главного решения уравнения (2.2.1) имеет
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место априорная оценка

|x(t)| ≤ a

t∫
0

m(z) exp

b t∫
z

m(s) ds

 dz при 0 ≤ t <∞.

Для доказательства достаточно проверить, что задаче Коши
dx

dt
= m(t)(a+ bx(t)), x|t=0 = 0

удовлетворяет функция

x̂(t) = a

t∫
0

m(z) exp

b t∫
z

m(s) ds

 dz

при 0 ≤ t <∞.

Теорема 2.2.2. Пусть выполнены условия (A), (B). Пусть

lim
x→∞

x∫
0

dx

γ(x)
= l.

Введем интервал [0, T1], где число T1 > 0 определяется единственным
образом из равенства

T1∫
0

m(s) ds = l.

Тогда интегральное уравнение (2.2.1) имеет в классе C[0,T1) главное реше-
ние x(t), справедлива при t ∈ [0, T1) его априорная оценка |x(t)| ≤ x̂(t), где
x̂(t) – решение задачи Коши (2.2.3), lim

t→T1
x̂(t) = +∞.

Доказательство проводится аналогично доказательству Теоремы 2.2.2 с
учетом результатов Леммы 2.2.2.

Следствие 2.2.2. 1. Пусть выполнены условия Теоремы 2.2.2. Тогда су-
ществование точки «blow-up» решения уравнения (2.2.1) возможно лишь
при t ≥ T1.

2. Пусть в условиях теоремы 2.2.2 γ(x) = ax2 + bx + c, где 4ac − b2 > 0,

a > 0, c > 0. Тогда главное решение x(t) уравнения (2.2.1) гарантированно
существует на интервале [0, T1), где положительное T1 определяется из
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условия
T1∫

0

m(s) ds =
2√

4ac− b2

(
π

2
− arctg b√

4ac− b2

)
.

Более того, при t ∈ [0, T1) справедлива оценка |x(t)| ≤ x̂(t), где функция
x̂(t) определяется по формуле

x̂(t) =

√
4ac− b2

2a
tg

[
arctg

b√
4ac− b2

+ (2.2.5)

+

√
4ac− b2

2

t∫
0

m(s) ds

]
− b

2a
.

Доказательство. В условиях Следствия 2.2.2 легко строится решение со-
ответствующей задачи Коши (2.2.3). Действительно, (см. [41, c. 36]),

Φ(x) =

x∫
0

dx

ax2 + bx+ c
=

2√
4ac− b2

(
arctg

2ax+ b√
4ac− b2

− arctg b√
4ac− b2

)
,

M(t) =

∫ t

0
m(s) ds.

Поэтому равенство
∞∫

0

dx

γ(x)
=

T1∫
0

m(s) ds,

служащее для определения T1, означает, что

2√
4ac− b2

(
π

2
− arctg b√

4ac− b2

)
=

∫ T1

0
m(s) ds. (2.2.6)

Из уравнения Φ(x) = M(t) следует, что функция x̂(t), мажорирующая
решение x(t) на интервале [0, T1), должна строиться по формуле (2.2.5).

Следствие 2.2.2 можно использовать в задаче продолжения решения
уравнения (2.2.1) с параметрами. Действительно, пусть в условиях Тео-
ремы 2.2.2 функция K зависит от параметра λ ∈ Rn, ||λ|| < δ (т.е.
K = K(t, s, x, λ)). Тогда в условии B функция γ(|x|, ||λ||) будет зависить
от нормы этого параметра. Пусть γ(|x|, 0) = 0. Тогда уравнение (2.2.1)
имеет при λ = 0 тривиальное решение x = 0, так как тогда при λ = 0

уравнение (2.2.1) выродится в равенство x(t) = 0. Следующий результат,
вытекающий из Теоремы 2.2.2, позволяет оценивать интервал существова-
ния главного решения уравнения (2.2.1) с векторным параметром λ при
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0 < ||λ|| < δ.

Следствие 2.2.3. Пусть в условиях Теоремы 2.2.2

m(s) = 1, γ(x, λ) = a(||λ||)x2 + b(||λ||)x+ c(||λ||).

Пусть a(||λ||), b(||λ||), c(||λ||) — положительные бесконечно малые при
||λ|| → 0. Пусть в проколотой окрестности 0 < ||λ|| < δ выполнены
неравенства

4a(||λ||)c(||λ||)− b2(||λ||) = ∆(||λ||) > 0,

sup
||λ||<δ

arctg
b(||λ||)√
∆(||λ||)

= σ, σ <
π

2
.

Тогда при 0 < ||λ|| < δ уравнение (2.2.1) имеет главное решение x(t, λ),

определенное на интервале [0, T (||λ||), где

T (||λ||) =
2√

∆(||λ||)

(π
2
− σ

)
.

При этом lim
||λ||→0

T (||λ||) = +∞ и выполняется априорная оценка главного

решения |x(t, λ)| ≤ x̂(t, λ), где положительная мажорирующая функция
x̂(t, λ) определяется на интервале [0, T (||λ||) по формуле (2.2.5) c коэф-
фициентами a = a(||λ||), b = b(||λ||), c = c(||λ||), lim

t→T (||λ||)
x̂(t, λ) = +∞.

Таким образом, следствие 2.2.3 дает достаточные условия существова-
ния главного решения интегрального уравнения с векторным параметром
λ, определенным в проколотой окрестности 0 < ||λ|| < δ.

Алгебраические мажоранты

При оценке гарантированного замкнутого интервала [0, T ] существова-
ния главного решения уравнения (2.2.1) и оценки его нормы в C[0,T ] удобно
использовать алгебраические мажоранты.

Действительно, пусть выполнено условие (А) и следующее условие:

(С) Существует непрерывная, дифференцируемая и выпуклая по r,

положительная и монотонно возрастающая по всем переменным функция
M(ρ, s, r), определеннная при ρ, s, r ≥ 0, такая, что в области D при

60



t ∈ [0, ρ], |x| ≤ r выполнены неравенства∣∣∣∣∣∣
t∫

0

K(t, s, x(s)) ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
ρ∫

0

M(ρ, s, r) ds,

∣∣∣∣∣∣
t∫

0

∂K(t, s, x(s))

∂x
ds

∣∣∣∣∣∣ ≤
ρ∫

0

∂M(ρ, s, r)

∂r
ds.

Введем функцию

M(ρ, r) =

ρ∫
0

M(ρ, s, r) ds

и ее положительную производную

∂M(ρ, r)

∂r
=

ρ∫
0

∂M(ρ, s, r)

∂r
ds.

Лемма 2.2.3. Система {
r = M(r, ρ),
1 = ∂M(r,ρ)

∂r

(2.2.7)

имеет единственное положительное решение r∗, ρ∗. Более того, при лю-
бых ρ ∈ [0, ρ∗] уравнение r = M(r, ρ) имеет главное решение r(ρ), т.е.
монотонно возрастающая последовательность rn = M(rn−1, ρ), r0 = 0,

при любых ρ ∈ [0, ρ∗] сходится к решению уравнения r = M(r, ρ).

Доказательство геометрически очевидно [38, c. 218], если рассмотреть на
плоскости (y, r) графики кривых y = M(r, ρ) при различных ρ и биссек-
триссу y = r. Прямая y = r касается кривой y = M(r, ρ∗) в точке (r∗, ρ∗),

Теорема 2.2.3. Пусть выполнены условия (A) и (C), (r∗, ρ∗) — положи-
тельное решение системы (2.2.7). Тогда главное решение x(t) уравнения
(2.2.1) существует в классе C[0,ρ∗] и справедлива оценка

max
0≤t≤ρ∗

|x(t)| ≤ r∗.

Доказательство. Введем две последовательности

xn(t) =

t∫
0

K(t, s, xn−1(s)) ds,

rn = M(rn−1, ρ
∗),
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где x0(t) = 0, r0 = 0. Тогда имеет место неравенство

||xn+p − xn||C[0,ρ∗] ≤ rn+p − rn

при n ≥ N(ε) и любых p. Так как на основании Леммы 2.2.3 lim
n→0

rn = r∗,

то rn+p − rn ≤ ε при n ≥ N(ε) и для любых p. Итак, последовательность
{xn(t)}, при x0 = 0 оказывается фундаментальной, ||xn|| ≤ r∗ и теорема
доказана.

Рассмотрим пример:

x(t) =

t∫
0

(
K2(t, s)x

2(s) +K1(t, s)x(s) +K0(t, s)
)
s2 ds.

Пусть
sup

0≤s≤t<∞, i=1,2,3
|Ki(t, s)| ≤ 1.

Соответствующая мажорантная алгебраическая система{
r = ρ3

3 (1 + r + r2),

1 = ρ3

3 (1 + 2r)

имеет решение r∗ = 1, ρ∗ = 1. Поэтому на основании Теоремы 2.2.3 инте-
гральное уравнение имеет главное решение x(t) ∈ C[0,1], ||x|| ≤ 1. Используя
интегральную мажоранту x(t) =

∫ t
0 (x(s)2+x(s)) ds+ t3

3 и следствие 2.2.2, по-
лучим более полную информацию о решении. А именно, интегральное урав-
нение имеет непрерывное решение x(t) на интервале [0, 1.5365) и выполня-
ется оценка |x(t)| ≤ 0.8660 tg

(
0.5236 + 0.2886t3

)
− 0.5 при 0 ≤ t < 1.5365.

Рис. 2.1: Мажоранта решения. Серым цветом выделена зона расположения модуля решения.

Отметим, что изложенный метод можно применять и для исследования
абстрактных уравнений вида (2.2.1) в банаховом пространстве E, когда
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K(t, s, x) — ограниченный оператор из R×R×E в E, дифференцируемый
по x в смысле Фреше. Этот вопрос мы подробно обсудим в третьей главе.

2.3 О ветвлении решений нелинейных дифференциальных
уравнений

Цель данного параграфа — продемонстрировать эффективность при-
менения асимптотического метода решения нелинейных уравнений, из-
ложенного в п. 2.1 на примере доказательства конструктивных теорем
существования семейств решений дифференциальных уравнений n-го
порядка, не разрешенных относительно старших производных. Разрабо-
танный аналитический подход позволил построить асимптотитку решений
в модели магнитной изоляции вакуумного диода.

Рассмотрим дифференциальное уравнение

F
(
x(n)(t), x(n−1)(t), ..., x(1)(t), x(t), t

)
= 0, 0 ≤ t ≤ p, (2.3.1)

где непрерывная функция F (xn, xn−1, ..., x1, x, t) определена в окрестности

нуля. А именно, F =
N∑

|i|+k=1

Fik(x̄)tk +R(x, t),

Fik(x̄) = Fin,in−1,...,i1,i0x
in
n ..x

i1
1 x

i0, |i| = in + in−1 + ...+ i1 + i0.

Функция R(x, t) удовлетворяет оценке |R(x, t)| = o((|x|+ |t|)N).

Требуется построить решение уравнения (2.3.1), удовлетворяющее усло-
виям: tix(i)(t) → 0 при t → 0, i = 0, 1, n. Так как таких решений может
быть несколько, то введем:

Определение 2.3.1. Если решение x(t) представимо в виде

x = tε(x0 + v(t)), (2.3.2)

где ε = r
s− рациональное положительное число, x0 6= 0, ε, x0 определя-

ются неоднозначно, функция v(t) → 0 при t → 0 и может зависeть
от свободных параметров, tix(i)(t) → 0 при t → 0, i = 0, n, то точ-
ку t = 0 назовем алгебраической точкой ветвления малого решения
уравнения (2.3.1).

Классы дифференциальных уравнений (обыкновенных и в частных про-
изводных), неразрешенных относительно старших производных, в послед-
нее время привлекали внимание многих математиков. Различные подходы
и библиографию в этой области можно найти, например, в монографи-
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ях [19; 242] и др. Построение решений в окрестностях точек ветвления пред-
ставляет особый интерес в ряде приложений (см., например, [20; 134] и др.).

Наша цель состоит в построении малых решений уравнения (2.3.1) на
основе аналитической теории ветвления (см. [120], гл. 9) и теории диф-
ференциальных уравнений с регулярной особой точкой (см. [20], [46, гл.
9] и [57, гл. 4]). Для вычисления главного члена tεx0 решения (2.3.2) ис-
пользуется метод диаграммы Ньютона (см., например, [120, гл. 9] и мо-
нографию [19]). Определение функции v(t) в решении (2.3.2) сводится к
исследованию нелинейных дифференциальных уравнений вида

L
(
t
d

dt

)
v = M(tn−1v(n−1), ..., tv(1), v, t1/s), (2.3.3)

где L = tn d
n

dtn + an−1(ε)t
n−1 dn−1

dtn−1 + ...+ a0(ε)− дифференциальный оператор
Эйлера. Строятся c-параметрические семейства решений v(t, c) → 0 при
t → 0 уравнения (2.3.3). Структура семейства v(t, c) зависит от корней
характеристического полинома

L(λ) = λ(λ− 1) . . . (λ− (n− 1)) + an−1(ε)λ(λ− 1) (2.3.4)

. . . (λ− (n− 2)) + · · ·+ a0(ε)

дифференциального оператора Эйлера и от вида нормальной жордановой
формы матрицы A, определяемой через коэффициенты оператора Эйлера.

На этой основе предложен способ построения асимптотики функции v

в виде логарифмо-степенных сумм типа Фукса – Фробениуса [57, гл. 4].
Асимптотика затем используется в методе последовательных приближе-
ний в качестве начального приближения. В аналитическом случае соот-
ветствующее решение (2.3.2) раскладывается в ряд по степеням t1/s, t ln t,

tReλi cos( Imλi ln t), tReλi sin( Imλi ln t), где λi - корни характеристического
полинома (2.3.4) Reλi > 0.

Параграф организован следующим образом. Вначале строится главный
член tεx0 решения (2.3.2) и проведена редукция к уравнению (2.3.3) для
определения функции v в представлении (2.3.2). Далее рассмотрен способ
построения асимптотики параметрических семейств решений уравнения
(2.3.3) и приводятся теоремы существования малых решений уравнения
(2.3.1).
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Редукция к системе c регулярной особой точкой

Введем обозначение FN(x̄, t) =
N∑

|i|+k=1

Fik(x̄)tk и условие:

A) существуют рациональные числа ε = r
s > 0, θ = r1

s такие, что разложе-
ние FN можно перегруппировать к виду

FN(x̄, t) =
∑

ε|i|+k−i1−2i2−...−nin≥θ

Fik(x̄)tk

и при этом
B) |R(tεx, t)| = o(tθ) при ∀x из окрестности нуля.

В конкретных случаях числа ε, θ легко вычислить, нанеся на координат-
ную плоскость целочисленные точки (|i|, k−i1−2i2− ...−nin), отвечающие
ненулевым |i|− однородным формам Fik(x̄) и построив по этим точкам диа-
грамму Ньютона. Искомoе ε полагаем равным tanφ, где φ – угол наклона
одного из отрезков диаграммы с отрицательным направлением оси абсцисс.
Соответствующее θ будет равно ординате точки пересечения продолжения
этого отрезка с осью ординат. В отличие от задач, раcсмотренных в [315, гл.
9], θ может оказаться отрицательным. В последнем случае условие B) вы-
полняется автоматически в силу оценки R(x, t) = [(|x|+ |t|)N ]. Условие B)
выполняется, очевидно, и при любых положительных θ, если диаграмма
Ньютона лежит ниже прямой, проходящей через точки (0, N), (N, 0). Так
как диаграмма Ньютона может иметь несколько отрезков, то выбор ε, θ

может оказаться неоднозначным.

Введем дифференциальные операторы Эйлера k-го порядка:

Lk(u) = tku(k) + c1
kεt

k−1u(k−1) + c2
kε(ε− 1)tk−2u(k−2) + ...

+ε(ε− 1)...(ε− (k − 1))u, k = 1, n

и обозначение L0(u) = u для симметрии в последующих выкладках, за-
метив, что (tεu)(k) = tε−kLk(u). Тогда в силу условия А) после замены
x(t) = tεu(t) получим разложение

F (x(n), ..., x(1), x, t) = tθ
∑

ε|i|+k−i1−2i2−...−nin=θ

Fik(Ln(u), ...,L0(u))+

+r(tnu(n), ..., tu(1), u, t).

В силу выбора чисел ε, θ справедлива оценка∣∣∣r(tnu(n), ..., tu(1), u, t)
∣∣∣ = o(tθ). (2.3.5)
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Для определения коэффициента x0 в искомом решении (2.3.2) введем по-
лином

Q(ln(x), ..., l0(x)) =
∑

ε|i|+k−i1−2i2−...−nin=θ

Fik(ln(x), ..., l0(x)),

где теперь lk(x) = ε(ε−1)...(ε−(k−1))x, k = 1, n. Пусть наряду с условиями
А) и В) выполнено следующее условие:

С) полином Q(ln(x), ..., l0(x)) имеет корень x0 6= 0, причем ∂Q
∂ln(x)

∣∣∣∣
x=x0

6= 0.

Тогда уравнение (2.3.1) заменой (2.3.2) и сокращением на tθ приводится
к уравнению относительно функции v(t)

AnLn(v) + ...+A0L0(v) + P (tnv(n), ..., tv(1), v, t1/s) = 0. (2.3.6)

Здесь Ai = ∂Q
∂li

∣∣∣∣
x=x0

, i = 0, n, |P | = o(1) при t→ 0, Li(v) – дифференциаль-

ные операторы Эйлера.

Так как An 6= 0, то подставляя в (2.3.6) дифференциальные операторы
Li(v) получим уравнение

tnv(n)(t) + an−1(ε)t
n−1v(n−1)(t) + ...+ a0(ε)v(t)+

+A−1
n P (tnv(n)(t), ..., tv(1), v(t), t1/s) = 0, (2.3.7)

где an−1(ε) = c1
nε+A−1

n An−1, an−k(ε), k = 2, ..., n− определенные полиномы
порядка k от ε.

Таким образом, для определения функции v(t) получено уравнение
(2.3.7) с дифференциальным операторoм Эйлера L(t ddt)v n-го порядка в
главной части. Отметим, что характеристический полином L(λ) являет-
ся характеристическим полиномом именно этого дифференциального опе-
ратора Эйлера. Так как выполнена оценка |P | = o(1) при t → 0 и
любых v, то из уравнения (2.3.7) элемент tnv(n) определяется в окрест-
ности нуля методом последовательных приближений как функция от
v(t), tv(1), ..., tn−1v(n−1), t1/s.

В результате задача определения функции v сводится в нашей постанов-
ке к решению уравнения вида (2.3.3).

Отметим, что в уравнении (2.3.3) функция M и ее первые производ-
ные по v, tv(1), · · · , tn−1v(n−1) в нуле равны нулю. Уравнение (2.3.3) заме-
ной v = v1, tv

(1) = v2, ..., t
n−1v(n−1) = vn сводится к системе n нелинейных
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дифференциальных уравнений с особой точкой I рода при t = 0 :

t
dv

dt
= Av + f(v, t1/s). (2.3.8)

Здесь v = (v1, ..., vn)
′,

A =

0 1 0 ... . 0

0 1 1 ... . 0

0 0 2 ... . 0
... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... n− 2 1

−a0(ε) −a1(ε) −a2(ε) ... −an−2(ε) n− 1− an−1(ε)

, (2.3.9)

f = (0, ..., 0,M(vn, vn−1, ..v1, t
1/s))′,M(0, ..., 0) = 0,

∂M

∂vi

∣∣∣∣
v1=...=vn=t=0

= 0, i = 1, n.

Таким образом, вычисление функции v в представлении искомого мало-
го решения (2.3.2) уравнения (2.3.1) свелось к построению решения v̄ → 0

при t→ 0 из систeмы (2.3.8).

Замечание 2.3.1. Легко проверить справедливость тождества
det(−λE + A) = (−1)nL(λ), где L(λ) = λ(λ − 1)...(λ − (n − 1)) +

an−1(ε)λ(λ − 1)...(λ − (n − 2)) + ... + a0(ε) — характеристический поли-
ном дифференциального оператора Эйлера L, стоящего в главной части
уравнения (2.3.3). В силу структуры матрицы A ∀λ имеем

rank (−λE + A) ≥ n− 1.

Если rank(−λE+A) = n−1, то вектор e, удовлетворяющий однородной
системе λe = Ae, имеет жорданову цепочку длины p, где p — кратность
корня λ характеристического полинома L(λ).

Теоремы существования малых решений и построение асимптотики

Теорема 2.3.1. Пусть выполнены условия A), B), C). Фиксируем N >

s||A|| и предположим, что среди корней характеристического полинома
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(2.3.4) нет чисел i
s , i = 1, N. Тогда уравнение (2.3.1) имеет решение вида

x(t) =
N∑
i=0

xit
r+i
s + o(t(r+N)/s). (2.3.10)

Доказательство. Выберем числа r/s, x0 в соответствии с условиями A),
B), C) и будем искать решение уравнения (2.3.1) в виде x = tr/s(x0 + v(t)).

Здесь v(t) первая компонента вектора v, удовлетворяющего системе (2.3.8).
Вектор v ищем в виде

v =
N∑
i=0

vit
i/s + tN/sω(t), (2.3.11)

где ω → 0 при t→ 0.

Подставляя (2.3.11) в (2.3.8) и учитывая, что в силу условия теоремы
2.3.1 det(nE − sA) 6= 0 при n ∈ N, определим рекурpентным образом
коэффициенты vi из линейных систем(

i

s
E − A

)
vi = mi(v1, ...,vi−1), i = 1, N.

Правые части строятся методом неопределенных коэффициентов. Так как
vi = (vi1, ..., vin)

′, то в решении (2.3.10) полагаем xi = vi1, i = 1, n. Для
определения вектор-функции w(t) получается система

t
dw

dt
=

(
−N
s
E + A

)
w + g(w, t1/s), (2.3.12)

где ||q|| = O(t1/s) при ||w|| ≤ r, 0 ≤ t ≤ p,

||g(w1, t
1/s)− g(w2, t

1/s)|| ≤ l||w1 −w2||.

Остается показать, что система (2.3.12) при достаточно большом N имеет
единственное решение w → 0 при t → 0. Это решение можно найти из
эквивалентного интегрального уравнения

w(t) =

t∫
0

τ−1 exp

[
(−N

s
E + A) ln

t

τ

]
g(w(τ), τ 1/s) dτ ≡ Φ(w, t) (2.3.13)

методом последовательных приближений при нулевом начальном прибли-
жении w0 = 0. Действительно, так как N > S||A||, ln( tτ ) ≥ 0 при τ ≤ t,

signτ = signt, то существует постоянная C, такая, что при τ ≤ t справед-
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лива оценка

|| exp[(−N
s
E + A) ln(t/τ)]||L(Rn→Rn) ≤ C (t/τ)−

N
s +||A||. (2.3.14)

Поэтому при N > s||A|| справедлива оценка∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
t∫

0

τ−1 exp[(−N
s
E + A) ln(t/τ)] dτ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
L(Rn→Rn)

≤ C
N
S − ||A||

.

Фиксируя q ∈ (0, 1), выберем N таким, чтобы

cl
N
s − ||A||

≤ q. (2.3.15)

Введем пространство C[0,p] непрерывных вектор-функций w̄(t) с нормой

||w|| = max
0≤t≤p, 1≤i≤n

|wi(t)|.

В этом пространстве зададим множество

S = {||w̄|| ≤ r, |wi(t)| ≤ rt1/s, i = 1, .., n}.

Будем искать малое решение w(t) уравнения (2.3.13) в S. При достаточно
большом N в силу оценки (2.3.15)

||Φ(w̄1, t)− Φ(w̄2, t)|| ≤ q||w̄1 − w̄2||.

Поэтому оператор Φ сжимающий при ||w|| ≤ r. Далее, при ||w|| ≤ r

||Φ(w, t)|| ≤ ||Φ(w, t)− Φ(0, t)||+ ||Φ(0, t)|| ≤

≤ qr + max
0≤t≤p

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
t∫

0

τ−1 exp

[
(−N

s
E + A) ln

t

τ

]
g(w(τ), τ 1/s)dτ

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
Rn

≤

≤ qr +
c

N
s − ||A||

max
0≤τ≤p

||q(0, τ 1/s)||Rn.

Так как g(0, τ 1/s)→ 0 при τ → 0, то при заданных q, N можно подобрать
p > 0 так, чтобы выполнялось неравенство

c
N
s − ||A||

max
0≤τ≤p

||g(0, τ 1/s)||RN ≤ (1− q)r.

Поэтому оператор Φ переводит шар ||w|| ≤ r самого в себя. Более того,

||Φ(w, t)|| = O(t1/s),
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так как
||Φ(w, t)|| ≤ c

N
s − ||A||

||q(w, t1/s)||,

где
||g(w, t1/s)|| = O(t1/s).

Поэтому сжимающий оператор Φ переводит множество S пространства
C[0,p] в себя, а система (2.3.12) имеет единственное решение w → 0 при
t→ 0, если N достаточно велико. Теорема доказана.

Решая конкретные уравнения в условиях теоремы 2.3.1 решение можно
искать непосредственно в виде ряда (2.3.10), сходящегося в аналитическом
случае в окрестности нуля.

Пример 2.3.1.

x2d
2x

dt2
+ t5

(
dx

dt

)5

+ t2 = 0, x(0) = 0, x′(0) = 0.

Так как в этом примере диаграмма Ньютона имеет вершины в точках
(0, 2), (5, 0), (3,−2)), то решение ищем в виде x(t) = t4/3(x0 + v(t)). Здесь
v(t)- малое решение уравнения

(x0 + v(t))2

(
t2v(2) +

8

3
tv′ +

4

9
(x0 + v)

)
+ t14/3

(
4

3
(x0 + v) + tv′

)5

+ 1 = 0.

Определим x0 из алгебраического уравнения 4
9x

3
0 + 1 = 0. Тогда для опре-

деления функции v получим уравнение вида (2.3.8), разрешенное относи-
тельно дифференциального оператора Эйлера второго порядка

t2v(2) +
8

3
tv′ +

4

3
v = M(tv′, v, t1/3).

Характеристический полином этого оператора λ(λ − 1) + 8
3λ + 4

3 имеет
ровно два комплексных корня λ1,2 = −5

6 ±
√

23
6 i. Следовательно, на осно-

вании теоремы 1 существует решение x(t) = −(9
4)1/3t4/3 + O(t5/3). Это

решение является единственным малым решением при t→ +0, так как
Reλi < 0.

Если условия теоремы 2.3.1 ослабить, допустив, что характеристиче-
ский полином L(λ) имеет корни вида i/s, то результат получится более
интересным. А именно, уравнение (2.3.1) в этом случае будет иметь c-
параметрическое семейство решений вида (2.3.10), коэффициенты кото-
рого, начиная с некоторого i, будут функциями от ln t, зависящими от p
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произвольных постоянных, где p — кратность корня i/s характеристиче-
ского полинома. Укажем способ построения семейства малых решений в
этом случае.

Введем вспомогательную линейную систему
dv

dz
= Bv + f(z), (2.3.16)

гдеB - постоянная матрица, f(z) - полином порядкаm. Рассмотрим постро-
ение полиномиальных решений этой системы. Если detB 6= 0, то система
(2.3.16) в классе полиномов имеет единственное решение v =

∑m
i=0 aiz

i.

Коэффициенты am, am−1, ..., a0 вычисляются в указанном порядке методом
неопределенных коэффициентов.

Если detB = 0, то для построения решения системы (2.3.16) в классе
полиномов удобно использовать нормальную жорданову форму матрицы
B. Действительно, пусть TBT−1 = J, где J = {λ1E1 +H1, ..., λkEk +Hk} —
нормальная жорданова форма, λiEi +Hi — жордановы клетки pi-порядка.
Среди λi могут быть одинаковые числа. Пусть rank B = r. Тогда, не огра-
ничивая общности, можно считать, что λ1 = ... = λn−r = 0, λi 6= 0, i =

n− r + 1, ..., k. В этом случае справедлива

Лемма 2.3.1. Пусть rankB = r и пусть вектор f(z)- полином порядка
m. Тогда система (2.3.16) имеет полиномиальное решение порядка m +

max(p1, ..., pn−r), зависящее от p1 + ...+ pn−r произвольных постоянных.

Доказательство. Полагая в системе (2.3.16) u = T−1ω и умножая резуль-
тат на T приведем систему к виду

dw

dz
= Jω + Tf(z). (2.3.17)

В соответствии со структурой матрицы J систему (2.3.17) разобъем на k
независимых подсистем

dwi
dt

= (λiEi +Hi)wi + pi(z), i = 1, ..., k.

Так как λ1 = ... = λn−r = 0, то координаты векторов wi, i = 1, n − r вы-
числяются последовательным интегрированием pi раз правых частей. Ин-
тегрирование ведется от нуля до z. Поэтому векторы wi(z), i = 1, .., n − r
оказываются полиномами m + pi-го порядка и зависят от pi постоянных
интегрирования. Остальные векторы wi(z), i = n− r + 1, ..., k, однозначно
строятся методом неопределенных коэффициентов в виде полиномов по-
рядка m, так как det(λiEi +Hi) 6= 0 при i = n− r + 1, ..., k.
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Теорема 2.3.2. Пусть выполнены условия A), B) и C). Пусть среди чисел
1
s ,

2
s , · · ·

N
s , где N ≤ s||A||, есть корни характеристического полинома L(λ)

и l/s – наименьший среди них. Тогда уравнение (2.3.1) имеет решение
вида

x(t) =
l−1∑
i=0

xit
r+i
s +

N∑
i=l

xi(ln t)t
(r+i)/s + o(t

r+N
s ). (2.3.18)

Доказательство. Доказательство теоремы 2.3.2 аналогично доказатель-
ству теоремы 2.3.1, но при этом необходимо учитывать, что коэффициенты
решения (2.3.18) зависят от ln t. Поэтому применяя метод неопределенных
коэффициентов кроме алгебраических систем(

i

s
E − A

)
vi = mi(v1, ..., vi−1), i = 1, ..., l − 1

получим системы дифференциальных уравнений (z = ln t)

dvi
dz

=

(
− i
s
E + A

)
vi +mi(v1, ..., vi−1), i = l, l + 1, n.

Так как det( isE −A) 6= 0 при i = 1, l − 1, то v1, ..., vl−1 определяются одно-
значно и от z не зависят.

По условиям теоремы 2.3.2 det
(
− l
sE + A

)
= 0. При этом в силу замеча-

ния 2.3.1 rank
(
− l
sE + A

)
= n − 1. Соответствующий собственный вектор

имеет жорданову цепочку длины pl, где pl — кратность корня l
s характери-

стического полинома L(λ). Поэтому на основании леммы 2.3.1 vl(z) будет
полиномом pl-го порядка и зависит от pl произвольных постоянных инте-
грирования. Коэффициенты vl+1(z), ..., vN(z) также строятся в виде поли-
номов z, порядки которых устанавливаются согласно лемме 2.3.1. В этих
коэффициентах могут появиться новые произвольные постоянные, если l/s
– не единственный корень характеристического полинома L(λ) среди чисел
(l/s, (l + 1)/s, ..., N/s). Теорема 2.3.2 доказана.

Возможные обобщения: построение решений в случае комплексных кор-
ней характеристического полинома

Если среди корней характеристического полинома есть корни λ, возмож-
но комплексные с положительными вещественными частями, не входящие
в множество (l/s, (l + 1)/s, ..., N/s), то класс малых решений уравнения
(2.3.1) не исчерпывается построенными в теоремах 2.3.1 и 2.3.2 и может

72



быть расширен в классе комплекснозначных функций. Так как коэффи-
циенты характеристического полинома L(λ) вещественные, то у полинома
L(λ) наряду с корнем λ будет сопряженный корень λ. Поэтому частич-
ные суммы соответствующих разложений малых решений могут содержать
функции вида tReλ cos( Imλ ln t), tReλ sin( Imλ ln t).

Рассмотрим процесс построения малых решений в этом случае. Вве-
дем вектор λ = (λ1, ..., λl), где λi - корни характеристического поли-
нома, Reλi > 0. Предположим, что отобраны корни λi, для которых

λi 6=
l∑

j=1, j 6=i
mjλj + m при натуральных m, mj. Пусть для простоты функ-

ция R(x, t) в уравнении (2.3.1) бесконечно дифференцируема в окрестности
нуля и в замене (2.3.2) s = 1. Будем искать решение редуцированной си-
стемы (2.3.8) в виде

v =
∞∑
j=1

v0j(ln t)t
j +

∞∑
j=0, |i|≥1

vij(ln t)t
(λ,i)+j. (2.3.19)

Заметим, что во второй сумме нет целых показателей аргумента t вслед-
ствие выбора вектора λ. Методом неопределенных коэффициентов при-
ходим к рекуррентной последовательности линейных дифференциальных
уравнений для определения коэффициентов voj(z), vij(z), (z = ln t) :

dv0j

dz
= (−jE + A)voj +moi(v01, ..., v0j−1), j = 1, 2, . . . ,

dvij
dz

= ((−(λ, i) + j)E + A)vij+

+mij(vrs), |r|+ s < |i|+ j, i = 1, 2, . . . , j = 0, 1, . . . .

Отметим, что mi0 = 0 при |i| = 1 и в силу замечания 2.3.1

rank(−(λ, i)E + A) = n− 1 при |i| = 1.

Поэтому коэффициенты vi0 при |i| = 1 определяются с точностью до про-
извольной постоянной как решения соответствующих однородных систем

(−(λ, i)E + A)vi0 = 0, |i| = 1.

Остальные коэффициенты vij(z) разложения (2.3.19) тоже строятся в виде
полиномов z возрастающих порядков на основании леммы 2.3.1.
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В результате получим семейство малых решений уравнения (2.3.1)

x(t) = tr
(
x0 +

∞∑
j=0

v0j(ln t)t
j +

∞∑
j=0

∞∑
|i|=1

vij(ln t)t
(λ,i)+j

)
. (2.3.20)

Коэффициенты vij являются функциями ln t и зависят от l свободных
параметров, где l- количество корней с положительными вещественными
частями характеристического полинома L(λ) с учетом их кратности. Как
и в теореме 2.3.1 с помощью принципа сжатых отображений устанавли-
вается, что частичные суммы формального решения (2.3.20) являются
асимптотическими приближениями семейства малых решений вида (2.3.2)
уравнения (2.3.1). В аналитическом случае ряд (2.3.20) будет сходиться в
окрестности нуля.
О модели магнитной изоляции вакуумного диода

Рассмотрим дифференциальное уравнение√
(1 + φ)2 − 1

d2φ

dx2
= j(1 + φ), (2.3.21)

возникающее при анализе одной модели магнитной изоляции ваккумного
диода. Здесь φ− потенциал электрического поля, j− сила тока (см. [134] и
appendix A в [242]).

Будем искать малое непрерывное решение уравнения (2.3.21) с услови-
ями φ(0) = 0, φ′(0) = 0. В этом примере диаграмма Ньютона имеет один
отрезок с вершинами в точках (3/2,−2), (0, 0). Замена (2.3.2) принимает
вид

φ(x) = x4/3(φ0 + v(x)),

где

φ0 =

(
9

4
√

2
j

)3/2

,

v(x) удовлетворяет уравнению вида

x2d
2v

dx2
+

8

3
x
dv

dx
+

2

3
v = M(v, x1/3)

c дифференциальным оператором Эйлера второго порядка в главной части,
M(0, 0) = 0, M ′

v(0, 0) = 0. Соответствующий характеристический полином
λ2 + 5

3λ + 2
3 = 0 имеет два отрицательных корня λ1 = −2/3, λ2 = −1.

Поэтому на основании теорем 2.3.1 и 2.3.2 уравнению (2.3.21) при любом j
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удовлетворяет в окрестности точки x = 0 ровно одно малое вещественное

решение φ(x) =

(
9

4
√

2
j

)2/3

x4/3 +O(x5/3).

2.4 Обобщенные решения в нелинейных моделях
Вольтерра I рода

В этом разделе мы рассмотрим обобщенные решения трех классов нели-
нейных интегральных моделей Вольтерра I рода. А именно, рассмотрим
уравнения с однородными интегральными операторами, с произведениями
сверток и один специальный класс классических нелинейных уравнений
Вольтерра I рода. В итоге будут изложены этапы построения обобщенных
решений в смысле теории распределений Соболева-Шварца определен-
ных классов нелинейных интегральных уравнений Вольтерра I рода,
связанных с моделированием нелинейных динамических систем интегро-
функциональными рядами Вольтерра.

Уравнение Вольтерра I рода с однородными операторами:
классические и обобщенные решения

Введем непрерывные функции Kn(t), где t = (t0, t1, . . . , tn) ∈ Rn+1,

n = 1, N, имеющие непрерывные производные по t0 в окрестности нуля

и представимые при |t| ≤ ρ в виде рядов Kn(t) =
∞∏
j=1

n∏
i=1

Knij(t0, ti). Рас-

смотрим при 0 ≤ t ≤ ρ нелинейное интегральное уравнение Вольтерра

N∑
n=1

∞∑
j=1

n∏
i=1

t∫
0

Knij(t, s)x(s) ds = f(t). (2.4.1)

Левая часть уравнения (2.4.1) разложена по n-однородным интегральным
операторам и является частичной суммой известного ряда Вольтерра, иг-
рающего важную роль в теории динамических систем. Оператор в левой
части уравнения (2.4.1) можно рассматривать и как специальный слу-
чай интегро-степенного оператора Ляпунова – Шмидта, использованно-
го А. М. Ляпуновым и позднее Л. Лихтенштейном [238] при исследова-
нии классических задач механики. Проблемы моделирования нелинейных
нестационарных динамических систем рядами Вольтерра рассмотрены на-
ми в четвертой главе (см. также обзор в п. 4.1).
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Как уже бы отмечено ранее, при построении модели (2.4.1) в теории ди-
намических систем надо уметь находить ядра Knij. Вопросы построения
непрерывных решений уравнения (2.4.1) изучались в частных случаях. Ес-
ли f(0) 6= 0, то это уравнение не имеет непрерывных решений. Исследо-
вание разрешимости уравнения (2.4.1) в пространстве распределений [28]
рассмотрено в [92], но лишь для класса “степенных” уравнений

N∑
n=1

( t∫
0

Kn(t− s)x(s) ds

)n
= f(t).

В этом параграфе решение уравнения с однородными операторами стро-
ится в классе обобщенных функций D′(−ρ,ρ). Специфика нелинейностей в
(2.4.1) позволяет, используя структуру искомого решения (2.4.2), избежать
проблему умножения обобщенных функций.

Показано, что число решений зависит от количества корней определен-
ного характеристического алгебраического уравнения. Предложен метод
построения искомых решений. В случае f(0) = 0 при определенных услови-
ях существует и последовательными приближениями строится непрерыв-
ное решение уравнения (2.4.1).

Ниже мы подробно рассмотрим решения с сингулярностью нулевого по-
рядка, а также построим решения с сингулярностью m-го порядка при
m ≥ 1.

Решения с сингулярностью нулевого порядка

Будем искать решение уравнения (2.4.1) в виде

x(t) = cδ(t) + v(t), (2.4.2)

где δ(t) – функционал Дирака, v(t) – непрерывная функция. Решение
(2.4.2) рассматривается как элемент пространства D′(−ρ,ρ) [101], опреде-
ленного на множестве бесконечно-дифференцируемых финитных функций
φ(t) из D′(−ρ,ρ) с носителями на (−ρ, ρ). Функция f(t) в правой части урав-
нения (2.4.1) считается продолженной нулем в левую полуплоскость точки
t = 0. В пространстве D′(−ρ,ρ) имеет место тождество

t∫
0

Kiij(t, s)(cδ(s) + v(s)) ds = Knij(t, 0)c+

t∫
0

Knij(t, s)v(s)ds.
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Поэтому уравнение (2.4.1) подстановкой (2.4.2) сводится к уравнению от-
носительно непрерывной функции v(t)

N∑
n=1

∞∑
j=1

n∏
i=1

(Knij(t, 0)c+

t∫
0

Knij(t, s)v(s) ds) = f(t) (2.4.3)

с неизвестной постоянной c. Полагая в (2.4.3) t = 0, получим алгебраиче-
ское уравнение

L(c) :=
N∑
n=1

cn
∞∑
j=1

n∏
i=1

Knij(0, 0) = f(0). (2.4.4)

Уравнение (2.4.4) назовем характеристическим.

Введем следующее условие
(A) c∗ – простой вещественный корень уравнения (2.4.4).

Тогда, полагая в (2.4.3) c = c∗ и дифференцируя полученное равенство
по t, получим уравнение

N∑
n=1

∞∑
j=1

n∑
l=1

(
K ′nlj(t, 0)c∗ +Knlj(t, t)v(t) +

t∫
0

∂Knlj(t, s)

∂t
v(s) ds

)
×

×
n∏

i=1, i6=l

(
Knij(t, 0)c∗ +

t∫
0

Knij(t, s)v(s) ds

)
= f ′(t). (2.4.5)

Полагая в (2.4.5) t = 0, получим алгебраическое линейное уравнение отно-
сительно v(0)

N∑
n=1

∞∑
j=1

n∑
l=1

(
K ′nlj(0, 0)c∗+ (2.4.6)

+Knlj(0, 0)v(0)

) n∏
i=1, i6=l

Knij(0, 0)c∗ = f ′(0).

Коэффициент при v(0) в уравнении (2.4.6) имеет вид
N∑
n=1

∞∑
j=1

n∑
l=1

Knlj(0, 0)
∏

i=1, i6=l
Knij(0, 0)c∗.
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Он преобразуется к виду

L′(c∗) =
N∑
n=1

nc∗n−1
∞∑
j=1

n∏
i=1

Knij(0, 0)

и поэтому в силу условия (А) не равен нулю. Следовательно, v(0) из урав-
нения (2.4.6) определяется единственным образом. Уравнение (2.4.5) пре-
образуем к виду

a(t)v = F (v, t) + b(t), (2.4.7)

где

a(t) =
N∑
n=1

c∗n−1
∞∑
j=1

n∑
l=1

n∏
i=1, i6=l

Knij(t, 0)Knlj(t, t),

F (v, 0) = 0. Таким образом, вопрос свелся к построению непрерывной
функции v(t)→ 0 при t→ 0, удовлетворяющей уравнению (2.4.7).

Так как a(0) = L′(c∗) 6= 0, v(0) = b(0)
L′(c∗) , то существуют положительные

числа ρ > 0, r > 0, такие, что уравнение (2.4.7) в пространстве C[−ρ,ρ]

при v ∈ S(v(0), r) будет удовлетворять условиям принципа сжимающих
отображений [120, c. 381]. При этом приближения

vn(t) =
1

a(t)
(F (vn−1, t) + b(t)), v0 =

b(0)

L′(c∗)

при |t| ≤ ρ равномерно сходятся к регулярной части v(t) обобщенного ре-
шения (2.4.2).

Если выполнено следующее условие

(B) f(0) = 0,
∞∑
j=1

K11j(0, 0) 6= 0,

то c∗ будет простым решением уравнения (2.4.4), и уравнение (2.4.1) имеет
классическое решение. Конечно, при выполнении условия (B) уравнение
(2.4.4) кроме нулевого может иметь и другие простые вещественные ре-
шения. Поэтому уравнение (2.4.1) в общем случае наряду с классическим
может иметь несколько обобщенных решений. Если f(0) 6= 0, то непрерыв-
ных решений у уравнения (2.4.1) нет. Из изложенного вытекает

Теорема 2.4.1. Пусть выполнено условие (А). Тогда уравнение (2.4.1)
имеет обобщенное решение вида (2.4.2), где c∗ 6= 0 – простой корень урав-
нения (2.4.4), а непрерывная функция v(t) определяется единственным об-
разом последовательными приближениями. Если выполнено условие (B),
то уравнение (2.4.1) в классе непрерывных функций имеет единственное
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решение и его можно построить последовательными приближениями в
окрестности точки t = 0.

Пример 2.4.1. ( t∫
0

x(s) ds

)2

+

t∫
0

x(s) ds+ t = 0, t > 0.

В этом примере равенство c2 + c = 0 является характеристическим
уравнением. Оно имеет два простых решений c1 = 0, c2 = −1. Поэто-
му на основании теоремы 2.4.1 данное интегральное уравнение имеет в
пространстве D′ ровно два решения

x1(t) = −δ(t)− 1√
1− 4t

, x2(t) =
1√

1− 4t
.

Точка t0 = 1
4 является точкой blow-up предела этих решений, т.е. при

приближении к этой точке решение принимает сколь угодно большие
значения по абсолютной величине.

Таким образом, регулярная часть решение нелинейного уравнения за
конечное время t может уйти в ∞ (или разветвиться). В конкретных при-
мерах, сочетая результаты этого параграфа с методами работы [303], и п.
2.2 этой монографии можно вычислять нижнюю границу t∗, при прохожде-
нии которой у решений интегрального уравнения (2.4.1), могут появиться
точки ветвления или явления взрыва (blow-up пределы в зарубежной ли-
тературе).

Теперь обратимся к решению нелинейного уравнения (2.4.8) в свертках
с сингулярностью порядка m, m ≥ 1

N∑
n=1

∞∑
j=1

n∏
i=0

Knij ∗ x = f(t), t ≥ 0, (2.4.8)

где Knij ∗ x =
t∫

0

Knij(t− s)x(s) ds.

Пусть выполнено следующее условие
(C) функцииKnij(t), f(t) —m-раз дифференцируемы, причем первыеm−1

производных функций Knij(t) в точке t = 0 равны нулю, причем в окрест-
ности нуля Knij(t) ∼ αnijt

m при t→ 0.

Будем строить решение уравнения (2.4.1) вида

x(t) = cmδ
(m)(t) + cm−1δ

(m−1)(t) + · · ·+ c0δ(t) + v(t), (2.4.9)
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где ci – искомые постоянные, v(t) ∈ C[0,ρ). Подстановка функции в уравне-
ние преобразует его в пространство D′n [101] к виду

N∑
n=1

∞∑
j=1

n∏
i=1

(
K

(m)
nij (t)cm +K

(m−1)
nij (t)cm−1 + . . . (2.4.10)

· · ·+Knij(t)c0 +Knij ∗ v
)

= f(t).

Полагая в (2.4.10) t = 0 получим алгебраическое уравнение для опре-
деления cm

L(c) :=
N∑
n=1

cnm

∞∑
j=1

n∏
i=1

m!αnij = f(0). (2.4.11)

Пусть выполнено следующее условие
(D) c∗m – простой вещественный корень уравнения (2.4.10).

Положим в (2.4.10) cm = c∗m. Далее, последовательно дифференцируя
уравнение (2.4.10) по t и полагая затем t = 0, придем к рекуррентной
последовательности линейных алгебраических уравнений вида

L′(c∗m)cm−i = f (i)(0) + bi(c
∗
m, c

∗
m−1, . . . , c

∗
m−(i−1)), i = 1,m

для последовательного вычисления постоянных cm−1, cm−2, . . . , c0). Про-
водя (m + 1)-ое дифференцирование по t, с уже вычисленными c∗i , i =

m,m− 1, .., 0, получим эквивалентное нелинейное интегральное уравнение
Вольтерра II рода вида (2.4.7), где теперь

a(t) =
N∑
n=1

c∗m
n−1

∞∑
j=1

n∑
l=1

K
(m)
nlj (t)

n∏
i=1 i6=l

m!αnij.

Отметим, что

a(0) =
N∑
n=1

nc∗n
n−1

∞∑
j=1

n∏
i=1

m!αnij.

Поэтому в силу условия (D) a(t) 6= 0 в некоторой окрестности точки
t = 0. Следовательно, соответствующее интегральное уравнение относи-
тельно функции v(t) в пространстве C(0,ρ] в шаре S(v(0), r) ∈ C(0,ρ] при
достаточно малых ρ > 0, r > 0 удовлетворит условиям принципа сжимаю-
щих отображений. Из изложенного вытекает

Теорема 2.4.2. Пусть выполнены условия (C) и (D). Тогда уравнение
(2.4.8) в классе D′(−ρ,−ρ) имеет решение (2.4.9), где c∗m – простой веще-
ственный корень уравнения (2.4.11), cm−1, . . . , c0 вычисляются однозначно
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из последовательности линейных алгебраических уравнений. Непрерыв-
ная функция v(t) строится однозначно последовательными приближени-
ями.

Итак, мы рассмотрели обобщенные решения с сингулярностью порядка
m ≥ 1 нелинейных уравнений с ядрами типа свертки. Покажем, что обоб-
щенные решения уравнения вида (2.4.1) можно строить и в случае ядер
более общего вида. Действительно, вместо условия (С) введем следующее
условие

(C’) Пусть в уравнении (2.4.1) функции Knij(t, s) имеют вид

Knij(t, s) =
m∑
ν=0

Km−ν
nij tm−νsν +O((|t|+ |s|)m+1)

и алгебраическое уравнение

L(c) :=
N∑
n=1

cn
∞∑
j=1

n∏
i=1

(−1)mK0
nij = f(0) (2.4.12)

имеет простое вещественное решение c∗.
Тогда решение уравнения (2.4.1) в классе D′m(−ρ,ρ) можно искать в виде

x(t) = c∗δ(m)(t) + cm−1δ
(m−1)(t) + · · ·+ c0δ(t) + v(t). (2.4.13)

Подставляя (2.4.13) в (2.4.1) и полагая t = 0, с учетом условия (C’)
придем к уравнению (2.4.12) относительно c∗. Аналогично доказатель-
ству теоремы 2.4.2 для определения коэффициентов cm−1, . . . , c0 получим
линейные алгебраические уравнения. Для вычисления непрерывной
функции v(t) после необходимого числа дифференцирований придем к
нелинейному интегральному уравнению вида (2.4.7), в котором теперь
a(t) ∼ αtp, α 6= 0, 0 ≤ p ≤ m. Напомним, что выше в соответствующем
уравнении (2.4.7) выполнялось условие a(0) 6= 0, т.е. оно содержало ин-
тегральный оператор Вольтерра II рода. При выполнении условия (С’)
может оказаться, что p ≥ 1. Тогда a(0) = 0 и соответствующее интеграль-
ное уравнение вида (2.4.7) будет интегральным уравнением Вольтерра III
рода. Решение интегральных уравнений Вольтерра III рода в окрестности
особой точки t = 0 можно строить, сочетая метод неопределенных коэф-
фициентов для определения начального приближения с дальнейшим его
уточнением последовательными приближениями.
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Полиномиальное уравнение Вольтерра I рода типа свертки

Рассмотрим уравнение вида

N∑
m=1

(∫ t

0
Qm (t− s)x (s) ds

)m
= f (t) , 0 < t < T. (2.4.14)

Уравнение вида (2.4.14) назовем полиномиальным интегральным уравне-
нием I рода типа свертки.

Множество бесконечно дифференцируемых финитных функций s(t) с
носителями в интервале (0, T ) обозначим через D(0,T ). Множество линей-
ных непрерывных функционалов x ∈ L(D(0,T )→(−∞,+∞)) назовем про-
странством обобщенных функций и обозначим через D′(0,T ).

Элемент x из D′(0,T ) назовем обобщенным решением уравнения F (x, t) =

0, если для ∀s(t) ∈ D(0,T ) выполнено тождество
∫ +∞
−∞ F (x, t) s (t) dt = 0.

Напомним, что supp s (t) ∈ (0, T ) .

Решение уравнения (2.4.14) будем искать в классе D′(0,T ) в виде

x (t) = cδ (t) + v(t, c), (2.4.15)

где постоянная c и непрерывная функция v(t, c) подлежат определению.

Теорема 2.4.3. Пусть с — простой корень полинома L (c)− f (0) , где

L (c) =
N∑
m=1

(Qm(0)c)m,

пусть в уравнении (2.4.14) все ядра и функция f(t) — дифференцируемые
функции при 0 < t ≤ T. Тогда уравнение (2.4.14) имеет в классе D′(0,T ) ре-
шение вида x (t) = cδ (t)+v (t, c) , где непрерывная функция v(t, c) зависит
от выбора корня c и при конкретном c определяется методом последова-
тельных приближений единственным образом.

Пример 2.4.2. Для уравнения∫ t

0
x (s) ds+

(∫ t

0
x (s) ds

)2

= 2 + 2t− t2

выполнены условия теоремы. Соответствующий полином c2 + c − 2 = 0

имеет простые корни 1, -2, которым отвечают два обобщенных решения

x1 (t) = δ (t) +
2

3
+

10

27
t+O

(
t2
)
, x2 (t) = −2δ (t)− 2

3
− 10

27
t+O

(
t2
)
.
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Замечание 2.4.1. Если полином L(c)− f(0) имеет кратный корень, то
соответствующее обобщенное решение уравнения (2.4.14) может содер-
жать производные функций Дирака δ(t). Этот случай рассматривается
аналогично.

Замечание 2.4.2. В силу нелинейности уравнения (2.4.14) регулярная
часть v обобщенного решения (2.4.15) определяется, вообще говоря, лишь
в малой окрестности (0, ρ∗], где ρ∗ ≤ T. При продолжении регуляр-
ной части v(t) решения уравнения в область t > ρ∗ даже в анали-
тическом случае может встретиться точка t∗ ∈ (ρ, T ], для которой
lim

t→t∗−0
v(t, c∗) =∞ (явление «blow-up»).

Если f(t) и Km(t) – аналитические функции, то регулярную часть ре-
шения можно искать в виде ряда

v =
∞∑
i=0

vit
i, (2.4.16)

вычисляя его коэффициенты реккурентным образом методом неопределен-
ных коэффициентов.

Продемонстрируем на примере, что методом выпуклых мажорант [242]
легко оценить снизу радиус его сходимости.

Пример 2.4.3. Для уравнения

w (t) =

(∫ t

0
t s2w(s) ds

)2

+ t

мажорантная система {
r = r2 ρ4

3 + ρ,

1 = 2
3 r ρ

4

имеет решение ρ∗ =
(

3
4

)1/5
, r∗ = 2(3/4)1/5. Следовательно, это инте-

гральное уравнение при |t| ≤ ρ∗ имеет аналитическое решение.

Итак, в п. 2.4 и в п. 2.4 мы рассмотрели два класса нелинейных ин-
тегральных уравнений с однородными операторами (полиномиальных)
Вольтерра I рода, возникающих при моделировании нелинейных динами-
ческих процессов типа «вход-выход» интегро-функцианальными рядами
Вольтерра. Обобщенные решения таких уравнений строятся в виде суммы
сингулярной компоненты с точечным носителем и регулярной функции.
Коэффициенты сингулярной части определяются из нелинейных алгеб-
раических уравнений. Регулярная функция определяется единственным
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образом методом последовательных приближений. В следующем пара-
графе 2.4 рассмотрим этапы построения обобщенных решений такой же
структуры, но для другого важного класса нелинейных интегральных
моделей типа Вольтерра вида (2.4.17).

Нелинейные уравнения Вольтерра I рода

Рассмотрим нелинейное интегральное уравнение
t∫

0

K(t, s)
(
x(s) + g(slx(s), s)

)
ds = f(t), (2.4.17)

где ядро K и g, f — аналитические функции в окрестности нуля, причем

K(t, s) =
n∑
i=0

Kn
n−it

n−isi +O((|t|+ |s|)n+1),

Kn
n−i 6= 0, i = 0, 1, . . . , n, n < l.

Строятся обобщенные решения с точечным носителем в сингулярной части
вида

x(t) = c0δ(t) + c1δ
(1)(t) + . . .+ cnδ

(n)(t) + u(t), (2.4.18)

где δ(t) – функция Дирака, u(t) – регулярная функция.

Определение сингулярной составляющей.

Совокупность всех бесконечно дифференцируемых финитных функций
с носителями в окрестности (−ρ, ρ) обозначим через D(−ρ,ρ).Множество ли-
нейных непрерывных функционалов, определенных на D(−ρ,ρ), обозначим
через D′(−ρ,ρ), а подмножество его элементов вида (2.4.18) с сингулярностью
n-го порядка с носителем в нуле – через D′n(−ρ,ρ). Таким образом, искомое
решение (2.4.18) уравнения (2.4.17) строится в классе D′n(−ρ,ρ) и удовлетво-
ряет уравнению (2.4.17) в смысле теории распределений Соболева–Шварца.
Сразу отметим, что при n < l ∀x ∈ D′n(−ρ,ρ) произведение tlx = tlu(t) яв-
ляется регулярной функцией, что решает для уравнения (2.4.17) при l > n

проблему нелинейных операций с такими обобщенными функциями. Так
как в пространстве D′ при i, j = 0, 1, . . . , n, k ≥ n, справедливы тождества

tk−iΘ ∗ siδ(j)(s) = (−1)jj!tk−jδij,
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где Θ – функция Хевисайда, δij – символ Кронекера, то имеет место ра-
венство

t∫
0

∞∑
k=n

k∑
i=0

Kk
k−it

k−isi(c0δ(s) + . . .+ cnδ
(n)(s)) ds =

=
n∑
j=0

(−1)jj!
∞∑
k=n

Kk
k−jt

k−jcj.

Заметим, что
n∑
j=0

(−1)j
∂jK(t, s)

∂sj

∣∣∣∣
s=0

=
n∑
j=0

(−1)jj!
∞∑
k=n

Kk
k−jt

k−j.

Поэтому элемент x ∈ D′n(−ρ,ρ) может быть решением уравнения (2.4.17)
только тогда, когда регулярная составляющая из представления (2.4.18)
удовлетворяет уравнению

t∫
0

K(t, s)(u(s) + g(slu(s), s)) ds = r(t, c0, . . . , cn), (2.4.19)

где

r(t, c0, . . . , cn) = f(t)−
n∑
j=0

(−1)j
∂jK(t, 0)

∂sj
cj.

Определим постоянные c0, . . . , cn из системы линейных алгебраических
уравнений

r
(i)
t (0, c0, . . . , cn) = 0, i = 0, . . . , n, (2.4.20)

с нижней треугольной матрицей с компонентами Kn
0 , K

n
1 , . . . , K

n
n на диа-

гонали. Если эти числа отличны от нуля, то постоянные cn, . . . , c0 опреде-
ляются последовательно и единственным образом. Если некоторые из диа-
гональных элементов равны нулю и вектор {f(0), f ′(0), . . . , f (n)(0)}′ удо-
влетворяет условиям разрешимости, то в правой части уравнения (2.4.19)
часть постоянных может остаться произвольной.

Замечание 2.4.3. Если f (i)(0) = 0, Kn
i = 0, i = 0, 1, . . . , k − 1, Kn

i 6= 0

при i = k, . . . , n, то, полагая ck = . . . = cn = 0, постоянные c0, . . . , ck−1

можно из системы (2.4.20) определить однозначно.

Определение регулярной составляющей.

Для построения регулярной функции u(t) решим при найденных
c0, . . . , cn уравнение (2.4.19), применив комбинацию метода неопределен-
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ных коэффициентов с методом последовательных приближений. Для крат-
кости введем обозначение

Φ(u, t) :=

t∫
0

K(t, s)(u(s) + g(slu(s), s)) ds− r(t, c) = 0. (2.4.21)

Предположим, что однородное уравнение
t∫

0

n∑
i=0

Kn
n−it

n−isix(s) ds = 0 (2.4.22)

имеет только тривиальное решение. Это будет выполнено, если∑n
i=0K

n
n−i(i + j)−1 6= 0 при j = 1, 2, . . . Тогда для любого натурального N

найдутся коэффициенты ui такие, что

|Φ(u0 + u1t+ . . .+ uN t
N , t)| = O(|t|n+N+1). (2.4.23)

Так как однородное уравнение (2.4.22) имеет только нулевое решение, то
t∫

0

n∑
i=0

Kn
n−it

n−isi+j ds 6= 0

при j = 0, 1, 2, . . . и коэффициенты ui определяются однозначно методом
неопределенных коэффициентов при подстановке полинома

u0(t) = u0 + u1t+ . . .+ uN t
N

в уравнение (2.4.21). Далее подставим функцию

u(t) = u0(t) + tNv(t) (2.4.24)

в уравнение (2.4.21) и приведем члены со степенями ti, i = n, n+ 1, . . . , n+

N, с учетом равенств (2.4.20) и задания полинома u0(t). Полученное равен-
ство продифференцируем по t и будем искать методом последовательных
приближений функцию v из эквивалентного интегрального уравнения

v = F (v, t). (2.4.25)

Здесь

F (v, t) =
1

K(t, t)tN

{
−K(t, t)(u0(t) + g(tlu0(t) + tl+Nv(t), t))−
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−
t∫

0

K ′t(t, s)(u
0(s) + sNv(s) + g(slu0(s) + sl+Nv(s), s)) ds+ r′t(t, c)

}
.

Предположим, что
n∑
i=0

Kn
n−i = a 6= 0.

Покажем, что тогда оператор F при достаточно большом N удовлетворя-
ет в шаре ||x‖ ≤ r пространства C[−ρ,ρ] условиям принципа сжимающих
отображений. Действительно,

|g(sl(u0(s) + sNv1(s)), s)− g(sl(u0(s) + sNv2(s)), s)| ≤ |s|l+NC1|v1 − v2|

при ∀v1, v2 из шара S(0, r) ⊂ C[−ρ,ρ]. Далее, так как

|K ′t(t, s)| ≤ C2(|t|+ |s|)n−1,

то ∣∣∣∣ 1

tn+N

t∫
0

K ′t(t, s)s
N ds

∣∣∣∣ ≤ 2n−1C2

N + 1
.

В силу этих оценок найдется постоянная c такая, что

|F (v1, t)− F (v2, t)| ≤
c

N + 1
‖v1 − v2‖.

Зафиксируем q < 1 и выберем N > c/q − 1. Тогда оператор F в шаре
‖v‖ ≤ r пространства C[−ρ,ρ] будет сжимающим с коэффициентом сжатия q.
Так как в силу оценки (2.4.23)

|F (0, t)| = O(|t|),

то найдется такое ρ̃ ∈ (0, ρ], что max
|t|≤ρ̃
|F (0, t)| ≤ (1 − q)r. Следовательно,

сжимающий оператор F переводит шар ‖v‖ ≤ r пространства C[−ρ̃,ρ̃] в себя.
Из изложенного вытекает

Теорема 2.4.4. Пусть l > n,

n∑
i=0

Kn
n−i

1

i+ j
6= 0, j = 1, 2, . . . , Kn

n−i 6= 0, i = 0, 1, . . . , n,

n∑
i=0

Kn
n−i 6= 0.

Тогда уравнение (2.4.17) в классе D′n (−ρ̃,ρ̃) имеет единственное реше-
ние (2.4.18), (2.4.24), где постоянные c0, . . . , cn определяются из урав-
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нений (2.4.20), коэффициенты u0, . . . , uN вычисляются методом неопре-
деленных коэффициентов из уравнения (2.4.21), непрерывная функция
v(t) строится методом последовательных приближений из уравне-
ния (2.4.25).

Замечание 2.4.4. В аналитическом случае регулярная часть u(t) в ре-
шении (2.4.18) является в окрестности нуля аналитической функцией,
коэффициенты Тейлора которой можно найти методом неопределенных
коэффициентов из уравнения (2.4.21).

Замечание 2.4.5. Вместо аналитичности K, g, f в теореме 2.4.4 мож-
но потребовать лишь достаточную гладкость этих функций.

Замечание 2.4.6. Если f (i)(0) = 0, i = 0, 1, . . . , n, то в решении (2.4.18)
все ci = 0 и оно будет классическим.

Замечание 2.4.7. Если в условиях теоремы 2.4.4 некоторые из элемен-
тов Kn

i , i = 0, . . . , n, равны нулю и при этом система (2.4.20) разрешима,
то решение (2.4.18), (2.4.24) будет зависеть от k произвольных посто-
янных, где k = n+ 1− r, r – ранг матрицы линейной системы (2.4.20).

Теорема 2.4.4 может быть усилена.

Теорема 2.4.5. Пусть в условиях теоремы 2.4.4
∑n

i=0K
n
n−i = 0 и при

этом
∂iK(t, s)

∂ti

∣∣∣∣
s=t

= 0, i = 0, 1, . . . , p− 1,
∂pK(t, s)

∂tp

∣∣∣∣
s=t

= O(tn−p), p ≤ n.

Тогда утверждения теоремы 2.4.4 остаются справедливыми.

Доказательство теоремы 2.4.5 аналогичное. Надо лишь учесть, что на
основании формулы Тейлора в условиях теоремы 2.4.5 K(t, s) = (t −
s)pQ(t, s), где |Q(t, t)| = O(|t|n−p). Поэтому при построении уравнения для
определения функции v уравнение (2.4.19) надо дифференцировать p + 1

раз и в соответствующем уравнении вида (2.4.25) положить

F (v, t) =
1

K
(p)
t (t, t)tN

{
−K(p)(t, t)(u0(t) + g(tlu0(t) + tl+Nv(t), t))−

−
t∫

0

K
(p+1)
t (t, s)(u0(s) + sNv(s) + g(slu0(s) + sl+Nv(s), s)) ds+ r

(p+1)
t (t, c)

}
.
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Пример 2.4.4. Рассмотрим уравнение
t∫

0

(t2 + ts− 2s2)(x(s) + s5x2(s)) ds = 1 + t+ t2 + t3.

Для этого уравнения выполнены условия теоремы 2.4.5 при n = 2, l = 5/2,

p = 1. В классе D′ существует решение

x(t) = δ(t)− δ(1)(t)− 1

4
δ(2)(t) +

−1 +
√

1 + t5 · 24/5

2t5
,

сингулярная часть которого определена в соответствии с равенства-
ми (2.4.20), а регулярная часть – из уравнения

t∫
0

(t2 + ts− 2s2)(u(s) + s5u2(s)) ds = t3. (2.4.26)

Уравнение (2.4.26) имеет аналитическое решение

u(t) =
−1 +

√
1 + t5 · 24/5

2t5
.

Коэффициенты Тейлора этого решения в точке t = 0 вычисляются, со-
гласно замечанию 2.4.3, из уравнения (2.4.26) методом неопределенных
коэффициентов. Заметим, что, кроме этого решения, уравнению (2.4.26)
удовлетворяет функция

u2(t) =
−1−

√
1 + t5 · 24/5

2t5
,

для которой точка t = 0 является полюсом пятого порядка.
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Глава 3

Операторные динамические модели

В этой главе теоремы существования и приближенные методы, изложен-
ные в главах 1, 2, обобщены на случай абстрактных уравнений в банаховых
пространствах. Результаты использованы при решении ряда конкретных
задач механики и математической физики.

3.1 Линейные операторные уравнения Вольтерра I рода
с кусочно заданным ядром

Введем в плоскости s, t треугольную область D = {s, t; 0 < s < t < T}
и зададим непрерывные функции s = αi(t), i = 1, n, имеющие непре-
рывные производные при t ∈ (0, T ). Предполагается, что αi(0) = 0,

0 ≤ α′1(0) ≤ α′2(0) ≤ · · · ≤ α′n−1(0) < 1, 0 < α1(t) < · · · < αn−1(t) < t,

α′i(t) < 1 при t ∈ [0, T ], i = 1, n− 1. Кривые s = αi(t), i = 0, n, где
α0(t) = 0, αn(t) = t, разбивают область D на непересекающиеся секторы
D1 = {s, t : 0 ≤ s < α1(t)}, Di = {s, t : αi−1(t) < s < αi(t), i = 2, n},
D =

n⋃
1
Di. Введем двухпараметрическое семейство линейных непрерыв-

ных оператор-функций Ki(t, s), определенных на компактах Di, диффе-
ренцируемых по t и действующих из банахова пространства E1 в банахово
пространство E2. Для простоты изложения в работе предполагается, что
Ki(t, s) допускают достаточно гладкие продолжения в окрестности Ωi ком-
пактов Di, т.е. каждая точка из Di будет внутренней точкой множества
Ωi.

Таким образом, Ki(t, s) ∈ L(E1 → E2) и ∂Ki(t,s)
∂t ∈ L(E1 → E2) при

t, s ∈ Di, i = 1, n.

Введем интегральный оператор

t∫
0

K(t, s)u(s) ds
def
=

n∑
i=1

αi(t)∫
αi−1(t)

Ki(t, s)x(s) ds (3.1.1)
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с ядром

K(t, s) =


K1(t, s), t, s ∈ D1,

. . . . . . . . .
Kn(t, s), t, s ∈ Dn.

(3.1.2)

Рассмотрим уравнение
t∫

0

K(t, s)x(s) ds = f(t), (3.1.3)

где функция f(t) и ее производная f ′(t) со значениями в E2 определены и
непрерывны при t ∈ [0, T ], f(0) = 0. Уравнение (3.1.3) назовем оператор-
ным уравнением Вольтерра I рода с кусочно-непрерывным ядром. Обозна-
чим через C([0,T ];E1) пространство непрерывных функций x(t) определенных
на [0, T ] со значениями в E1.

Требуется построить в классе C([0,T ];E1) решение уравнения (3.1.3). Такая
задача и ее численное решение при E1 = E2 = R1, n = 1 рассматривалась
в гл. 1. Здесь уравнение (3.1.3) рассматривается в общем случае с кусочно-
заданным операторным ядром. Полученные результаты дают возможность
применять методы, изложенные в первой главе к краевым задачам для
интегро-дифференциальных уравнений I рода.

В данном параграфе, обобщающего и развивающего результаты, изло-
женные нами в гл. 1 в п.п. 1.1, 1.2, 1.3, изложены достаточные условия су-
ществования и единственности непрерывного решения абстрактного урав-
нения (3.1.3) (см. п. 3.1) I рода с кусочно-непрерывным операторным ядром
(3.1.2) (см. также [100]). Искомое единственное решение строится сочета-
нием известного в теории функциональных уравнений метода шагов [179] с
методом последовательных приближений. Наконец рассмотрен теоретиче-
ски наиболее интересный случай, когда уравнение (3.1.3) имеет семейство
решений, зависящих от свободных параметров. Здесь предложен метод по-
строения асимтотических приближений параметрических решений и спо-
соб их уточнения последовательными приближениями.

Ниже предполагается, что оператор Kn(t, t) имеет ограниченный обрат-
ный при t ∈ [0, T ]. Нормы ||Ki(t, s)||L(E1→E2), ||∂Ki(t,s)

∂t ||L(E1→E2), i = 1, n

линейных операторов определены и являются непрерывными функциями
при t, s ∈ Di, t ∈ [0, T ].

Отметим, что ряд важных результатов в теории абстрактных интегро-
дифференциальных уравнений I рода был недавно получен в рабо-
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те A. Lorenzi [240].

Достаточные условия существования решения

В этом параграфе получим достаточные условия существования един-
ственного непрерывного решения. Так как f(0) = 0, то дифференци-
рование обеих частей уравнения (3.1.3) приводит его к эквивалентому
функционально-операторному уравнению

F (x)
def
= Kn(t, t)x(t) +

n−1∑
i=1

α′i(t)

{
Ki(t, αi(t))− (3.1.4)

−Ki+1(t, αi(t))

}
x(αi(t)) +

n∑
i=1

αi(t)∫
αi−1(t)

K
(1)
i (t, s)x(s) ds− f ′(t) = 0,

где α0 = 0, αn(t) = t.

Введем функцию

D(t)
def
=

n−1∑
i=1

|α′i(t)|||K−1
n (t, t){Ki(t, αi(t))−Ki+1(t, αi(t))}||L(E1→E1),

где ||·||L(E1→E1) — норма линейного оператора. Пусть выполнено следующее
условие:

(A) D(0) < 1, sup
0<s<t<T

||K−1
n (t, t)K(1)(t, s)||L(E1→E1) ≤ c <∞.

Очевидно, неравенство D(0) < 1 выполняется, если |α(1)
i (0)| достаточно

малы. Здесь и далее оператор K(t, s) в области
n⋃
1
Di определен формулой

(3.1.2). Его производная по t в обычном смысле при t, s ∈
n⋃
1
Di определя-

ется формулой

K(1)(t, s) =


K

(1)
1 (t, s), t, s ∈ D1,

. . . . . . . . .
K

(1)
n (t, s), t, s ∈ Dn.

(3.1.5)

Лемма 3.1.1. Пусть функция α : [0, T ] → R+ непрерывна на отрезке
[0, T ] и имеет непрерывную производную, α(0) = 0, 0 ≤ α(1)(0) < 1. Пусть

h ∈ (0, T ), I0
def
= [0, h], Ik

def
= [(1 + (k− 1)ε)h, (1 + kε)h], ε > 0, [0, T ] =

m⋃
k=0

Ik.
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Если при этом 0 < α(t) < t, α(1)(t) ≤ 1
1+ε при 0 ≤ t ≤ T, то

α : Ij →
j−1⋃
k=0

Ik, j = 1,m. (3.1.6)

Доказательство. Доказательство проведем методом математической ин-
дукции с использованием формулы Лагранжа о конечных приращениях.

Действительно, так как α : Ij →
j−1⋃
k=0

Ik ⇔ α(t) ≤ (1+(j−1)ε)h при ∀t ∈ Ij,
то достаточно доказать справедливость неравенств

α(t)
∣∣
t∈Jj
≤ (1 + (j − 1)ε)h, j = 1,m (3.1.7)

методом математической индукции. Докажим справедливость (3.1.7) при
j = 1.Пусть a ∈ I1, b = I1

⋂
I0 = h. Тогда a−b ≤ εh.По формуле Лагранжа

найдутся ξ ∈ [0, h] и ξ1 ∈ [h, a] такие, что α(a) = α(b)+α′(ξ)(a−b) = α(0)+

α′(ξ1)h+α′(ξ)(a−b) ≤ 1
1+εh+ 1

1+εεh = h. Итак, неравенство (3.1.7) при j = 1

доказано. Пусть неравенства (3.1.7) справедливы при j = 2, . . .m−1. Тогда
при ∀a ∈ Im и b = Im

⋂
Im−1 = (1 + (m − 1)ε)h получим в силу формулы

Лагранжа неравенство α(a) = α(b)+α′(ξ)(a− b) ≤ (1+(m−2)ε)h+ 1
1+εεh.

Легко проверить, что

1 + (m− 2)ε+
ε

1 + ε
< 1 + (m− 1)ε.

Поэтому при ∀a ∈ Im справедливо неравенство α(a) ≤ (1 + (m− 1)ε)h, что
и требовалось доказать.

Теорема 3.1.1 (Достаточные условия существования и единственности ре-
шения). Пусть выполнено условие (A), все операторы Ki(t, s) в представ-
лении (3.1.2) и операторы K

(1)
i (t, s) в представлении (3.1.5) непрерывны

в операторной топологии, вектор f(t) имеет непрерывную производную,
f(0) = 0. Тогда уравнение (3.1.3) в классе непрерывных функций C([0,T ];E1)

имеет единственное решение. Более того, решение можно найти мето-
дом шагов, сочетая его с методом последовательных приближений.

Доказательство. Применяя к обеим частям уравнения (3.1.4) оператор
K−1
n (t, t), получим уравнение

x(t) + Ax+Kx = f̂(t), (3.1.8)
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где введены обозначения

A(t)x
def
= K−1

n (t, t)
n−1∑
i=1

α
(1)
i (t)(Ki(t, αi(t))−Ki+1(t, αi(t)))x(αit),

Kx
def
=

n∑
i=1

αi(t)∫
αi−1(t)

K−1
n (t, t)K

(1)
i (t, s)x(s) ds,

f̂(t)
def
= K−1

n (t, t)f (1)(t).

Зафиксировав q < 1, выберем h1 > 0 так, чтобы max
0≤t≤h1

D(t) = q < 1. В

силу условия (A), непрерывности оператор-функцийKi(t, s) в операторной
топологии и непрерывной дифференцируемости функций αi(t), такое h1 >

0 найдется. Положим 0 < h < min{h1,
1−q
c }, где постоянная c определена в

условии (A). Разобьем интервал [0, T ] на промежутки

[0, h], [h, h+ εh], [h+ εh, h+ 2εh], . . . . (3.1.9)

Обозначим через x0(t) сужение искомого решения x(t) на интервал [0, h],

а через xm(t) — его сужения на интервалы

Im = [(1 + (m− 1)ε)h, (1 +mε)h], m = 1, 2, . . . .

Пусть α(1)
i (t) < 1

1+ε при t ∈ [0, T ), i = 1, n− 1. Тогда включение

αi(t) ∈
m−1⋃
k=1

Ik, i = 1, n− 1

будет выполнено на промежутке [0, T ) на основании Леммы 3.1.1. Это
включение дает возможность при построении решения x(t) применить
известный в теории функционально-дифференциальных уравнений метод
шагов (см., например, [179, с. 199]).

На первом шаге вычислим элемент x0(t) ∈ C([0,h],E1), построив последо-
вательность

xn0(t) = −A(t)xn−1
0 −Kxn−1

0 + f̂(t),

x0
0(t) = f̂(t), t ∈ [0, h].

Так как ||A(0)||L(E1→E2) ≤ D(0) < 1, то при достаточно малом h имеем
оценку ||A + K||L(C([0,h];E1)

→C([0,h];E1)
) < 1. Поэтому при t ∈ [0, h] существует

единственное решение x0(t) уравнения (3.1.8), к которому последователь-
ность xn0(t) сходится равномерно. Продолжим процесс построения иско-
мого решения при t ≥ h, т.е. на промежутках In, n = 1, 2, . . . . Для из-
бежания громоздкости в обозначениях индексов пусть далее ε = 1, т.е.
Im = [mh, (m+ 1)h].
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Тогда, вычислив элемент x0(t) ∈ C([0,h];E1), будем искать элемент x1(t) в
пространстве C([h,2h];E1) непрерывных вектор-функций. Найдем x1(t) решая
соответствующее интегральное уравнение Вольтерра II рода

x(t) +

t∫
h

K−1
n (t, t)K ′t(t, s)x(s) ds =

= f̂(t)− Ax0 −
h∫

0

K−1
n (t, t)K ′t(t, s)x0(s) ds

последовательными приближениями. При этом x0(h) = x1(h).

Введем непрерывную функцию

x1(t) =

{
x0(t), 0 ≤ t ≤ h,

x1(t), h ≤ t ≤ 2h,
(3.1.10)

являющуюся сужением искомого непрерывного решения x(t) на интервал
[0, 2h]. Элемент x2(t) ∈ C([2h,3h];E1) тоже можно вычислить последователь-
ными приближениями из интегрального уравнения Вольтерра II рода

x(t) +

t∫
2h

K−1
n (t, t)K ′t(t, s)x(s) ds =

= f̂(t)− Ax1 −
2h∫

0

K−1
n (t, t)K ′t(t, s)x1(s) ds.

Продолжая этот процесс за N шагов (N ≥ T
h ) построим искомое решение

x(t) ∈ C([0,T ];E1) уравнения (3.1.3).

Пример 3.1.1 (E1 = E2 = Rn). Интегральное уравнение
t/2∫
0

K1(t− s)x(s) ds+

t∫
t/2

K2(t− s)x(s) ds = f(t), 0 ≤ t ≤ T,

K1(t − s) = K2(t − s) + E, K1, K2 — матрицы m × m, E — единичная
матрица,

|K−1
2 (0)|L(Rm→Rm) < 2,

матрица K2(t) и вектор-функция f(t) = (f1(t), . . . , fm(t))′ имеют непре-
рывные производные по t, f(0) = 0, удовлетворяет условиям теоремы
3.1.1 и имеет единственное непрерывное решение.
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Пример 3.1.2 (E1 =
� (2)

C [0,1], E2 = C[0,1]). Краевая задача
t/2∫
0

(
∂2x(t,y)
∂y2 + x(t, y)

)
dt+

t∫
t/2

∂2x(t,y)
∂y2 dt = f(t, y), 0 ≤ t ≤ T, 0 ≤ y ≤ 1,

x(t, 0) = 0, x(t, 1) = 0,

где функция f(t, y) непрерывна по y и имеет непрерывную производную
по t, f(0, y) = 0, удовлетворяет условиям теоремы 3.1.1. Теперь D(0) =
1
2 max

0≤y≤1

∫ 1
0 |G(y, ξ)| dξ < 1, где

G(y, ξ) =

{
(ξ − 1)y, y ≤ ξ,

(y − 1)ξ, ξ ≤ y.

Искомое непрерывное решение можно построить, решая методом после-
довательных приближений эквивалентное уравнение

x(t, y) = −1

2

1∫
0

G(y, ξ)x(t/2, ξ) dξ +

1∫
0

G(y, ξ)f ′t(t, ξ) dξ

со сжимающим интегральным оператором.

Формализм построения асимптотических приближений решений

Пусть выполнено условие

(B) Существуют операторные полиномы Pi =
N∑

ν+µ=1
Kiνµt

νsµ, i = 1, n,

где Ki,ν,µ ∈ L(E1 → E2), – линейные непрерывные операторы, вектор-

функция fN(t) =
N∑
ν=1

fνt
ν, полиномы αNi (t) =

N∑
ν=1

αiνt
ν, i = 1, n− 1, где

0 < α11 < α21 < α21 < · · · < αn−1,1 < 1, такие, что при t → +0, s → +0

справедливы оценки ||Ki(t, s) − Pi(t, s)||L(E1→E2) = O((t + s)N+1), i = 1, n,

||f(t)− fN(t)||E2
= O(tN+1), |αi(t)− αNi (t)| = O(tN+1), i = 1, n− 1.

Разложения по степеням t, s, представленные в условии (B), далее будем
называть «полиномами Тейлора» соответствующих элементов.

Введем j-параметрическое семейство линейных операторов

B(j) = Kn(0, 0) +
n−1∑
i=1

(α′i(0))1+j(Ki(0, 0)−Ki+1(0, 0)),
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j ∈ [0,∞). Оператор B(j), отвечающий главной «функциональной» ча-
сти уравнения (3.1.4), назовем характеристическим оператором уравне-
ния (3.1.4).

Как и выше (см п. 3.1) мы рассматриваем уравнение (3.1.4), эквива-
лентное уравнению (3.1.3). В отличие от п. 3.1 в п. 3.1 и далее мы не
предполагаем, что однородное уравнение, отвечающее (3.1.3), имеет только
тривиальное решение. Поэтому теперь решение интегрофункционального
уравнения (3.1.4) может быть не единственным. Будем искать асимптоти-
ческое приближение частного решения неоднородного уравнения (3.1.4) в
виде полинома

x̂(t) =
N∑
j=0

xj(ln t)t
j. (3.1.11)

Покажем, что коэффициенты xj со значениями в E1 в общем нерегуляр-
ном случае зависят от ln t и свободных параметров. Это согласуется с воз-
можностью существования нетривиальных решений у однородного уравне-
ния.

Как и в конечномерных случаях, рассмотренных в гл. 1, при вычислении
коэффициентов xj возможны регулярный и нерегулярный случаи.

Определение 3.1.1. Число j∗ — регулярная точка оператора B(j), если
оператор B(j∗) имеет ограниченный обратный и нерегулярная точка в
противном случае.

Регулярый случай: характеристический оператор B(j) имеет ограничен-
ный обратный при j ∈ (0, 1, . . . , N)

В этом случае коэффициенты xj будут постоянными векторами из E1.
Действительно, подставляя разложение (3.1.11) в уравнение (3.1.4), мето-
дом неопределенных коэффициентов с учетом условия (B), приходим к
рекуррентной последовательности линейных уравнений относительно век-
торов xj :

B(0)x0 = f ′(0), (3.1.12)

B(j)xj = Mj(x0, . . . , xj−1), j = 1, . . . , N. (3.1.13)

Вектор Mj выражается определенным образом через решения x0, . . . , xj−1

предыдущих уравнений и коэффициенты «полиномов Тейлора» из условия
(B).
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Так как в регулярном случае операторы B(j) обратимы, то векторы
x0, . . . , xN определяются единственным образом и асимптотика (3.1.11)
будет построена.

Нерегулярый случай: оператор B(j) в массиве (0, 1, . . . , N) имеет нере-
гулярные точки

Введем определения:

Определение 3.1.2. Число j∗ — особая фредгольмова точка оператора
B(j), если B(j∗) — фредгольмов оператор (см. [120, c. 219]),

det
[
< B(1)(j∗)φi, ψl >

]r
i,l=1
6= 0,

где {φi}r1 — базис в N(B(j∗)), {ψi}r1 – базис в N(B′(j∗)), B′(j∗) — сопря-
женный оператор, B(1)(j) — производная оператора по j, вычисленная
при j∗.

Определение 3.1.3. Пусть B(j∗) — фредгольмов оператор, j∗ назовем
особой фредгольмовой точкой индекса k + 1, если

N(B(j∗)) ⊂
k⋂
i=1

N(B(i)(j∗)), det

[
< B(k+1)(j∗)φi, ψl >

]r
i,l=1

6= 0, k ≥ 0.

Отметим, что B(k)(j) =
n−1∑
i=1

(α′i(0))1+jaki (Ki(0, 0) − Ki+1(0, 0)), где ai =

lnα′i(0).

Замечание 3.1.1. Если E1 = E2 = R1, то B(j) будет обычной функцией
аргумента j. В этом случае определение 3.1.2 означает, что j∗ — одно-
кратный корень уравнения B(j) = 0, а определение 3.1.3, что j∗ — (k+ 1)

кратный корень этого уравнения.

Покажем, что в нерегулярном случае коэффициенты xj будут полино-
мами по степеням ln t и зависят от произвольных постоянных. Порядок
полиномов и число произвольных постоянных связаны с индексами осо-
бых точек операторов B(j) и размерностями N(B(j)).

Действительно, так как коэффициент x0 в нерегулярном случае может
зависеть от ln t, то на основании метода неопределенных коэффициентов
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x0 следует искать как решение разностного уравнения

Kn(0, 0)x0(z) +
n−1∑
i=1

α′i(0)(Ki(0, 0)−Ki+1(0, 0))x0(z + ai) = f ′(0), (3.1.14)

где ai = lnα′(0), z = ln t. Здесь возможны три случая:

Случай 1.
Оператор B(0) имеет ограниченный обратный. Тогда коэффициент x0 от
z не зависит и определится единственным образом из уравнения (3.1.12).

Случай 2.
Пусть j = 0 — простая особая фредгольмова точка оператора B(j). Ко-
эффициент x0(z) будем искать из разностного уравнения (3.1.14) в виде
линейной вектор-функции

x0(z) = x01z + x02. (3.1.15)

Подставляя (3.1.15) в (3.1.14), получим для определения векторов x01, x02

два уравнения:
B(0)x01 = 0, (3.1.16)

B(0)x02 +B(1)(0)x01 = f ′(0). (3.1.17)

Пусть {φi}r1 - базис в N(B(0)). Тогда x01 =
r∑

k=1

ckφk. Вектор c = (c1, . . . , cr)
′

определится однозначно из условий разрешимости уравнения (3.1.17), т.е.
из системы линейных алгебраических уравнений

r∑
k=1

< B(1)(0)φk, ψi > ck =< f ′(0), ψi >, i = 1, r

с невырожденной матрицей. Далее коэффициент x02 определится из урав-
нения (3.1.17) с точностью до span(φ1, . . . , φr) по формуле

x02 =
r∑

k=1

dkφk + Γ(f ′(0)−B(1)x01),

где

Γ = (B(0) +
r∑

k=1

< ·, γk > zk)
−1

является регуляризатором В. А. Треногина (см. [120, c. 221]), d1, . . . , dr —
произвольные постоянные. Таким образом в случае 2 коэффициент x0(z)

линеен относительно z и зависит от r произвольных постоянных.
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Случай 3. Пусть j = 0 — особая фредгольмова точка оператора B(j)

индекса k + 1, где k ≥ 1. Решение x0(z) разностного уравнения (3.1.14)
будем искать в виде полинома

x0(z) = x01z
k+1 + x02z

k + · · ·+ x0k+1z + x0k+2. (3.1.18)

Подставляя полином (3.1.18) в систему (3.1.14), учитывая тождество

dk

djk
B(j) =

n−1∑
i=1

(α′i(0))1+jaki (Ki(0, 0)−Ki+1(0, 0)),

где ai = lnα′i(0) и приравнивая коэффициенты при степенях
zk+1, zk, . . . , z, z0 нулю, получим рекуррентную последовательность
линейных операторных уравнений относительно коэффициентов
x01, x02, . . . , x0k+2 :

B(0)x01 = 0,

B(0)x02 +B(1)(0)

(
k + 1

k

)
x01 = 0,

B(0)x0l+1 +B(l)(0)

(
k + 1

k + 1− l

)
x01 +B(l−1)(0)

(
k

k + 1− l

)
x02 + . . .

· · ·+B(1)(0)

(
k + 1− l + 1

k + 1− l

)
xol = 0, l = 1, . . . , k,

B(0)x0k+2 +B(k+1)(0)x01 +B(k)(0)x02 + . . . B(1)(0)x0k+1 = f ′(0). (3.1.19)

В рассматриваемом случае согласно условиям определения 3.1.3 имеем
включение

N(B(0)) ⊂
k⋂
i=1

N

(
diB(j)

dji

∣∣∣∣
j=0

)
.

Поэтому B(i)(0)x0i+1 = 0, i = 0, k и коэффициенты x01, . . . , x0k+1 опреде-
ляются из однородного уравнения B(0)x = 0 по формулам

x0i =
r∑
j=1

cijφj, i = 1, k + 1.

Уравнение (3.1.19) примет вид

B(0)x0,k+2 +B(k+1)(0)x01 = f ′(0). (3.1.20)

Так как B(0) — фредгольмов оператор и

det

[
< B(k+1)(0)φi, ψk >

]
i,k=1,r

6= 0,
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то вектор c1 def
= (c11, . . . , c1r)

′ определится однозначно из условий разреши-
мости уравнения (3.1.20). Итак,

x0 k+2 =
r∑
j=1

ck+2 jφj + x̂k+2,

x̂k+2 — частное решение уравнения (3.1.20). Вектор ck+2 def
=

(ck+2,1, . . . , ck+2,r)
′, как и векторы ci = (ci1, . . . , cir)

′, i = 2, k + 1, остается
произвольным. Таким образом, в случае 3 коэффициент x0(z) является
полиномом k + 1-ой степени относительно z и зависит от r × (k + 1)

произвольных постоянных.

Методом неопределенных коэффициентов можно построить разностные
уравнения для определения коэффициента x1(z) (z = ln t) и последующих
коэффициентов асимптотического приближения (3.1.11). Действительно,
с учетом определения оператора F (см. уравнение (3.1.4)), имеем
представление

F (x)

∣∣∣∣
x=x0(z)+x1(z)t

=

[
Kn(0, 0)x1(z) +

n−1∑
i=1

(α′i(0))2(Ki(0, 0)− (3.1.21)

−Ki+1(0, 0))x1(z + ai) + P1(x0(z))

]
t+ r(t),

с оценкой r(t) = o(t). Здесь P1(x0(z)) — определенный полином от z, сте-
пень которого равна индексу особой фредгольмовой точки j = 0 оператора
B(j). Из соотношения (3.1.21) в силу оценки r(t) = o(t) при t→ 0 следует,
что коэффициент x1(z) должен удовлетворять разностному уравнению

Kn(0, 0)x1(z) +
n−1∑
i=1

(α′(0))2
(
Ki(0, 0)−Ki+1(0, 0)

)
x1(z + ai)+ (3.1.22)

+P1(x0(z)) = 0.

Если j = 1 — регулярная точка оператора B(j), то уравнение (3.1.22) имеет
решение x1(z) в виде полинома того же порядка, что и индекс особой фред-
гольмовой точки j = 0 оператора B(0). Если j = 1 тоже окажется особой
фредгольмовой точкой оператора B(j), то решение x1(z) строится в виде
полинома степени k0 +k1, где k0 и k1 — индексы особых фредгольмовых то-
чек j = 0 и j = 1 оператора B(j) соответственно. Коэффициент x1(z) будет
зависеть от r0k0 + r1k1 произвольных постоянных, где r0 = dimN(B(0)),

r1 = dimN(B(1)).

101



Введем условиe
(C) Пусть оператор B(j) в массиве (0, 1, . . . , N) имеет регулярные точки
и особые фредгольмовы точки j1, . . . , jν индексов ki, dimN(Bji) = ri, i =

1, ν.

Тогда аналогичным образом можно вычислить остальные коэффици-
енты x2(z), . . . , xN(z) асимптотического приближения x̂(t) решения урав-
нения (3.1.4) из последовательности разностных уравнений вида

Kn(0, 0)xj(z) +
n−1∑
i=1

(α′(0))1+j
(
Ki(0, 0)−Ki+1(0, 0)

)
xj(z + ai)+

+Pj(x0(z), . . . , xj−1(z))) = 0, j = 2, N.

Из изложенного вытекает

Лемма 3.1.2. Пусть выполнены условия (B), (C). Тогда существует

вектор-функция x̂(t) =
N∑
i=0

xi(ln t)t
i, такая, что ||F (x̂(t))||E2

= o(tN), где

оператор F определен формулой (3.1.4). При этом коэффициенты xi(ln t)

являются полиномами от ln t возрастающих степеней, не превосходящих
суммы индексов

∑
j
kj особых фредгольмовых точек j ∈ {0, 1, 2, . . . , N}

характеристического оператора B(j). Коэффициенты xi(ln t) зависят
от

∑i
j=0 dimN(B(j))kj произвольных постоянных.

Замечание 3.1.2. Если B(0) – фредгольмов оператор и dimN(B(0)) ≥ 1,

то коэффициент x0(ln t) может оказаться линейной функцией ln t и
вектор-функция x̂(t) будет неограниченно возрастать при t→ +0 (крат-
ко, x̂ ∈ C((0,T ];E1)).

Теорема существования непрерывных решений

Сформулируем и докажем теорему существования непрерывных пара-
метрических семейств решений. Так как 0 ≤ α′i(0) < 1, αi(0) = 0, i =

1, n− 1, то для любого 0 < ε < 1 найдется T ′ ∈ (0, T ] такое, что

max
i=1,n−1,t∈[0,T ′]

|α′i(t)| ≤ ε и sup
i=1,n−1,t∈(0,T ′]

αi(t)

t
≤ ε.

102



Введем следующее условие
(D)

Пусть оператор Kn(t, t) имеет ограниченный обратный при t ∈ [0, T ′] и N ∗

выбрано настолько большим, чтобы выполнялось неравенство

sup
t∈(0,T ′)

εN
∗
n−1∑
i=1

∣∣α(1)
i (t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣K−1
n (t, t)

(
Ki(t, αi(t))−

−Ki+1(t, αi(t))

)∣∣∣∣∣∣∣∣
L(E1→E1)

≤ q < 1.

Лемма 3.1.3. Пусть выполнено условие (D). Пусть в классе C([0,T ′];E1)

вектор-функций, непрерывных при t ∈ [0, T ′] существует элемент x̂(t)

такой, что при t→ +0

||F (x̂(t))||E2
= o(tN), N ≥ N ∗.

Тогда уравнение (3.1.3) в классе C([0,T ′];E1) имеет решение

x(t) = x̂(t) + tN
∗
u(t), (3.1.23)

где u(t) определяется единственным образом последовательными прибли-
жениями.

Доказательство. Подставляя (3.1.23) в уравнение (3.1.4) получим для
определения функции u(t) интегро-функциональное уравнение

Kn(t, t)u(t) +
n−1∑
i=1

α′i(t)

(
αi(t)

t

)N∗(
Ki(t, αi(t))− (3.1.24)

−Ki+1(t, αi(t))

)
u(αi(t))+

+
n∑
i=1

αi(t)∫
αi−1(t)

K
(1)
i (t, s)

(
s

t

)N∗
u(s) ds+ F (x̂(t))/tN

∗
= 0.

Введем линейные операторы

Lu
def
= K−1

n (t, t)
n−1∑
i=1

α′i(t)

(
αi(t)

t

)N∗{
Ki(t, αi(t))−

−Ki+1(t, αi(t))

}
u(αi(t)),
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Ku
def
=

n∑
i=1

αi(t)∫
αi−1(t)

K−1
n (t, t)K

(1)
i (t, s)(s/t)N

∗
u(s) ds.

Тогда система (3.1.24) перепишется в компактной форме

u+ (L+K)u = γ(t),

где γ(t) = K−1
n (t, t)F (x̂(t))/tN

∗ — непрерывная вектор-функция. Введем
банахово пространство X непрерывных по t вектор-функций u(t) со значе-
ниями в банаховом пространстве E1 с нормой

||u||l = max
0≤t≤T ′

e−lt||u(t)||E1
, l > 0.

Тогда в силу неравенств sup
t∈(0,T ′]

αi(t)
t ≤ ε < 1 и условия (D) при ∀l ≥ 0 норма

линейного функционального оператора L удовлетворяет оценке

||L||L(X→X) ≤ q < 1.

Кроме того, для интегрального оператора K при достаточно большом l

справедлива оценка
||K||L(X→X) ≤ q1 < 1− q.

Следовательно, при достаточно большом l > 0

||L+K||L(X→X) < 1,

т.е. линейный оператор L + K является сжимающим в пространстве X.
Поэтому последовательность {un}, где un = −(L+K)un−1+γ(t), u0 = γ(t),

сходится.

Теорема 3.1.2 (Основная теорема). Пусть выполнены условия (B), (C)
и (D), f(0) = 0. Пусть оператор B(0) имеет ограниченный обратный.
Тогда уравнение (3.1.3) в пространстве C([0,T ];E1) при 0 ≤ t ≤ T ′ ≤ T

имеет решение
x(t) = x̂(t) + tN

∗
u(t),

зависящее от
ν∑
i=1

riki произвольных постоянных. Более того, элемент x̂

строится в виде логарифмо-степенной суммы (3.1.11), затем u(t) вы-
числяется единственным образом последовательными приближениями,
и имеет место асимптотическая оценка ||x(t) − x̂(t)||E1

= O(tN
∗
) при

t→ +0.
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Доказательство. На основании леммы 3.1.2 в силу условий теоремы воз-
можно построение асимптотического приближения x̂(t) искомого решения
в виде логарифмо-степенного полинома

N∑
i=0

xi(ln t)t
i.

При этом по построению коэффициенты xi(ln t) будут зависеть от указан-
ного числа произвольных постоянных. В силу леммы 3.1.3, применяя под-
становку x(t) = x̂(t) + tN

∗
u(t), непрерывную функцию u(t) можно постро-

ить методом последовательных приближений. Теорема доказана.

Как и в теореме 3.1.1, параметрическое семейство решений, построенное
на интервале [0, T ′], можно продолжить на весь интервал [0, T ], используя
метод шагов. Если j = 0 окажется фредгольмовой точкой оператора B(j)

и dimN(B(0)) ≥ 1, то на основании замечания 3.1.2 коэффициент x0(ln t)

в асимптотике x̂(t) может оказаться линейной функций ln t. В этом слу-
чае решение x(t) ∈ C((0,T ];E1) и неограниченно возрастает при t → +0 (см.
пример 3.1.3).

Пример 3.1.3. Уравнение
t/2∫
0

1∫
0

K(y, y1)x(s, y1) dy1ds+

t∫
t/2

( 1∫
0

K(y, y1)x(s, y1) dy1−

−2x(s, y)

)
ds = g(y)t,

где 0 < t < ∞, 0 < y < 1, 1 — собственное число непрерывного сим-
метрического ядра K(y, y1) ранга r, {φ1(y), . . . , φr(y)} — соответствую-
щая ортонормированная на отрезке [0, 1] система собственных функций,
g(y) ∈ C[0,1], удовлетворяет условиям теоремы 3.1.2. При этом j = 0 ока-
зывается простой особой фредгольмовой точкой соответствующего ха-
рактеристического оператора B(j). Уравнению удовлетворяет парамет-
рическое семейство решений

x(t, y) = − ln t

ln 2

r∑
i=1

1∫
0

φi(y)φi(y1)f(y1) dy1 + c1φ1(y) + · · ·+ crφr(y) + x0(y),
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где c1, . . . , cr — произвольные постоянные, x0(y) — частное решение ин-
тегрального уравнения Фредгольма II рода

x(y) =

1∫
0

K(y, y1)x(y1) dy1 − f(y) +
r∑
i=1

φi(y)

1∫
0

φi(y1)f(y1) dy1.

Усиление теоремы 3.1.2

Пусть числа {j1, . . . , jν} ∈ N∪ {0} и являютя фредгольмовыми точками
характеристического оператора B(j). Построим обобщенные жордановы
наборы в смысле ( [120], п.30) характеристического оператора B(j) в этих
точках. Тогда теорему 3.1.2 можно усилить. Действительно, пусть j∗ —
особая фредгольмова точка оператора B(j). Пусть построены элементы
{φ(l)

i }, i = 1, r, l = 1, pi, удовлетворяющие равенствам:

B(j∗)φ
(1)
i = 0,

B(j∗)φ
(2)
i +B(1)(j∗)

( pi+1
p

)
φ

(1)
i = 0,

. . . . . . . . . (3.1.25)

B(j∗)φ
(l+1)
i +B(l)(j∗)

( pi+1
pi+1−l

)
φ

(1)
i + · · ·+B(1)(j∗)

( pi+1−l+1
pi+1−l

)
φ

(l)
i = 0,

i = 1, r, l = 1, pi − 1.

Пусть при этом

det

[
< B(pi)(j∗)φ

(1)
i +B(pi−1)(j∗)φ

(2)
i + . . . (3.1.26)

+B(1)(j∗)φ
(pi)
i , ψj >

]
i,j=1,r

6= 0,

где {φi}r1 — базис в N(B′(j∗)). Тогда по аналогии с известной теорией жор-
дановых наборов линейных операторов (см. [28, п. 30]) будем говорить, что
оператор B(j) в точке j∗ имеет полный B(j∗) — жорданов набор (крат-
ко ПЖН) (φ

(l)
i )i=1,r,l=1,pi. При этом числа pi назовем длинами жордановых

цепочек
←− pi −→(

φ
(1)
i , . . . , φ

(pi)
i

)
, i = 1, r.

Отметим, что ПЖН существует в точке j∗, если j∗ — особая фредгольмова
точка индекса p в смысле определения 3.1.3. В этом случае B(l)(j∗)φ

(1)
i =
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0, i = 1, r, l = 0, p− 1, жордановы цепочки
←− p −→(

ψ
(1)
i , . . . , ψ

(1)
i

)
, i = 1, r

являются стационарными, т.е. имеют одинаковую длину p, условие (3.1.26)
примет вид

det[< B(p)φ
(1)
i , ψj >]i,j=1,r 6= 0.

При этом будет выполнено и условие (C), используемое в теореме 3.1.2, то
есть мы придем к результату теоремы 3.1.2.

Вместо условия (С) введем более слабое условие:

(C1) Характеристический оператор B(j) в массиве (0, 1, . . . , N ∗) имеет
ровно ν особых фредгольмовых точек (j1, . . . , jν) с полными обоб-
щенными жордановыми наборами, все остальные числа этого масси-
ва регулярны.

Отметим, что в условии (С1) жордановы цепочки могут быть
нестационарны.

Если условие (С1) выполняется, то требуемое в лемме 3.1.2 асимп-
тотическое приближение x̂ искомого параметрического семейства реше-
ния уравнения (3.1.4) можно построить. Действительно, пусть оператор
B(0) — фредгольмов, {φ(1)

i }ri=1 — базис в N(B(0)), {φ(l)
i }i=1,r, l=1,pi — со-

отвествующий ПЖН, удовлетворяющий уравнениям (3.1.25) и условию
(3.1.26), где положено j∗ = 0. Тогда первый коэффициент x0(z) иско-
мого приближения x̂, удовлетворяющий разностному уравнению (3.1.14),
строится в виде полинома

x0(z) =
r∑
i=1

ci

pi∑
l=1

φ
(l)
i z

pi+1−l + x0, (3.1.27)

где постоянные c1, . . . , cr и x0 ∈ E1 подлежат определению. Подставляя
(3.1.27) в (3.1.14) получим для определения элемента x0 линейное уравне-
ние

B(0)x0 +
r∑
i=1

ci
(
B(pi)(0)φ

(1)
i +B(pi−1)(0)φ

(2)
i + . . . (3.1.28)

· · ·+B(1)(0)φ
(pi)
i

)
= f ′(0).

В силу неравенства (3.1.26) при j∗ = 0 вектор (c1, . . . , cr)
′ определим из

условия разрешимости уравнения (3.1.28). Затем с помощью регуляризато-
ра В. А. Треногина (см. [120, c. 221]) построим решение x0 неоднородного
уравнения (3.1.28) с точностью до базиса (φ1, . . . , φr) в N(B(0)) Аналогич-
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ным образом, в силу условия (C1) можно вычислить остальные коэффици-
енты x2(z), . . . , xN(z) асимптотического приближения x̂(z), удовлетворяю-
щего лемме 3.1.2. Таким образом, на основании леммы 3.1.3 теорема 3.1.2
усилится за счет ослабления условия (С).

Теорема 3.1.3. Пусть выполнены условия (B), (D), (C1), f(0) = 0. Тогда
уравнение (3.1.3) при 0 < t ≤ T ′ ≤ T имеет параметрическое семейство
решений.

3.2 Нелинейные модели Вольтерра: существование
и разрушение решений

В данном параграфе метод, изложенный во второй главе (см. п. 2.2),
модифицируется и используется для построения главных по Канторови-
чу решений нелинейных операторно-интегральных уравнений Вольтерра.
Сходимость последовательных приближений устанавливается с помощью
исследования мажорантных интегральных и алгебраических уравнений.
Даны оценки нормы решений и интервалов, на правых концах которых
решения могут иметь blow-up пределы.

Введем нелинейный непрерывный оператор

Φ(ω1, . . . , ωn, u, t) : E1 × · · · × E1 × R1 → E2

от n + 1 переменных ω1, . . . , ωn, u, являющихся абстрактными непре-
рывными функциями вещественного переменного t со значениями в E1.

Здесь E1, E2 – банаховы пространства, Φ(0, . . . , 0, u0, 0) = 0. Пусть Ki :

R1 × . . .R1︸ ︷︷ ︸
i+1

×E1 × · · · × E1︸ ︷︷ ︸
i

→ E2 – нелинейные непрерывные операторы,

зависящие от вектор-функции u(s) = (u(s1), . . . , u(sn)) и вещественных пе-
ременных t, s1, . . . sn. Положим

ωi(t) =

∫ t

0
· · ·
∫ t

0
Ki(t, s1, . . . , si, u(s1), . . . , u(si)) ds1 . . . dsi, i = 1, n

и рассмотрим при t ∈ [0, T ) операторно-интегральное уравнение
F (u, t) ≡

≡ Φ

( t∫
0

K1(t, s, u(s)) ds,

t∫
0

t∫
0

K2(t, s, s1, s2, u(s1), u(s2)) ds1ds2, . . . (3.2.1)
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. . .

t∫
0

· · ·
t∫

0

Kn(t, s1, . . . sn, u(s1), . . . u(sn)) ds1 . . . dsn, u(t), t

)
= 0.

Искомая абстрактная непрерывная функция u(t) принимает значения в
E1. Требуется найти непрерывные решения u(t) → u0 при t → 0. При
E1 = E2 = R1 уравнение (3.2.1) в ряде случаев рассматривалось многи-
ми авторами (см., например, [4; 6; 154]). В общем случае банаховых про-
странств E1, E2 уравнение (3.2.1), повидимому, ранее не изучалось.

Популярным конструктивным методом в теоретических и прикладных
исследованиях является метод мажорант. Л.В. Канторович в работе [54]
при исследовании функциональных уравнений в BK–пространствах при-
дал классическому методу мажорант абстрактную форму, что сделало еди-
ными и прозрачными основные этапы его методологии. В своей моногра-
фии [55, c. 467] он особо выделил роль главных решений нелинейных урав-
нений и соответствующих им мажорант. Главные решения единственны
согласно их определению и могут быть построены последовательными при-
ближениями из эквивалентного уравнения (3.2.4), начиная с нулевого при-
ближения. Главное непрерывное решение u+(t) в точках интервала [0, T )

удовлетворяет оценке ||u+(t)|| ≤ z(t), где z(t) – суть непрерывное положи-
тельное решение мажорантного интегрального уравнения Вольтерра вида

z(t) = f

(∫ t

0
γ(z(s)) ds

)
, z(t) ∈ C+

[0,T ). (3.2.2)

Здесь и далее f и γ – монотонно возрастающие непрерывные функции.
Если уравнению (3.2.1) при t ∈ [0, T ) удовлетворяет элемент u0, то u0 и
будет главным решением. Далее этот тривиальный случай исключается.
При продолжении нетривиального главного решения u+(t) правее грани-
цы T интервала [0, T ), в котором последовательные приближения сходятся,
решение u+(t) может уйти в∞ или разветвиться (см. [120, п. 37]). Возмо-
жен конечно случай, когда оператор F удовлетворяет условию Липшица
при любых u, и главное решение продолжаемо на весь интервал [0,∞).

Если условие Липшица не выполнено, то кроме главного решения урав-
нение типа (3.2.1) может иметь сколь угодно много других непрерывных
решений, пересекающих главное решение.

Пример 3.2.1. Рассмотрим уравнение

u(t) = p

∫ t

0
u
p−1
p (s) ds, 1 < p <∞.
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Здесь u1(t) = 0 – главное решение. Другие непрерывные решения: u2(t) =

tp,

uc(t) =

{
0, −∞ ≤ t ≤ c,

(t− c)p, c ≤ t <∞.

Главное решение u+(t) = 0 этого примера является особым решением
соответствующей задачи Коши u̇ = pu

p−1
p , u(0) = 0.

Цель данного параграфа – построение главных решений уравнения
(3.2.1) на максимальном интервале [0, T ).

В данном параграфе для уравнения (3.2.1) получена теорема существо-
вания главного решения u(t) → u0 при t → 0 с оценкой нормы ||u(t)||E1

при t ∈ [0, T ). Указан способ построения приближений un(t) и интер-
вал [0, T ) их точечной сходимости при ∀u0(t), если ||u0(t)||E1

≤ z+(t), где
z+(t) – главное неотрицательное решение соответствующего мажорантного
интегрального уравнения (3.2.2). Приведены достаточные условия, когда
lim
t→T

z+(t) = ∞ (или lim
t→T

dz+(t)
dt = +∞), т.е. главное решение мажорантно-

го уравнения (или его производная) имеет blow-up предел (уходит в ∞ за
конечное время T). При выполнении этих условий искомое решение u(t)

уравнения (3.2.1), вообще говоря, может за конечное время T ′ ≥ T тоже
уйти в ∞ (или разветвиться).

Далее мы покажем, как при построении главного решения уравнения
(3.2.1) надо строить и использовать мажорантные алгебраические системы
вида {

r = R(r, t),

1 = R′r(r, t),
(3.2.3)

в которых R(0, 0) = 0, R′r(0, 0) = 0, R(r, t) – выпуклая функция от-
носительно r. Алгебраические мажорантные системы (3.2.3) в моногра-
фии [38, гл. 5] названы мажорантами А. М. Ляпунова. Они и более общие
алгебраические мажоранты использовались в [38] в задачах механики,
см. также [242, с. 198-216] при построении неявных функций в BK – про-
странствах. Отметим, что алгебраические мажорантные системы имеют
единственное положительное решение r∗, T ∗. Это позволяет определить
гарантированный интервал [0, T ∗], на котором уравнение (3.2.1) имеет
главное решение u(t)→ 0 при t→ 0 и радиус шара S(0, r∗) в пространстве
CE1

[0,T ∗], в котором строится главное решение равномерно сходящимися
последовательными приближениями.
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Интегральные мажоранты в построении решения

Введем эквивалентное (3.2.1) уравнение

u = L(u), (3.2.4)

где L(u) = A−1(Au − F (u, t)), A – непрерывно обратимый оператор, дей-
ствующий из E1 в E2. Если оператор F имеет производную Фреше Fu(0, 0)

и она обратима, то можно положить A = Fu(0, 0).

Определение 3.2.1. Если приближения un(t) = L(un−1), u0 = 0 при t ∈
[0, T ∗) сходятся к решению u+(t) уравнения (3.2.4), то функцию u+(t)

назовем главным по Канторовичу решением уравнения (3.2.1).

Напомним, что в монографии Л. В. Канторовича [55, с. 467] именно та-
ким образом введен термин «главное решение функционального уравне-
ния». Далее под решением будем понимать именно главное.

Рассмотрим оператор F (u, t) − Au, как действующий из полного про-
странства CE1

[0,T ] в полное пространствo C
E2

[0,T ].Получим в нормах пространств
E1, E2 оценку:
А) ||F (u, t)− Au||E2

≤ f(
∫ t

0 γ(||u(s)||E1
)) ds), t ∈ [0, T ).

Пусть в неравенстве А) и далее выполнено предположение:
B) γ, f – непрерывно-монотонные возрастающие выпуклые функции соот-
ветственно на отрезках [0, z′] и [γ(0), γ(z′)], z ≤ ∞;

C) при t ∈ [0, T ) существует в конусе C+
[0,T ) функция z′(t), такая, что

z′(t) ≥ f

(∫ t

0
γ(z′(s)) ds

)
. (3.2.5)

Замечание 3.2.1. В леммах 3.2.2 и 3.2.3 будет дан способ определения
границы T такой, что при t ∈ [0, T ) условие C) выполняется.

В силу условия A) f(γ(0)t) ≥ 0. Поэтому нуль является нижним ре-
шением мажорантного интегрального уравнения (3.2.2), а z′(t) – верхним
решением в конусе C+

[0,T ). Предполагая выполненными условия С) и В)

введем последовательность zn(t) = f

(∫ t
0 γ(zn−1(s)) ds

)
, z0 = 0. Тогда, на

основании теоремы 2.11 Канторовича (см. [55, c. 464]) при ∀n, t ∈ [0, T )

справедливы неравенствa

0 = z0(t) ≤ z1(t) ≤ · · · ≤ zn(t) ≤ z′(t).
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Поэтому существует предел lim
n→∞

zn(t) = z+(t). В силу непрерывности
функций γ, f и теоремы Лебега (см., например, [125], c.39) существует пре-
дел

lim
n→∞

f

(∫ t

0
γ(zn(s)) ds

)
= f

(∫ t

0
γ(z+(s)) ds

)
.

Таким образом, функция z+(t) оказывается на интервале [0, T ) непре-
рывной и является главным решением мажорантного интегрального урав-
нения (3.2.2). Приближение zn(t) в точках интервала [0, T ) сходится к
z+(t) ∈ C+

[0,T ).

Перейдем к построению решения u+(t) уравнения (3.2.1) последователь-
ными приближениями. Пусть наряду с условиями A), B) и C) выполнено
неравенство

D) ||F (u+ ∆u, t)−F (u, t)−Au||E2
≤ f

(∫ t
0 γ(||u(s)||E1

+ ||∆u(s)||E1
) ds

)
−

f(
∫ t

0 γ(||u(s)||E1
) ds).

При условии дифференцируемости по Фреше операторов

F (u, t), f

( t∫
0

γ(z(s)) ds

)
проверку неравенства D) можно заменить на проверку условия Е) (см.
ниже). Действительно, пусть указанные производные Фреше существуют
и непрерывны при t ∈ [0, T ) по норме линейных ограниченных операто-
ров, соответственно в пространствах L(E1 → E2) и L(C+

[0,T ) → C
+
[0,T )). При

этом мы предположим, что функции f, γ имеют непрерывные монотонно
возрастающие производные, и дифференциал Фреше оператора f опреде-
ляется формулой

f ′z

( t∫
0

γ(z(s) ds

)
h ≡ f ′γ

( t∫
0

γ(z(s) ds

) t∫
0

γ′z(z(s))h(s) ds

при ∀h(s) ∈ C+
[0,T ].

Пусть в дополнение к условиям А) и В) при любых V (t) ∈ CE1

[0,T ) вы-
полнено неравенство

Е) ||(Fu(u, t)−A)V ||E2
≤ f ′z

(
t∫

0

γ(||u(s)||E1
ds

)
||V ||E1

, ||V ||E1
∈ C+

[0,T ). Тогда
имеет место

Лемма 3.2.1. Пусть выполнено неравенство Е) и производные f ′γ, γ′z
монотонно возрастают. Тогда неравенство D) выполняется.
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Доказательство. Используя формулу Лагранжа конечных приращений
[120, c.367] и условия леммы 3.2.1, получим неравенство

||F (u+ ∆u, t)− F (u, t)− A∆u||E2
=

= ||
∫ 1

0
(Fu(u+ Θ∆u, t)− A)dΘ∆u||E2

≤
∫ 1

0
f ′γ

(∫ t

0
γ

(
||u(s)||E1

+

+Θ||∆u(s)||E1

)
ds

)∫ t

0
γ′
(
||∆u(s)||E1

+ Θ||∆u(s)||E1

)
||u(s)||E1

ds dΘ =

= f(

∫ t

0
γ(||u(s)||E1

+ ||∆u(s)||E1
) ds)− f

(∫ t

0
γ(||u(s)||E1

) ds

)
.

Построим приближения un(t) = L(un−1), u0 = 0 к решению u+(t). По-
вторяя этапы доказательства теоремы 2.22 [55, c. 466], установим оцен-
ки ||un+p(t) − un(t)||E1

≤ zn+p(t) − zn(t) при t ∈ [0, T ), где zn(t) =

f(
∫ t

0 γ(zn−1(s)) ds), zn(t) ∈ C+
[0,T ), un(t) ∈ C

E1

[0,T ), u0 = 0, z0 = 0.

Подобные оценки в другой ситуации проводились нами при исследовании
неявных отображений методом выпуклых мажорант (см. [242, гл. 4, п. 3]).

В силу А), В), С) по выше доказанному существует предел lim
n→∞

zn(t) =

z+(t) при ∀t ∈ [0, T ), т.е. zn(t) – фундаментальная последовательность в
каждой точке t ∈ [0, T ). Поэтому последовательность абстрактных функ-
ций un(t) со значениями в банаховом пространстве E1 при каждом t ∈ [0, T )

сходится по норме пространстваE1 к функции u+(t). В силу непрерывности
оператора L(u) справедливо тождество u+(t) = L(u+), т.е. u+(t) удовлетво-
ряет уравнению (3.2.1) и является элементом пространства CE1

[0,T ).

Из изложенного вытекает

Теорема 3.2.1. Пусть при t ∈ [0, T ) выполнены условия A), B), C),
D). Тогда уравнение (3.2.1) в пространстве CE1

[0,T ) имеет главное решение
u+(t). Более того, ||u+(t)||E1

≤ z+(t), где z+(t) – главное решение мажо-
рантного уравнения (3.2.2), приближения un(t) = L(un−1), u0 = 0 схо-
дятся к u+(t) по норме пространства E1 при ∀t ∈ [0, T+), приближения
zn(t) = f(

∫ t
0 γ(zn−1(s)) ds), z0 = 0 сходятся к z+(t).

В теореме 3.2.1 не указана величина интервала [0, T+). Для определения
T+ сведем мажорантное интегральное уравнение (3.2.2) к задаче Коши для
ДУ с разделяющимися переменными. С этой целью мы введем дифферен-

цируемую функцию ω(t) =
t∫

0

γ(z(s)) ds. Тогда dω(t)
dt = γ(z(t)), ω(0) = 0,
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где z(t) = f(ω(t)). Поэтому эквивалентная уравнению (3.2.6) задача Коши
имеет вид {

dω
dt = γ(f(ω(t))),

ω(0) = 0.
(3.2.6)

Леммы 3.2.2 и 3.2.3 дают оценку интервала [0, T+), на котором задача Ко-
ши (3.2.6) в пространстве C+

[0,T+) имеет единственное решение ω+(t) и при-

ближения ωn(t) =
t∫

0

γ(f(ωn−1(s))) ds, ω0 = 0 к нему сходятся.

Лемма 3.2.2. Пусть γ(f(ω)) — непрерывная, строго положительная и
монотонно возрастающая функция. Пусть существует

lim
ω→∞

ω∫
0

dω

γ(f(ω))
= T+.

Тогда задача (3.2.6) в конусе C+
[0,T+] имеет монотонно возрастающее ре-

шение ω+(t). При этом приближения ωn(t) =
t∫

0

ω(f(ωn−1(s))) ds, ω0 = 0

сходятся к ω+(t), lim
t→T+

ω+(t) =∞.

Доказательство. Разделяя переменные в (3.2.6), задачу Коши сведем к
поиску положительной монотонно возрастающей ветви неявной функции

ω = ω(t), ω(0) = 0 из уравнения Φ(ω) = t, где Φ(ω) =
ω∫
0

dω
γ(f(ω)) . Если

γ(f(ω)) – рациональная дробь, то первообразная Φ(ω) строится в явном
виде через логарифмы, арктангенсы и рациональные функции (см. [50,
c. 344]). Отметим, что в условиях леммы 3.2.1 функция Φ(ω) непрерыв-
на и монотонно возрастает на полуоси [0,∞), так как Φ′ = 1

γ(f(ω)) > 0,

lim
ω→0

Φ(ω) = 0, lim
ω→∞

Φ(ω) = T+. Поэтому отображение Φ : [0,∞) → [0, T+)

является биективным, уравнение Φ(ω) = t при 0 ≤ t < T+ определяет од-
нозначно функцию ω+(t), удовлетворяющую, очевидно, и интегральному
уравнению

ω(t) =

t∫
0

γ(f(ω(s))) ds.

В силу монотонного возрастания функций f и γ приближения ωn(t) =∫ t
0 γ(f(ωn−1(s))) ds, ω0 = 0 при t ∈ [0, T+) сходятся к ω+(t).
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Если γ(f(ω)) — рациональная дробь, то в ряде случаев решение ω+(t)

можно построить в явном виде, в сложных случаях привлекая средства
компьютерной алгебры.

Замечание 3.2.2. Зная ω+(t), по формуле z+(t) = f(ω+(t)) найдем ре-
шение мажорантного интегрального уравнения (3.2.2). Отметим, что

в условиях леммы 3.2.2 приближения zn = f(
t∫

0

γ(zn−1(s) ds)), z0 = 0 схо-

дятся при t ∈ [0, T+) к решению z+(t).

Замечание 3.2.3. Если в условиях леммы 3.2.2 lim
ω→∞

ω∫
0

dω
γ(f(ω)) = ∞, то

решение z+(t) продолжается на всю полуось [0,∞).

Этот результат вытекает и из теоремы 2.7 [13, c. 148]. Например, пусть
выполнено неравенство

||F (u, t)− Au||E2
≤ a

t∫
0

||u(s)|| ds+ b, a > 0, b > 0,

при ∀u, 0 ≤ t < ∞. Тогда мажорантное интегральное уравнение (3.2.2)

будет линейным вида z(t) = a
t∫

0

z(s) ds + b и имеет единственное решение

z(t) = beat, 0 ≤ t < ∞. Заметим, что в этом случае γ(f(ω)) = aω + b

lim
ω→∞

ω∫
0

dω
aω+b =∞. Если при этом

||F (u+ ∆u, t)− F (u, t)− A∆u||E2
≤ a

t∫
a

||∆u(s)||E1
ds,

то условия Теоремы 3.2.1 выполняются на полуоси 0 ≤ t < ∞, и урав-
нение (3.2.1) будет иметь решение u+(t) в пространстве CE1

[0,∞). При этом
||u+(t)||E1

≤ beat. Из этого результата, разумеется, не следует, что в обла-
сти ||u(t)||E1

≥ beat уравнение (3.2.1) не имеет других решений.

Лемма 3.2.3. Пусть суперпозиция γ(f(ω)) непрерывна и строго положи-
тельна при 0 ≤ ω ≤ ω∗. Пусть существуют пределы lim

ω→ω∗
γ(f(ω)) = ∞,

lim
ω→ω∗

ω∫
0

dω
γ(f(ω)) = T+. Тогда задача Коши (3.2.6) при t ∈ [0, T+] имеет в ко-

нусе C+
[0,T+) непрерывное монотонно возрастающее решение ω+(t), причем

lim
t→T+

dω+

dt = ∞, приближения ωn(t) =
∫ t

0 γ(fωn−1(s)) ds, ω0 = 0 сходятся

при 0 ≤ t ≤ T+ к решению ω+(t).
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Доказательство леммы 3.2.3 вытекает из биективности отображения Φ :

[0, ω∗]→ [0,Φ(ω∗)] при Φ(ω) =
∫ ω

0
dω

γ(f(ω)) , Φ(ω∗) = T+.

Замечание 3.2.4. В условиях леммы 3.2.3 точка T+ является blow-up
пределом производной решения z+(t) мажорантного уравнения (3.2.2).

Алгебраические мажоранты в построении главного решения уравнения

Пусть теперь в уравнении (3.2.1) u0 = 0, т.е. Φ(0, . . . , 0) = 0. Требуется
построить непрерывное решение u+(t) последовательными приближения-
ми un(t) = L(un−1) на замкнутом интервале [0, T+]. В пространстве CE1

[0,T+]

введем норму ||u|| = max
0≤t≤T+

||u(t)||E1
. Будем предполагать, что оператор F

дифференцируем по u в смысле Фреше. Пусть при 0 ≤ t ≤ T, где T ≥ T+

и u ∈ S(0, r) ⊂ E1, выполнены неравенства
A′) ||F (u, t)− Au||E2

≤ f(r, t),

E′) ||F ′u(u, t)− A||E2
≤ f ′r(r, t).

G) Пусть функции f(r, t), f ′r(r, t) положительны при r > 0, t > 0 и моно-
тонно возрастают, f(0, 0) = 0, f ′r(0, 0) ∈ [0, 1), функция f(r, t) выпуклая
по r.

Тогда алгебраическое уравнение r = ||A−1||f(r, t) согласно определению
5.1 из монографии [38, с. 205]. будет мажорантой Ляпунова для оператора
L(u).

В силу монотонного возрастания функций f(r, t), fr(r, t) и выпуклости
f(r, t) система {

r = ||A−1||f(r, t),

1 = ||A−1||f ′r(r, t)

имеет единственное положительное решение r+, T+ ( см. [38, c. 218]). Более
того, уравнение r = ||A−1||f(r, t) при 0 ≤ t ≤ T+ определяет единственным
образом монотонно возрастающее решение r∗ = r(t), приближения

rn(t) = ||A−1||f(rn−1(t), t), r0 = 0,

при 0 ≤ t ≤ T+ сходятся к функции r(t). Соответственные приближения
rn = ||A−1||f(rn−1, T

+), r0 = 0, сходятся к r+. Функция r(t) является глав-
ным решением мажорантного уравнения А. М. Ляпунова. На основании
леммы 5.1 [38, с. 206], eсли ||ui(t)||E1

≤ ri, i = 1, 2, ||u2(t)−u1(t)|| ≤ r2− r1,

то при 0 ≤ t ≤ T+

||L(u2)− L(u1)||E1
≤ ||A−1||(f(r2, t)− f(r1, t)).
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Наряду с приближениями rn(t) решения мажоранты Ляпунова, введем при-
ближения un(t) = L(un−1), u0 = 0 главного решения уравнения (3.2.1). При
произвольных k и l ≥ k в силу условий A’), E’) и последнего неравенства,
придем к оценке

||ul(t)− uk(t)||E1
≤ rl(t)− rk(t) ≤ rl(T

+)− rk(T+).

Так как rl(T
+) монотонно возрастающая последовательность и

lim
l→∞

rl(T
+) = r+, то ||ul(t) − uk(t)||E1

≤ ε при l, k ≥ N(ε), если t ∈ [0, T+].

Следовательно, ||ul(t) − uk(t)||E1
≤ ε при l, k ≥ N(ε). Поэтому в силу

полноты пространства CE1

[0,T+] существует предел lim
l→∞

ul(t) = u+(t). Более

того, u+(t) непрерывна по t, а приближения un(t) = L(un−1), u0 = 0

сходятся на отрезке [0, T+] равномерно по t. Из изложенного вытекает

Теорема 3.2.2. Пусть Φ(0, . . . , 0) = 0, выполнены неравенства A’), E’)
при t ∈ [0, T+], пара r+ > 0, T+ > 0 удовлетворяет алгебраической систе-
ме {

r = ||A−1||f(r, t),

1 = ||A−1||f ′r(r, t),

где функция f(r, t) удовлетворяет условию G). Тогда на отрезке [0, T+]

уравнение (3.2.1) имеет непрерывное решение u+(t) в пространстве
CE1

[0,T+]. Более того, приближения un(t) = L(un−1) сходятся равномерно
по t, max

0≤t≤T+
||u+(t)|| ≤ r+.

Пример 3.2.2.{
∂2u(x,t)
∂x2 +

∫ t
0 sin(t− τ + x)u2(x, τ) dτ = t,

u
∣∣
x=0

= u
∣∣
x=1

= 0, 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0.

Требуется построить классическое решение u→ 0 при t→ 0. Здесь E1 =
◦ (2)

C [0,1] – пространство дважды дифференцируемых по x функций, обраща-
ющихся в нуль на концах интервала [0, 1], E2 = C[0,1]. Au = ∂2u

∂x2, оператор

A ∈ L(E1 → E2) имеет ограниченный обратный A−1 =
1∫
0

G(x, s)[·] ds, где

G(x, s) =

{
x(s− 1), 0 ≤ x ≤ s ≤ 1,

s(x− 1), s ≤ x ≤ 1,

||A−1||L(E1→E2) ≤ 1.
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Согласно теореме 3.2.1 соответствующее мажорантное интегральное
уравнение (3.2.2) имеет вид z(t) =

∫ t
0 z

2(s) ds + t, тогда z+(t) = tgt при
0 ≤ t < π

2 будет главным решением мажорантного интегрального уравне-
ния. π

2 является точкой, в которой имеет место blow-up предел решения
z+(t). Краевая задача на основании теоремы 3.2.1 имеет в пространстве
CE1

[0,π2 ) решение u+(x, t), причем при 0 ≤ t < π
2

max
0≤x≤1

(∣∣∣∣∂iu+(x, t)

∂xi

∣∣∣∣, i = 0, 1, 2

)
≤ tg t.

С другой стороны, следуя теореме 3.2.2, составим мажорантное алгебраи-
ческое уравнение r = tr2 + t. Функция r+ = 1−

√
1−4t2

2t при t ∈ [0, 0.5] являет-
ся главным решением мажорантного алгебраического уравнения. Согласно
теореме 3.2.2 построим систему{

r = tr2 + t,

1 = 2tr,

имеющую одно положительное решение T+ = 0.5, r+ = 1. Поэтому соглас-
но теореме 3.2.2 получим гарантированный интервал по t существования
решения u+(x, t) краевой задачи c оценкой нормы решения u+ вида

max
x∈[0,1], t∈[0,0.5]

{∣∣∣∣∂iu+(x, t)

∂xi

∣∣∣∣, i = 0, 1, 2

}
≤ 1,

||u+||E1
≤ r+(t), t ∈ [0, 0.5].

Так как 0.5 < π/2, то в этом примере интегральная мажоранта дала более
тонкую оценку решения u+, чем алгебраическая.

В заключение отметим, что рассматривая уравнение (3.2.1) в BK про-
странствах и вводя абстрактные нормы в смысле Канторовича, можно по-
лучить более тонкие системы мажорантных интегральных и алгебраиче-
ских уравнений. Такие мажоранты будут полнее характеризовать реше-
ние уравнения (3.2.1). С помощью мажорантных алгебраических уравнений
можно исследовать решения n-мерных интегральных уравнений Вольтер-
ра вида (3.2.1), т.е. при t ∈ Rn, n ≥ 2. Мажорантные уравнения должны
строиться в банаховых пространствах, допускающих частичную упорядо-
ченность. Алгебраические мажоранты, вообще говоря, дают более грубые
оценки, чем интегральные мажоранты, но их проще строить и исследовать.
Так как решение мажорантного интегрального уравнения имеет blow-up
предел, то при численном решении таких задач в окрестности точек, где
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имеет место blow-up предел, целесообразно использовать адаптивные сет-
ки.

3.3 Нелинейные дифференциально-операторные уравнения с
вырождением

В этом параграфе мы рассмотрим задачу Коши

B
du

dt
= F (u, t), (3.3.1)

u
∣∣
t=0

= 0, (3.3.2)

где B – замкнутый фредгольмов оператор ( [120], c.219) из E1 в E2 с
плотной областью определения в E1, dimN(B) = n ≥ 1, {φi}n1 – базис в
N(B), E1, E2 – банаховы пространства. Нелинейный непрерывный опера-
тор F действует из E1 в E2, определен в окрестности ||u||E1

≤ r, 0 < |t| ≤ ρ

и имеет в этой окрестности непрерывную производную Фреше по u. Тре-
буется построить непрерывное решение u → 0 при t → 0 задачи (3.3.1)–
(3.3.2).

Хорошо известно, что такая нелинейная задача может иметь несколько
решений, но может оказаться и неразрешимой. В обширной литературе (см.
библиографию в монографиях [44; 242]), посвященной теории и приложени-
ям дифференциальных уравнений с фредгольмовым оператором в главной
части, получено много интересных результатов. Но при этом разработке
приближенных методов уделялось мало внимания. Известно, что асимпто-
тику разветвляющихся решений задачи (3.3.1) – (3.3.2) в аналитическом
случае можно строить, используя ряды Ньютона – Пьюизе (см. [120, п.
37]) и асимптотический метод неопределенных коэффициентов Некрасо-
ва – Назарова [12]. Истоки метода Некрасова – Назарова лежат в теории
ветвления решений нелинейных операторных уравнений (см. [120, п. 37],
и [107]). Но метод Некрасова – Назарова имеет принципиальные недостат-
ки: 1) отсутствие способа выбора показателя t в разложении решения за-
дачи (3.3.1)–(3.3.2) в ряд Ньютона – Пьюизе; 2) сложность обоснования; 3)
требование аналитичности оператора F (u, t).

В классической теории ветвления решений уравнений с параметрами
первая трудность преодолевается с помощью исследования конечномерной
системы разветвления Ляпунова – Шмидта (см. [107] и [120, c. 429]).

В случае дифференциальных уравнений с вырождением тоже можно
строить уравнение разветвления. Но при этом проблема сведется к исследо-
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ванию сложных нелинейных дифференциальных уравнений бесконечного
порядка. Поэтому при построении асимптотики ветвей решений нелиней-
ных дифференциальных уравнений в нерегулярных случаях привлекают
непосредственно асимптотические разложения Ньютона – Пьюизэ – Фро-
бениуса [242, п. 3.3], [97] по дробным степеням, логарифмам и экспонентам
аргумента, методы степенной геометрии [18]. Но этот подход недостато-
чен, так как он мало разработан для уравнения (3.3.1) и не избавляет от
указанных выше недостатков.

В силу сказанного представляет несомненный интерес построение тео-
рии последовательных приближений решений задачи Коши (3.3.1)–(3.3.2),
свободной от этих недостатков. Такая теория для интегральных урав-
нений Гаммерштейна была нами изложена в п. 2.1. Здесь мы излагаем
подобный метод последовательных приближений, равномерно сходящий-
ся в окрестности алгебраической точки ветвления решений задачи Коши
(3.3.1)–(3.3.2).

Метод использует редукцию задачи (3.3.1)–(3.3.2) к специальной ре-
гулярной системе, метод диаграмм Ньютона и регуляризатор В. А.
Треногина [120, п. 21, 37] в представлении искомого решения и выборе
начального приближения.

Асимптотика решения и последовательные приближения
в окрестности алгебраической точки ветвления

Пусть выполнены условия:
A) cуществуют числа ν = r/s, θ = r+m

s , где r, s,m – натуральные, r/s —
несократимая дробь, такие, что при u→ 0, t→ 0

||F (u, t)− F (0, t)−
∑

ir+ks=r+m

Fik(u)tk||E2
= o

( ∑
ir+ks=r+m

||u||i|t|k
)
, (3.3.3)

где Fik(u) – i-однородные операторы, i ≥ 1;

B)
||F (0, t)||E2

= O(|t|ν−1); (3.3.4)

C)
| < F (0, t), ψj > | = O(|t|θ), j = 1, n, (3.3.5)

{ψ1, . . . , ψn} — базис в дефектном подпространстве N ∗(B).
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Предполагается, что функция F (0, t) допускает асимптотическое пред-

ставление F (0, t) =
m−s+1∑
k=0

akt
r−s+k
s +O(|t|θ) при t→ 0.

При этом должны выполняться равенства < ak, ψj >= 0, j = 1, n, k =

0,m+ s− 1, т.е. линейные уравнения Buk = ak, k = 0,m+ s− 1 должны
быть разрешимы.

Если оператор F (u, t) достаточно гладкий в окрестности нуля, то числа
ν, r, s,m и операторы Fik(u) в условии А) легко указать, нанеся на коорди-
натную плоскость точки (i, k), отвечающие ненулевым производным

∂i+k

∂ui∂tk
(
F (u, t)− F (0, t)

)∣∣∣∣
u=0, t=0

,

и построив по этим точкам диаграмму Ньютона. Искомое ν полагается
равным tgγ, где γ – угол наклона одного из отрезков диаграммы с отри-
цательным направлением оси i. Соответствующее число r+m

s , равное ор-
динате точки пересечения этого отрезка с осью k, определяет требуемую
гладкость оператора F (u, t) в окрестности нуля. При этом индексы (i, k)

у операторов Fik соответствуют точкам, попавшим на выбранный отрезок
диаграммы Ньютона.

Так как диаграмма Ньютона может иметь несколько отрезков, то выбор
чисел r, s, m и операторов Fik(u) в условии A) может оказаться неодно-
значным. Введем регуляризатор В.А.Треногина (см. [120, c. 221], Лемма
Шмидта)

Γ =

(
B +

n∑
i=1

< ·, γi > zi

)−1

,

где < φi, γk >= δik, < zi, ψk >= δik, {φi}n1 – базис в N (B), {ψi}n1 – базис в
N ∗(B).

Далее будем использовать обозначения: φ := (φ1, . . . , φn)
′, ψ :=

(ψ1, . . . , ψn)
′, cφ :=

n∑
i=1

ciφi, c = (c1, . . . , cn)
′,

û0 =

{
s
rΓa0, если F (0, t) ∼ a0t

r
s−1 при t→ 0;

0, если ||F (0, t)||E2
= O(|t|k) при t→ 0, k > r

s − 1.
(3.3.6)

Пусть наряду с условиями A), B), C) выполнено условие:
D) Система алгебраических уравнений

Lj(c) ≡
∑

ir+ks=r+m

〈
Fik(cφ+ û0), ψj

〉
= 0, j = 1, n (3.3.7)
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имеет простое решение c∗ 6= 0, т.е.

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∂Lj(c∗1, . . . , cn)∂cj

∣∣∣∣∣∣∣∣
i,j=1,n

6= 0

в точке c∗.
Проекторы P =

n∑
i=1

< ·, γi > φi, Q =
n∑
i=1

< ·, ψi > zi порож-

дают разложения пространств E1, E2 в прямые суммы подпространств:
E1 = En

1 u E∞−n1 , E2 = E2,n u E2,∞−n. Здесь подпростанство E∞−n1 со-
стоит из тех элементов u ∈ E1, для которых < u, γi >= 0, i = 1, . . . , n.

E2,∞−n из элементов v ∈ E2, для которых < v, ψi >= 0, i = 1, n,

En
1 = N(B), E2,n = span(z1, . . . , zn). Оператор Γ переводит подпростран-

ство E2,∞−n в подпространство E∞−n1 . Поэтому искомые решения задачи
(3.3.1) – (3.3.2) можно искать в виде

u = Γv(t) +
n∑
i=1

ci(t)φit
ν (3.3.8)

при условии
< v(t), ψi >= 0, i = 1, n. (3.3.9)

Замена (3.3.8) в силу тождества BΓv = v, вытекающего из включения
v(t) ∈ E2,∞−n, сводит уравнение (3.3.1) к уравнению

dv

dt
= F (Γv(t) + c(t)φtν, t)

с условиями v
∣∣
t=0

= 0,〈
F (Γv(t) + c(t)φtν, t), ψj

〉
= 0, j = 1, n.

Поэтому при выполнении условий A), B), C) неизвестные v(t) и c(t) в пред-
ставлении (3.3.8) искомого решения задачи Коши (3.3.1) – (3.3.2) можно
искать из системы n+ 1 уравнений

v(t) =

t∫
0

F (Γv(s) + c(t)φsν, s) ds, (3.3.10)

t−θ
〈
F (Γv(t) + c(t)φtν, t), ψj

〉
= 0, j = 1, n (3.3.11)

относительно неизвестных v(t), c(t), где c(t) = (c1(t), . . . , cn(t))
′,

Таким образом, в силу условий A), B), C), замена (3.3.8) позволяет све-
сти проблему построения решения u(t) с алгебраической точкой ветвления
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t = 0 к отысканию функций v(t) ∼ tνû0 и c(t) ∼ c∗ при t → 0 из систе-
мы (3.3.10)–(3.3.11), где û0 – определяется формулой (3.3.6), c∗ – простое
решение алгебраической системы (3.3.7).

На основании неединственности выбора показателя ν в представлении
(3.3.8) и неединственности решения c∗ точку t = 0 будем называть ал-
гебраической точкой ветвления решений задачи Коши (3.3.1) – (3.3.2), а
решение (3.3.8) его ветвью.

Систему (3.3.10) – (3.3.11) рассмотрим как одно операторное уравнение

Φ(ω, t) = 0 (3.3.12)

относительно непрерывной вектор-функции ω(t) = (v(t), c(t)) аргумента t
со значениями в E2 × Rn. Введем банахово пространство X таких вектор-
функций с нормой

||ω|| = max
|t|≤ρ

(||v(t)||E2
, |c(t)|Rn).

В пространстве X зададим замкнутый шар S(ω0, r), где ω0 = (0, c∗). В ша-
ре S(ω0, r) выделим замкнутое подмножество Ωrρ непрерывных функций
ω(t) = (v(t), c(t)), определенных при |t| ≤ ρ, таких, что ||v(t)||E2

= O(tν),

|c(t) − c∗|Rn = o(1) при t → 0. Покажем, что нелинейное отображение Φ,

действующее из Ωrρ в Ωrρ при достаточно малых r > 0, ρ > 0 удовлетво-
ряет всем условиям принципа сжимающих отображений. Действительно, в
силу выбора чисел ν, θ,m, вектора c∗ и множества Ωrρ оператор Φ на этом
множестве непрерывен, lim

Ω3ω→w0,t→0
Φ(ω, t) = 0. Более того, оператор Φ(ω, t)

имеет в Ωrρ непрерывную производную Фреше по ω. При этом

Φω(ω, t)

∣∣∣∣
ω=ω0, t=0

=

∣∣∣∣∣ I 0

l A

∣∣∣∣∣ ,
где I — тождественный оператор из E2 в E2, 0 — нулевой оператор из Rn

в E2, l = (l1, . . . , ln)
′,

lj =

〈 ∑
ir+ks=r+m

F ′ik(c
∗φ+ û0)Γ·, ψj

〉
, j = 1, n

являются линейными функционалами, определенными на E2,

A =

〈 ∑
ir+ks=r+m

F ′ik(c
∗φ+ û0)φl, ψj

〉
, l, j = 1, n

является невырожденной матрицей n× n.
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Оператор Φω(ω0, 0) имеет ограниченный обратный:

Φω(ω, t)−1 =

[
I 0

−A−1l A−1

]
,

||Φ−1
ω (ω0, 0)||L(X→X) ≤ m.

Введем эквивалентное системе (3.3.12) операторное уравнение

ω = R(ω, t), (3.3.13)

где оператор
R(ω, t) = ω − (Φω(ω0, 0)−1Φ(ω, t)).

Покажем, что последовательные приближения ωn = R(ωn−1, t), ω0 =

(tνû0, c
∗) сходятся к искомому решению уравнения (3.3.13) в окрестно-

сти точки t = 0. В силу условий A), B), C), D) существуют радиусы
r > 0, ρ > 0, положительные постоянные m, l и непрерывные функции
q1(ρ)→ 0, q2(ρ)→ 0 при ρ→ 0, такие, что при любых ω1, ω2 из Ωrρ выпол-
нены оценки:
1) ||Φω(ω1, t)− Φω(ω2, t)||L(X→X) ≤ l||ω1 − ω2||;
2) m||Φ(ω0, t)|| ≤ q2(ρ), m||Φω(ω0, t)− Φω(ω0, 0)||L(X→X) ≤ q1(ρ).

Выбирая ρ > 0 достаточно малым, обеспечим выполнение неравенства

2ml <
(1− q1(ρ))2

q2(ρ)

и положим

r =
1− q1(ρ)−

√
(1− q1(ρ))2 − 2mlq2(ρ)

ml
. (3.3.14)

Напомним, что в силу условий A) и B) при ||v(t)||E2
= O(tν) справедлива

оценка ∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
t∫

0

F (Γv(s) + c(s)Φsν, s) ds

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
E2

= O(tν),

гарантирующая для последовательных приближений ωn(t) требуемую
асимптотическую оценку. С учетом этого нетрудно показать, что опера-
тор R(ω, t) переводит замкнутое множество Ωrρ из шара S(ω0, r) банахова
пространства X самого в себя и является сжимающим с коэффициентом
сжатия

1−
√

(1− q1(ρ))2 − 2ml q2(ρ) < 1.
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Действительно, при ||ω − ω0|| ≤ r, где ω ∈ Ωrρ ⊂ S(ω0, r), в силу нера-
венств 1) и 2) имеем цепочку неравенств ||R(ω, t)− ω0|| =

= ||Φ−1
ω (ω0, 0)

[
Φω(ω0, t)(ω − ω0)− Φ(ω, t) + Φ(ω0, t)− Φ(ω0, t)+

+(Φω(ω0, 0)− Φω(ω0, t))(ω − ω0)

]
|| ≤

≤ m

{
||

1∫
0

(Φω(ω0, t)− Φω(ω0 + θ(ω − ω0), t)) dθ(ω − ω0)||+

+||Φ(ω0, t)||+ ||Φω(ω0, 0)− Φω(ω0, t)||||ω − ω0||
}
≤

≤ 1

2
ml r2 + q2(ρ) + q1(ρ)r = r.

Поэтому существуют r > 0, ρ > 0 такие, что оператор R(ω, t) переводит
множество Ωrρ самого в себя. Далее, при ω ∈ Ωrρ, где r определено выше
формулой (3.3.14) при достаточно малом ρ > 0, имеем оценку

||Rω(ω, t)|| ≤ m||Φω(ω0, 0)− Φω(ω, t) + Φω(ω0, t)− Φω(ω0, t)|| ≤

≤ m||Φω(ω0, 0)− Φω(ω0, t)||+m||Φω(ω, t)− Φω(ω0, t)|| ≤

≤ q1(ρ) +ml r = 1−
√

(1− q1(ρ))2 − 2ml q2(ρ) < 1.

Следовательно, оператор R(ω, t) на множестве Ωrρ является сжимающим
с коэффициентом сжатия меньшим единицы.

Искомое решение ω → ω0 при t → 0 и его можно найти последователь-
ными приближениями:

ωn = ωn−1 − Φ−1
ω (ω0, 0)Φ(ωn−1, t), (3.3.15)

ω0 = (tνû0, c
∗), n = 1, 2, . . . . (3.3.16)

Таким образом, справедлива

Теорема 3.3.1. Пусть выполнены условия A), B), C) и D). Тогда суще-
ствует такое ρ > 0, что при |t| ≤ ρ задача Коши (3.3.1)-(3.3.2) имеет
при t→ 0 малое непрерывное решение

u(t) ∼ tν(c∗φ+ û0),

где c∗ – простой корень системы алгебраических уравнений (3.3.7), функ-
ция û0 определяется по формуле (3.3.6).
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Построенная асимптотика может быть использована как начальное при-
ближение при вычислении ветви решения исходной задачи Коши методом
последовательных приближений в окрестности точки ветвления t = 0.

Следствие 3.3.1. Пусть выполнены условия теоремы 3.3.1. Тогда после-
довательные приближения {un}, где

un = ûn + cnφt
ν,

B̆ûn =

t∫
0

F (un−1(s), s) ds, (3.3.17)

B̆ = B +
n∑
i=1

< ·, γi > z,

A(cn − cn−1) = −
∑

ir+ks=s+m

< F ′ik(c
∗φ+ û0)(ûn − ûn−1),ψ > − (3.3.18)

−t−θ < F (un−1(t), t),ψ >,

u0 = (û0 + c∗φ)tν, сходятся равномерно в окрестности точки t = 0 к
решению задачи Коши (3.3.1) – (3.3.2).

Для доказательства следствия достаточно в итерациях (3.3.15) выписать
конкретный вид оператора Φ(ω, t) и построенной выше производной Фреше
Φω(ω0, 0).

Согласно следствию при построении приближений un на каждом шаге
необходимо решить одно линейное операторное уравнение (3.3.17) с непре-
рывно обратимым оператором B̆ и одну систему линейных алгебраических
уравнений (3.3.18) с невырожденной матрицей A. Оператор B̆−1 = Γ явля-
ется ограниченным согласно [120, c. 221].

При этом мы видим, что точка t = 0 оказывается устранимой особой
точкой правой части СЛАУ (3.3.18). Ввиду неизбежных погрешностей
вычислений это обстоятельство следует учитывать при практических
вычислениях. Регуляризация вычислений в окрестности точки t = 0

может быть достигнута заменой множителя t−θ в правой части (3.3.18) на
(t + sign tα)−θ, где α — малый положительный параметр, согласованный
с погрешностью вычисления δ в соответствии с известной концепцией
регуляризации (см., например, раздел 3 в [48]).
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В качестве иллюстрации изложенного метода решим следующую
начально-краевую задачу, возникающую в некоторых задачах механики
(см. монографии [61; 140; 310]),

∂

∂t

(
∂2u

∂x2
+ u

)
=
∑
i+k=n

bik(x)uitk + a0(x) + a1(x)t+ · · ·

· · ·+ an−1(x)tn−1 + r(u, x, t) (3.3.19)

u|t=0 = 0, u|x=0 = 0, u|x=π = 0.

Функции bik(x), ai(x), r(u, x, t) непрерывны при x ∈ [0, π] в окрестности
точки t = 0, u = 0. Функция r(u, x, t) имеет непрерывную производную по
u, а при u → 0, t → 0 удовлетворяет оценке |r(u, x, t)| = o(

∑
i+k=n

|u|i|t|k).

Положим
E1 =

◦ (2)

C [0,π], E2 = C[0,π], Fik(x) = bik(x)ui.

Здесь оператор B = ∂2

∂x2 + I действует из E1 в E2 и является фредгольмо-
вым, dimN (B) = 1, φ(x) = ψ(x) = sinx.

Диаграмма Ньютона, построение которой описано выше, в этом приме-
ре имеет один отрезок, и он проходит через точки (0, n), (n, 0.) Поэтому
условие A) выполнено при r = s = 1, m = n − 1. Условие B) очевидно

выполнено. Условие С) выполняется, если
π∫
0

ai(x) sinx dx = 0, i = 0, n− 1.

Система D) оказывается одним нелинейным алгебраическим уравнением

L(c) :=

π∫
0

∑
i+k=n

bik(x)(c sinx+ û0(x))i dx = 0,

где û0(x) — решение линейной краевой задачи

d2u

dx2
+ u = a0(x),

u(0) = u(π) = 0.

Поэтому в силу теоремы каждому простому корню c∗ полинома L(c)

отвечает в этом примере решение u(t, x) ∼ t(c∗ sinx+ û0)) при t→ 0.

В заключении параграфа отметим, что результаты теоремы и следствия
при дополнительном ограничении на нелинейный оператор F (u, t) сохраня-
ются в случае, когда оператор B не является нормально разрешимым. Дей-
ствительно, пусть dimN (B) = dimN ∗(B) = n ≥ 1, но область значений
оператора B незамкнута. Тогда указанный выше оператор Γ существует,
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но будет неограниченным. Пусть при этом область значений непрерывного
оператора F (u, t) при любых u, t принадлежит области значений операто-
ра B̆. Очевидно, что тогда доказательство теоремы остается справедливым
и более того, можно использовать итерационные формулы следствия, при-
влекая для решения соответствующих линейных уравнений (3.3.17) хорошо
разработанные методы регуляризации некорректных задач (см. библиогра-
фию в [48], раздел 3).

3.4 Операторные уравнения Вольтерра II рода в нерегулярном
случае

В этом параграфе мы изложим метод построения асимптотики непре-
рывных ветвей решений операторно-интегральных уравнений Вольтерра
II рода (3.4.1), (3.4.15), используя методологию п. 3.3. Построим метод
последовательных приближений, равномерно сходящийся в окрестности
точки ветвления. В случае, когда уравнение (3.4.15) не имеет непрерывных
решений, изложим способ построения обобщенных решений в пространстве
распределений Соболева-Шварца. Доказанные при этом общие теоремы
существовани применим для решения начально-краевой задачи, возни-
кающей при моделировании нестационарных процессов в полупроводниках.

Итак, рассмотрим уравнение

G(u, t) +

t∫
0

K(t, s, u(s)) ds = 0, 0 ≤ s ≤ t ≤ ρ, (3.4.1)

где

G(u, t) =
N∑

i+k≥1

Gik(u)tk +R1(u, t),

K(t, s, u) =
N∑

i+k+j≥0

Kikj(u)tksj +R2(u, t, s).

Операторы G и K действуют из банахова пространства E1 в банахово
пространство E2 и определены в окрестности точки u = 0, t = 0, s =

0; Gik(u), Kikj(u) — i-степенные операторы. Операторы R1 и R2 непрерыв-
ны, дифференцируемы по u в смысле Фреше и удовлетворяют оценкам

||R1(u, t)|| = o ((||u||+ |t|)N),
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||R2(u, t, s)|| = o ((||u||+ |t|+ |s|)N).

После выхода работ Вито Вольтерры, заложивших основы интеграль-
ных уравнений, впоследствии названных его именем, появилась масса пуб-
ликаций, посвященных таким уравнениям, их обобщениям и приложени-
ям. Однако в этой библиографии нет статей, посвященных нелинейному
уравнению (3.4.1) с необратимым оператором в главной части. Поэтому
разработка теории интегральных уравнений вида (3.4.1) в нерегулярных
случаях остается нерешенной задачей.

Мы изучим нерегулярный случай, когда G10 ≡ B – замкнутый фред-
гольмов оператор из E1 в E2 с плотной областью определения в E1.
Предполагается, что {φ}n1 – базис в N(B), {ψi}n1 – базис в подпростан-
стве N(∗B). Уравнение (3.4.1) представляeт интерес во многих моделях
прикладной математики [29; 61; 175; 242; 310]. К таким уравнениям сво-
дятся некоторые начально-краевые задачи для уравнений с частными
производными с необратимым оператором в главной части (см., напри-
мер [61; 242; 310]).

Асимптотика решения в окрестности алгебраических точек ветвления

Введем обозначение

GN(u, t) =
N∑

i+k≥1

Gik(u)tk −G10u.

Пусть выполнено следующее условие
(A) Существуют ν = r

s , θ = r+m
s , где r, s,m натуральные числа, такие, что

GN(tνv, t) = tθ
∑

iν+k=θ

Gik(v) + r(v, t), (3.4.2)

и имеют место оценки

||r(v, t)|| = o(tθ), ||R1(t
νv, t)|| = o(tθ),

||K(t, t, tνv)|| = O(tθ).

В конкретных случаях числа r, s,m легко можно вычислить, нанеся на
координатную плоскость целочисленные точки (i, k), отвечающие ненуле-
вым членамGik(u), и построив соответствующую диаграмму Ньютона [120,
гл. 9, п. 37]. Искомое ν полагается равным tg γ, где γ – угол наклона одно-
го из отрезков диаграммы с отрицательным направлением оси i. Соответ-
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ствующее θ будет равно ординате точки пересечения продолжения этого
отрезка с осью k.

Так как диаграмма Ньютона может содержать несколько отрезков, то
выбор ν и θ в представлении (3.4.2) может оказаться неоднозначным.

Пусть наряду с условием (А) выполнено следующее условие
(B) Система алгебраических уравнений

lj(c) ≡
〈 ∑
iν+k=θ

Gik(cφ), ψj

〉
= 0, (3.4.3)

где j = 1, n, cφ =
n∑
1
ciφi, имеет простое решение c∗ 6= 0.

Введем ограниченный оператор В. А. Треногина [120, с. 221]

Γ =

(
B +

n∑
i=1

〈·, γi〉zi
)−1

,

где
〈φi, γk〉 = δik, 〈zi, ψk〉 = δik.

Будем искать решение уравнения (3.4.1) в виде

u = (Γv + cφ)tν. (3.4.4)

Неизвестная функция v(t) удовлетворяет равенствам

〈v, ψi〉 = 0, i = 1, n. (3.4.5)

Уравнение (3.4.1) перепишем в виде

Bu = R(u, t), (3.4.6)

где

R(u, t) = Bu−G(u, t)−
t∫

0

K(u(s), t, s) ds.

С помощью замены (3.4.4) уравнение (3.4.6) приведем к виду

v = t−νR((Γv + cφ)tν, t), (3.4.7)

дополнив его условиями

t−θ < R((Γv + cφ)tν, t), ψj >= 0, (3.4.8)

j = 1, n, вытекающими из (3.4.5).
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Таким образом, задача построения решения u(t) с алгебраической точ-
кой ветвления при t = 0 свелась к отысканию функций v(t) и c =

(c1(t), ..., cn(t)) из системы (3.4.7), (3.4.8).

Будем искать c(t)→ c? и v(t)→ 0 при t→ 0, где вектор c? — простое ре-
шение системы (3.4.3). На основании представления (3.4.4) и неединствен-
ности c? точку t = 0 будем называть алгебраической точкой ветвления
решения уравнения (3.4.1). Систему (3.4.7), (3.4.8) рассмотрим как одно
операторное уравнение

Φ(ω, t) = 0 (3.4.9)

относительно элемента ω = (v, c). Введем банахово пространство X эле-
ментов ω с нормой

||ω|| = max
0≤t≤ρ

(||v(t)||E2
+ |c(t)|Rn).

Тогда нелинейное отображение Φ будет действовать из X в X. В силу
выбора чисел ν, θ оператор Φ непрерывен в окрестности точки ω0 = (0, c?),

t0 = 0. При этом
lim
ω→ω0
t→0

Φ(ω, t) = 0.

Более того, оператор Φ(ω, t) имеет непрерывную производную Фреше по ω
в окрестности точки ω0, t0 = 0

Φ′ω(ω, t)

∣∣∣∣
ω=ω0,t=0

=

(
I, 0

l, Ξ

)
.

Здесь I – тождественный оператор из E2 в E2, 0 – нулевой оператор из Rn

в E2, l := (l1, ..., ln)
′,

lj =

〈 ∑
iν+k=θ

G′ik(c
∗φ)Γ·, ψj

〉
, j = 1, n,

являются линейными функционалами, определенными на E2,

Ξ =

〈 ∑
iν+k=θ

G′ik(c
∗φ)φs, ψj

〉∣∣∣∣
s,j=1,n

является невырожденной матрицей размерности n×n. Введем эквивалент-
ную (3.4.9) систему

ω = µ(ω, t), (3.4.10)

где
µ(ω, t) = ω −

(
Φω(ω0, 0)

)−1
Φ(ω, t).
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В силу введенных выше условий существуют радиусы ρ > 0, r > 0, поло-
жительные постоянные m, l и непрерывные функции q1(ρ)→ 0, q2(ρ)→ 0

при ρ→ 0 такие, что

1. ||Φ−1
ω (ω0, 0)|| ≤ m;

2. ||Φω(ω1, t)− Φω(ω2, t)|| ≤ l||ω1 − ω2|| при ||ωi − ω0|| ≤ r, 0 ≤ t ≤ ρ;

3. m||Φ(ω0, t)|| ≤ q2(ρ), m||Φω(ω0, t)− Φω(ω0, 0)|| ≤ q1(ρ).

Выбирая ρ > 0 достаточно малым обеспечим выполнение неравенства

2ml <
(1− q1(ρ))2

q2(ρ)
(3.4.11)

и положим

r = min

{
R,

1− q1(ρ)−
√

(1− q1(ρ))2 − 2mlq2(ρ)

ml

}
. (3.4.12)

Тогда оператор µ будет переводить шар s(ω0, r) самого в себя и являться
сжимающим с коэффициентом сжатия

1−
√

(1− q1(ρ))2 − 2mlq2(ρ) < 1.

Действительно, при ||ω−ω0|| ≤ r в силу неравенств 1, 2 и 3 имеем цепочку
неравенств

‖µ(ω, t)− w0‖ = ‖Φ−1
ω (ω0, 0)

{
Φω(ω0, t)(ω − ω0)− Φ(ω, t)+

+Φ(ω0, t)− Φ(ω0, t) + (Φω(ω0, 0)− Φω(ω0, t))(ω − ω0)

}
‖ ≤

≤ m

∥∥∥∥∥∥
1∫

0

(Φω(ω0, t)− Φω(ω0 + Θ(ω − ω0), t))dθ(ω − ω0)

∥∥∥∥∥∥+

+m‖Φ(ω0, t)||+m‖Φω(ω0, 0)−Φω(ω0, t)‖‖ω−ω0‖ ≤
1

2
mlr2+q2(ρ)+q1(ρ)r = r.

Поэтому в силу выбора r согласно (3.4.12) при условии (3.4.11) оператор
µ(ω, t) переводит шар s(ω0, r) самого в себя.

Далее, при ω ∈ S(ω0, r) имеем оценку

‖µω(ω, t)‖ ≤ m‖Φω(ω0, 0)− Φω(ω, t) + Φω(ω0, t)− Φω(ω0, t)‖ ≤

≤ m||Φω(ω0, 0)− Φω(ω0, t)‖+m‖Φω(ω, t)− Φω(ω0, t)‖ ≤

≤ q1(ρ) +mlr ≤ 1−
√

(1− q1(ρ))2 − 2mlq2(ρ) < 1.
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Следовательно, оператор µ на шаре S(ω0, r) является сжимающим с коэф-
фициентом сжатия меньшим единицы. Поэтому искомое решение ω(t) →
(0, c∗) при t→ 0 можно найти методом последовательных приближений

ωn = ωn−1 − Φ−1
ω (ω0, 0)Φ(ωn−1, t), (3.4.13)

где ω0 = (0, c∗), n = 1, 2, ...

Φ−1
ω (ω0, 0) =

(
I, 0

−Ξ−1l, Ξ−1

)
.

Из изложенного вытекает

Теорема 3.4.1. Пусть выполнены условия (A) и (B). Тогда существует
ρ > 0, такое, что при 0 ≤ t ≤ ρ уравнение (3.4.1) имеет непрерывное
решение

u(t) = tν(c∗φ) + r(t), (3.4.14)

где ||r(t)|| = o(tν) при t → 0. Функция r(t) определяется единственным
образом методом последовательных приближений.

Замечание 3.4.1. Теорему 3.4.1 можно уточнить, введя вместо условий
(A), (B) условие (A′) :

G(tνv, t)−G(0, t) = tνP (v) + o(tν),

где G(0, t) = v0t
ν + o(tν) при t→ 0 и введя условие следующего вида

(B′) система
〈P (Γv0 + cφ), ψj〉 = 0, j = 1, . . . , n,

имеет простое решение c∗.

Тогда результат теоремы 3.4.1 сохраняется. Но при этом вместо (3.4.14)
имеем решение вида u = tν(Γv0 + c∗φ) + r(t), где ||r(t)|| = o(tν). Напомним,
что в условиях теоремы 3.4.1 v0(x) ≡ 0. Поэтому замечание 3.4.1 уточняет
теорему 3.4.1.

Замечание 3.4.2. Результат теоремы 3.4.1 сохраняется и для возму-
щенного уравнения

G̃(u, t) +

t∫
0

K̃(t, s, u(s)) ds = 0,
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если возмущенные операторы G̃, K̃ непрерывны, дифференцируемы по u и
удовлетворяют асимптотическим оценкам

||G̃(u, t)−G(u, t)|| = o(tν),

||K̃(t, t, tνv)|| = O(tθ),

||Q(G̃(u, t))−G(u, t))|| = o(tθ),

где Q =
n∑
i=1
〈·, ψi〉zi — проектор в E2.

Возмущение линейного уравнения с фредгольмовым оператором
нелинейным Вольтерровым оператором

Рассмотрим уравнение

Bu = b(t) +

t∫
0

K(t, s, u(s)) ds, 0 ≤ t ≤ ρ, (3.4.15)

где B — фредгольмов оператор, b(t) — дифференцируемая функция со зна-
чениями в E2, отображениеK(t, s, u) — дифференцируемо по t, непрерывно
по s и удовлетворяет по u условию Липшица.

К уравнению (3.4.15) можно свести некоторые начально-краевые задачи
для дифференциальных уравнений с частными производными, рассмот-
ренные в [61; 242; 310].

Сначала рассмотрим случай, когда b(0) ∈ R(B) и уравнение (3.4.15)
может иметь непрерывные решения. Введем следующее условие
(C) Система

lj(c) ≡ 〈b′(0) +K(0, 0,Γb(0) + cφ), ψj〉 = 0, j = 1, n, (3.4.16)

имеет простое решение c∗. Тогда имеет место

Теорема 3.4.2. Пусть выполнено условие (C), b(0) ∈ R(B). Тогда урав-
нение (3.4.15) имеет непрерывное решение

u = Γb(0) + c∗φ+ r(t),

где функция r(t)→ 0 при t→ 0 и определяется единственным образом.

Доказательство. Используя замену u = Γv(t) + c(t)φ, где

< v(t), ψj >= 0, j = 1, n,
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уравнение (3.4.1) сведем к системе

v(t) = b(t) +

t∫
0

K(t, s,Γv(s) + c(s)φ) ds, (3.4.17)

〈
b(t) +

∫ t

0
K(t, s,Γv(s) + c(s)φ) ds, ψj

〉
= 0, j = 1, n. (3.4.18)

Так как b(0) ∈ R(B), то равенство (3.4.18) можно заменить уравнениями〈
K(t, t,Γv(t) + c(t)φ) + b′(t) +

t∫
0

Kt(t, s,Γv(s) + c(s)φ)) ds, ψj

〉
= 0,

(3.4.19)
j = 1, n.

Систему (3.4.17), (3.4.19) рассмотрим в окрестности точки ω0 =

(b(0), c∗), t0 = 0 как одно операторное уравнение Φ(ω, t) = 0. При этом
оператор

Φω(ω0, 0) =

[
I, 0

〈Ku(0, 0,Γb(0) + c∗φ)Γ·,Ψ〉 , Ξ

]
,

где Ψ = (ψ1, ..., ψn)
′, Ξ = [〈Ku(0, 0,Γb(0) + c∗φ)φi, ψj〉]i,j=1,n — невырожден-

ная матрица, имеет ограниченный обратный оператор. Поэтому из доказа-
тельства теоремы 3.4.1 вытекает, что последовательность ωn, где

ωn = ωn−1 − Φ−1
ω (ω0, 0)Φ(ωn−1, t), ω0 = (b(0), c∗),

сходится в окрестности точки t = 0 к искомому решению. Теорема 3.4.2
доказана.

Пусть теперь b(0) /∈ R(B.) В этом случае уравнение (3.4.15) не может
иметь непрерывных решений u. Следуя результатам второй главы (см. п.
2.4), будем искать решение в классе обобщенных функций. С этой целью
рассмотрим банахово пространство E как подмножество линейных непре-
рывных функционалов из E∗∗, определенных на E∗. Введем

Определение 3.4.1. Множество бесконечно-дифференцируемых финит-
ных функций s(t) с носителями в интервале (0, ρ) и значениями в E∗

обозначим через (D;E∗) Множество линейных непрерывных функциона-
лов, определенных на (D;E∗) со значениями в E, назовем пространством
обобщенных функций и обозначим через (D′;E).
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Определение 3.4.2. Элемент u из (D′;E1) назовем обобщенным реше-
нием уравнения F (u, t) = 0, где F : E1 → E2, если для ∀s(t) ∈ (D;E∗2)

выполнено тождество
〈F (u, t), s(t)〉 = 0.

Будем предполагать, что выполнено следующее условие
(D) K(t, s, u) = Ku+ g(t, s, u),

где
K ∈ L(E1 → E2),

g(t, s, u) =
∞∑

k,j=0

∞∑
i=1

qikj(u)tksi+j,

qikj(u) — i−степенные операторы из E1 в E2,

det[〈Kφi, ψj〉]i,j=1,n 6= 0.

Ищем в классе (D′;E1) обобщенное решение уравнения (3.4.15) в виде

u = (αφ)δ(t) + Γv(t) + c(t)φ, (3.4.20)

где aφ =
∑n

1 aiφi, a ∈ Rn, δ(t) – функция Дирака, v(t) – регулярная функ-
ция t со значениями в E2, c(t) = (c1(t), ..., cn(t))

′ — регулярная вектор-
функция,

〈v(t), ψj〉 = 0, (3.4.21)

j = 1, n.

Так как согласно [28] sδ(s) = 0, то, подставляя (3.4.20) в (3.4.15) и учи-
тывая, что в силу (3.4.21) BΓv = v, получим уравнение
v(t) = b(t) +Kaφ+

+

t∫
0

{
K(Γv(s) + c(s)φ) + g(t, s,Γv(s) + c(s)φ)

}
ds (3.4.22)

с условиями 〈
b(t) +Kaφ+

∫ t

0
{K(Γv(s) + c(s)φ)+

+q(t, s,Γv(s) + c(s)φ)} ds, ψj
〉

= 0, j = 1, n. (3.4.23)

Выберем вектор a∗ как решение системы линейных алгебраических урав-
нений

〈b(0) +Kaφ, ψj〉 = 0, j = 1, n.
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Тогда уравнения (3.4.23) становятся эквивалентными уравнениям〈
b′(t) +KΓv(t) +Kc(t)φ+ g(t, t,Γv(t) + c(t)φ)+

+

t∫
0

qt(t, s,Γv(s) + c(s)φ) ds, ψj

〉
= 0, j = 1, n. (3.4.24)

Систему (3.4.22), (3.4.24) рассмотрим как одно операторное уравнение
Φ(ω, t) = 0 в окрестности точки ω0 = (vo, c

∗), t0 = 0, где v0 = b(0) +Ka∗φ,

c∗ — единственное решение системы алгебраических уравнений

〈Kcφ, ψj〉+ 〈b′(0) +KΓv0, ψj〉 = 0, j = 1, n.

При этом оператор

Φω(ω0, 0) =

(
I, 0

〈KΓ·,Ψ〉 , Ξ

)
,

где Ξ = [〈Kφi, ψj〉]i,j=1,n — невырожденная матрица, имеет ограниченный
обратный. Следовательно, на основании доказательства теоремы 3.4.2 су-
ществует элемент ω(t) → (v0, c

∗) при t → 0 и определяется единствен-
ным образом методом последовательных приближений. Из изложенно-
го вытекает

Теорема 3.4.3. Пусть выполнено условие (D), b(0) /∈ R(B). Тогда урав-
нение (3.4.15) имеет в классе (D′;E1) решение

u = a∗φδ(t) + Γ(b(0) +Ka∗φ) + c∗φ+ r(t),

где a∗, c∗ — определенные векторы из Rn, функция r(t) → 0 при t → 0 и
определяется единственным образом.

Замечание 3.4.3. В теореме 3.4.3 предполагалось, что
det[〈Kφi, ψj〉]i,j=1,n 6= 0. Это ограничение не существенно. Использование
фундаментальных оператор-функций сингулярных операторов [122] поз-
воляет исследовать обобщенные решения и при условии, что оператор B
имеет полный K-жорданов набор, когда приведенное ограничение может
не выполняться.
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Модель динамики несжимаемой вязкоупругой жидкости
Бенжамина-Бона-Махони

Рассмотрим уравнение

∂

∂t

(
∂2u

∂x2
+ u

)
+R

(
u,
∂u

∂x
,
∂2u

∂x2
, t, x

)
= 0, (3.4.25)

являющееся модельным в ряде приложений, в том числе при моделирова-
нии нестационарных процессов в полупроводниках (см. монографии [61],
[310]).

Отметим, что такие нелинейные уравнения псевдопараболического типа
лежат в основе моделей, описывающих распространие потока жидкости в
пористой среде, в реологических моделях глинистых грунтов, в термоди-
намике, в моделировании распространения волн малой амплитуды.

Введем начально-краевые условия

u|x=0 = 0, u|x=π = 0, (3.4.26)(
∂2u

∂x2
+ u

)∣∣∣∣
t=0

= v0(x). (3.4.27)

Задача (3.4.25), (3.4.26), (3.4.27) преобразуется к уравнению

∂2u

∂x2
+ u− v0(x) +

t∫
0

R

(
u(t, x),

∂u(t, x)

∂x
,
∂2u(t, x)

∂x2
, t, x

)
dt = 0, (3.4.28)

с граничными условиями (3.4.26). В этом уравнении согласно выше введен-

ным обозначениям оператор B = ∂2

∂x2 +1 действует из
o

C
(2)

[0,π] в C[0,π] и является
фредгольмовым оператором. При этом dimN(B) = 1, φ = ψ = sinx,

Γv =
2

π

π∫
0

∞∑
k=2

sin kx sin ks

1− k2
v(s) ds.

Рассмотрим два случая.
Случай 1.
Функция v0(x) согласована с краевыми условиями (3.4.26), т.е.∫ π

0 v0(x)sinxdx = 0. Тогда v0 ∈ R(B) и можно применить теорему
3.4.2. Для этого введем согласно условию С теоремы 3.4.2 алгебраическое
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уравнение
π∫

0

sinx R

(
(Γv0)(x) + c sinx, (Γv0)

(1)
(x) + c cosx, (3.4.29)

(Γv0)
(2)
(x) − c sinx, 0, x

)
dx = 0,

предполагая, что функция R(u, ∂u∂x ,
∂2u
∂x2 , t, x) удовлетворяет условию Лип-

шица по u, ux, uxx и дифференцируема по t. Тогда согласно теореме 3.4.2
каждому простому корню c∗ уравнения (3.4.29) отвечает решение задачи
(3.4.25), (3.4.26), (3.4.27) вида

u = (Γv0)(x) + c∗ sinx+ r(t, x),

где функция r(t, x)→ 0 при t→ 0 и определяется однозначно.
Случай 2.
Пусть v0 = 0. Если при этом существуют положительные рациональные
числа ν = r

s , θ = r+m
s такие, что

R

(
tνv, tν

∂v

∂x
, tν

∂2v

∂x2
, t, x

)
= tθP

(
v,
∂v

∂x
,
∂2v

∂x2
, x

)
+ o(tθ)

и алгебраическое уравнение
π∫

0

P (c sinx, c cosx,−c sinx, x) sinx dx = 0

имеет простое решение c∗ 6= 0, то задача (3.4.25), (3.4.26), (3.4.27) имеет
решение

u = tνc∗ sinx+ o(tν).

Случай, когда функция v0(x) не согласована с краевыми условиями
(3.4.26), требует особого рассмотрения. В этом случае, согласно теореме
3.4.3 при определенных условиях на функцию R, решение можно искать в

классе обобщенных функций (D′;
o

C
(2)

[0,π]).

Наконец, пусть для конкретности, как в уравнениях Осколкова-
Бенжамина-Бона-Махони, моделирующих динамику несжимаемой вязко-
упругой жидкости типа Кельвина–Фойгта [61, c. 94]

R(u, ux, uxx, t, x) =
∂u

∂x
+ u

∂u

∂x
+
∂2u

∂x2
.
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Тогда алгебраическое уравнение (3.4.29) будет линейным вида−π
2

+
1

6

π∫
0

sin 2sv0(s) ds

 c+ b = 0,

где b = 1
2

π∫
0

d
dx(Γv0)

2 sinx dx. Если при этом
∫ π

0 sin 2sv0(s) ds 6= 3π, то со-

гласно теореме 3.4.2 существует решение

u = −b
[
−π

2
+

1

6

∫ π

0
sin 2sv0(s) ds

]−1

sinx+ Γv0 + r(t, x),

где r(t, x)→ 0 при t→ 0.

3.5 Последовательные приближения решений нелинейных
уравнений с векторным параметром в нерегулярном случае

В этом параграфе мы рассмотрим нелинейное операторное уравнение
(3.5.1) с фредгольмовым линейным оператором в главной части. Нелиней-
ная часть такого уравнения зависит от функционалов α(λ), β(λ), опреде-
ленных на открытом множестве линейного нормированного пространства
Λ. Излагается метод последовательных асимптотических приближений ре-
шений, разветвляющихся при λ = 0. Метод применен для исследования
нелинейной краевой задачи, описывающей колебания спутника в плоско-
сти его эллиптической орбиты.

Пусть X, Y — банаховы пространства, Λ — линейное нормированное
пространство. Рассмотрим нелинейное операторное уравнение

Bu = F (u, α(λ), β(λ)), (3.5.1)

где
F (u, α, β) = FN(u, α, β) +O((||u||+ |α|+ |β|)N+1),

FN(u, α, β) =
N∑

i+k+j=1

Fikj(u)αkβj, F100 = 0,

Fikj(u) — i-степенные отображения банахова пространства X в банахово
пространство Y. Замкнутый фредгольмов оператор B действует из X в Y
и имеет плотную область определения в X. Предполагается, что {φi}n1 —
базис в N(B), а {ψi}n1 — базис в подпространстве N(B∗), α(λ) и β(λ)—
непрерывные функционалы параметра λ из открытого множества Ω ⊂ Λ,

где Λ – линейное нормированное пространство, 0 ∈ ∂Ω, α(0) = 0, β(0) = 0.

Множество Ω назовем секториальной окрестностью нуля.

140



Обратимся ко второй главе. В п. 2.1 мы строили решения различных
порядков малости интегрального уравнения Гаммерштейна со скалярным
параметром λ ∈ R1.

Целью данного параграфа, продолжающего исследования, представлен-
ные в п. 2.1, является построение последовательных приближений непре-
рывных решений u(λ)→ 0 при Ω 3 λ→ 0 уравнения (3.5.1) в секториаль-
ной окрестности Ω точки λ = 0.

В основе излагаемого в этом параграфе метода лежит развитие резуль-
татов из п. 2.1, полученных с помощью аналитической теории ветвления
решений операторных уравнений [20; 107; 120]. Метод изложен в п. 3.5, а
в п. 3.5 применен для решения нелинейной краевой задачи, описывающей
колебание спутника в плоскости его эллиптической орбиты.

Теорема существования и последовательные приближения

Пусть выполнено следующее условие
(A) Существуют ν = r

s , θ = r+m
s , где r,m, s – натуральные числа, такие,

что отображение FN допускает представление

FN(ανv, α, 0) = αθ
∑

iν+k=θ

Fiko(v) + r(v, α), (3.5.2)

||r(v, α)|| = o(αθ), θ < N. В конкретных случаях для определения подхо-
дящих чисел r, s,m надо нанести на координатную плоскость точки (i, k),

отвечающие ненулевым членам Fik0 в разложении отображения FN(u, α, 0)

и построить соответствующую диаграмму Ньютона. Искомое ν полагается
равным tgγ, где γ — угол наклона одного из отрезков диаграммы с отри-
цательным направлении оси абсцисс i. При этом θ будет равно ординате
точки пересечения продолжения этого отрезка с осью ординат k. Так как
диаграмма Ньютона может иметь несколько отрезков, то выбор натураль-
ных чисел r, s,m может оказаться неоднозначным.

Пусть в окрестности нуля выполнено следующее неравенство
(B) ||F (u, α, β)− F (u, α, 0)|| ≤ L(||u||, |α|, |β|)|β|, где

L(||u||, |α|, |β|) = O((||u||+ |α|+ |β|)l), l ≥ 0.

Пусть функционалы α(λ), β(λ) в секториальной окрестности Ω удовлетво-
ряют оценке
(C) β(λ) = o(αθ(λ)) при Ω 3 λ→ 0.
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Замечание 3.5.1. Если l ≥ max(r+ms , r+mr ), то условие (C) можно заме-
нить на менее ограничительное β = o(α

θ
1+l ).

Пусть кроме того выполнено следующее условие
(D) Система алгебраических уравнений

Lj(c) ≡
〈 ∑
ir+ks=r+m

Fiko(cΦ),Ψj

〉
= 0,

где j = 1, . . . , n, cφ =
n∑
k=1

ckφk, имеет простое решение c∗. Введем регуля-

ризатор [120, c. 221].

Γ =
(
B +

n∑
i=1

〈·, γi〉zi
)−1

,

где < φi, γk >= δik, < zi, ψk >= δik. Для построения малых решений урав-
нения (3.5.1) будем использовать униформизацию

u = (Γv(λ) + c(λ)φ)α(λ)ν, (3.5.3)

где c(0) = c∗, v(0) = 0. Неизвестная функция v(λ) удовлетворяет равен-
ствам 〈v, ψi〉 = 0, i = 1, . . . , n. С помощью замены (3.5.3) уравнение (3.5.1)
приведем к виду

v = F ((Γv + cφ)αν, α, β)α−ν, (3.5.4)

дополнив его равенствами

α−θ 〈F ((Γv + cφ)αν, α, β), ψj〉 = 0, j = 1, . . . , n. (3.5.5)

Таким образом, задача построения ветвей (3.5.3) свелась к отысканию
функций v(λ) и c(λ) = (c1(λ), . . . , c(λ))′ из системы (3.5.4) – (3.5.5). Бу-
дем искать при Ω 3 λ→ 0 функцию v(λ)→ 0 и c(λ)→ c∗. Систему (3.5.4)
– (3.5.5) рассмотрим как одно операторное уравнение

Φ(ω, λ) = 0 (3.5.6)

относительно элемента ω = (v, c). Введем банахово пространство E эле-
ментов ω с нормой

ω = max
λ∈Ω1

(||v(λ)||Y + |c(λ)|Rn),

где Ω1 ⊂ Ω ⊂ Λ. Нелинейное отображение Φ, зависящее от малого век-
торного параметра λ, действует из E в E. В силу выбора чисел r, s,m

и выше указанного асимптотического согласования в области Ω функци-
оналов α(λ), β(λ), (см. условие (C)) оператор Φ непрерывен при λ ∈ Ω
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в окрестности точки ω0 = (0, c∗). При этом lim
ω→ω0,Ω3λ→0

Φ(ω, λ) = 0. Более

того, оператор Φ(ω, λ) имеет непрерывную производную Фреше по ω при
λ ∈ Ω в окрестности элемента ω0. При этом

Φω(ω0, 0) =

(
I 0

l A

)
.

Здесь I — тождественный оператор из Y в Y, 0 — нулевой оператор из
Rn в Y, l = (l1, . . . , ln)

′, lj(·) =
〈 ∑
ir+ks=r+m

F ′ik(c
∗φ)Γ(·), ψj

〉
, j = 1, . . . , n —

линейные функционалы, определенные на Y,

A =

〈 ∑
ir+ks=r+m

F ′ik(c
∗φ)φl, ψj

〉∣∣∣∣∣
l,j=1,n

— невырожденная матрица n × n. Линейный ограниченный оператор
Φω(ω0, 0), действующий из E в E, имеет ограниченный обратный

Φ−1
ω (ω0, 0) =

(
I 0

−A−1l(·) A−1

)
.

Таким образом, при λ ∈ Ω уравнение (3.5.6) в окрестности точки ω0 удо-
влетворяет условиям теоремы о неявном операторе (см. [120], cтр. 411).
Следовательно, существует область Ω1 ⊂ Ω, 0 ∈ ∂Ω такая, что искомое
непрерывное решение ω → ω0 при Ω1 ∈ λ → 0 можно найти последова-
тельными приближениями

ωn = ωn−1 − Φ−1
ω (ω0, 0)Φ(ωn−1, λ),

где ω0 = (0, c∗), n = 1, 2, . . . . Из изложенного вытекает

Теорема 3.5.1. Пусть выполняются условия (A) – (D). Тогда суще-
ствует открытая область Ω1 ⊂ Ω, 0 ∈ ∂Ω1, Ω1 ⊂ Ω1, такая, что при
λ ∈ Ω1, β(λ) = o(α(λ)) уравнение (3.5.1) имеет непрерывное решение

u(λ) = α(λ)ν(c∗φ+ r(λ)), (3.5.7)

где c∗ — простой корень системы (D), функция r(λ) определяется одно-
значно последовательными приближениями, ||r(λ)|| = o(1) при Ω ∈ λ →
0.

Следствие 3.5.1. Если выполнены условия теоремы 3.5.1, то при λ ∈ Ω1

последовательность un = ûn + cnφα
ν, где функции ûn, cn вычисляются из
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линейных уравнений
B̌ûn = F (un−1, α, β),

A(cn − cn−1) = −l(B̌(ûn − ûn−1))− α−θ < F (un−1, α, β), ψ >,

û0 = 0, c0 = c∗, u0 = c∗φαν, n = 1, 2, . . . ,

сходится к решению (3.5.7). Здесь B̌ = B +
n∑
1
< ·, γi > zi– обратимый

оператор, A — невырожденная матрица,

l(B̌(ûn − ûn−1)) =

〈 ∑
ir+ks=r+m

F ′ik(c
∗φ)(ûn − ûn−1), ψ

〉
,

ψ = (ψ1, . . . , ψn)
′.

Модель колебания спутника в плоскости его эллиптической орбиты

Рассмотрим два примера, демонстрирующие эффективность предложен-
ного метода.

i) Рассмотрим краевую задачу

(1 + e cosx)
d2u

dx2
− 2e sinx

du

dx
+ α sinu− 4e sinx = 0, (3.5.8)

u(0) = u(π) = 0, (3.5.9)

описывающую колебания спутника в плоскости его эллиптической орбиты
(см. [20, п. 36], [245]. Здесь e – эксцинтриситет, параметр α зависит от глав-
ных центральных моментов инерции. В [20] построено уравнение разветв-
ления этой задачи и показано, что задача (3.5.8)–(3.5.9) может иметь три
вещественных решения. Теорема 3.5.1 позволяет найти асимптотические
соотношения между параметрами e и α, при выполнении которых эти ре-
шения строятся последовательными приближениями. Полагая α = α0 + λ

перепишем задачу в виде операторного уравнения (3.5.1). В нашем слу-

чае линейный оператор B = d2

dx2 + α0 действует из пространства
◦ (2)

C [0,π]

в C[0,π] и является фредгольмовым, причем при α0 = n2, dimN(B) = 1,

φ(x) = ψ(x) =
√

2
π sinx. Нелинейная часть уравнения (3.5.1) имеет вид

F (u, λ, e) = −ed
2u

dx2
+ 2e

du

dx
− λ sinu+ u− sinu+ 4e sinx.
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Если e = 0, то при любых α существует тривиальное решение u0 = 0,

причем правее критических точек (точек бифуркации) α0 = n2 от триви-
ального решения ответвляются два нетривиальных решения

u1,2 = ±2
√

2λ sinx+ o(
√
λ).

Если e мало, то в малой окрестности некритических точек α существует
одно малое решение.

Рассмотрим теперь более сложный случай построения решений при ма-
лом e > 0 в окрестностях критических точек α0 = n2. Пусть для опреде-
ленности α0 = 1. Тогда кубическое уравнение

ξ3 − 2π2λξ + 4π3e = 0 (3.5.10)

является соответствующим приближенным уравнением разветвления (см.
[20], c.508 ). Если D = 27e2 − 2λ3 < 0, то на основании формулы Кар-
дано это уравнение имеет три вещественных решения. Используя теоре-
му 3.5.1 докажем существование соответствующих вещественных решений
краевой задачи и возможность их построения последовательными при-
ближениями. Здесь диаграмма Ньютона оператора F (u, λ, 0) состоит из
отрезка, проходящего через точки (3, 0), (1, 1). Поэтому в нашем случае
r = 1, s = 2,m = 2, т.е. надо согласно теореме 3.5.1 использовать унифор-
мизацию

u = (Γv + c
√

2/π sinx)λ1/2 (3.5.11)

с граничными условиями (3.5.9) при условии асимптотического согласо-
вания e = o(λ3/2) параметров задачи. Очевидно, при этом D < 0, т.е.
приближенное уравнение разветвления имеет три вещественных решения.
Оператор

B̌ =
d2

dx2
+ 1 +

2

π

π∫
0

sinx sin s[·] ds

с граничными условиями (3.5.9) имеет ограниченный обратный Γ ∈

L(C[0,π] →
◦ (2)

C [0,π]). Методом Лагранжа вариации произвольных постоянных,
с учетом вырожденности ядра в интегральной части оператора B̌, найдем
обратный оператор:

Γv = sinx ∗ (I − P )v + pv − d sinx,
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где P = 2
π

π∫
0

sinx sin s[·] ds – проектор,

d =
2

π
(sinx, sinx ∗ (I − P )v).

Согласно условию (D) теоремы 3.5.1 построим алгебраическое уравнение

L(c) ≡ − c
3

4π
+ c = 0

для определения начального приближения коэффициента c в (3.5.11). Оно
имеет три простых корня ±2

√
π, 0. Поэтому на основании теоремы 3.5.1

краевая задача имеет при выполнении асимптотической оценки e = o(λ3/2)

три вещественных решения

u1,2 = ±2
√

2λ sinx+ r1,2(x, λ, ε),

u3 = r3(x, λ, ε),

где функции ri имеют оценки ri(λ) = o(λ1/2) при e = o(λ3/2). Асимптоти-
ческие приближения решений u1, u2, u3 можно уточнить, решая линейные
уравнения согласно следствию 3.5.1. Если e ∼ cλn, где n < 3/2, то прибли-
женное уравнение разветвления (3.5.10) имеет одно вещественное решение,
так как тогда очевидно D > 0. Соответствующее единственное малое ве-
щественное решение краевой задачи в этом случае имеет вид

u = −2(4e)1/3 sinx+ r(x, λ, e), ||r(x, λ, e)|| = o(e1/3),

где r(x, λ, e) строится согласно следствию 3.5.1 единственным образом по-
следовательными приближениями. Отметим, что в примере i) ветвь u3

максимального порядка малости можно искать при нулевом начальном
приближении другим способом, описанным в работе [95]. А именно, если
e = o(λ2), то последовательные приближения un, где

d2un
dx2

+(1+λ+α)un = −ed
2un−1

dx2
+2e

dun−1

dx
+(1+λ)(un−1−sinun−1)+4e sinx,

un(0) = un(π) = 0, u0 = 0, n = 1, 2, . . . ,

α(δ) – параметр регуляризации, согласованный с погрешностью вычисле-
ний δ (см. [242, гл. 3]), сходятся к минимальной ветви u3 решения краевой
задачи (3.5.8)–(3.5.9).
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ii) Интегральное уравнение

u(t)− 3

1∫
0

tsu(s) ds = (λ2
1 + λ4

2)u(t)− u3(t) + (λ5
1 + λ8

2)t (3.5.12)

удовлетворяет условиям теоремы 3.5.1. При этом φ = ψ =
√

3t, α(λ) =

λ2
1 +λ4

2, β(λ) = λ5
1 +λ8

2, Ω – проколотая окрестность нуля в R2, ν = 1
2 , θ = 3

2 .

Очевидно β(λ) = o((λ2
1 + λ4

2)
3/2), поэтому u = (v + ct)α(λ)1/2, где функции

v(t), c(t) удовлетворяют системе

v(t) = (λ2
1 + λ4

2)
[
v + ct− (v + ct)3

]
+

λ5
1 + λ8

2√
λ2

1 + λ4
2

t, (3.5.13)

c− 3

1∫
0

(ct+ v(t))3tdt+
λ5

1 + λ6
2

(λ2
1 + λ4

2)
3/2

= 0. (3.5.14)

Фиксируем начальное приближение c0 согласно условию теоремы 3.5.1 как
один из корней уравнения c − 3

5c
3 = 0. На основании теоремы о неявной

функции (см. [120, c. 411]) система (3.5.13) – (3.5.14) имеет три решения
(v1, c1)→ (0,

√
5
3), (v2, c2)→ (0,−

√
5
3), (v3, c3)→ (0, 0) при λ→ 0. Эти ре-

шения можно найти последовательными приближениями. Следовательно,
интегральное уравнение (3.5.12) имеет при λ→ 0 три малых решения

u1,2 = ±
√

5

3
(λ2

1 + λ4
2)t+ o((λ2

1 + λ4
2)

1/2), u3 = o((λ2
1 + λ4

2)
1/2).
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Часть II

Интегральные модели
и преобразования в моделировании
нелинейной динамики
и в обработке сигналов

Вторая часть состоит из гл. 4 и гл. 5. В гл. 4 представлены методы
идентификации моделей Вольтерра нелинейных нестационарных динами-
ческих систем. Используются алгоритмы обучения по прецедентам (реак-
ций системы на тестовые возмущения), а также теория и численные методы
решения интегральных уравнений Вольтерра I рода. Метод апробирован
на синтетических данных эталонной математической модели нелинейной
динамики процесса теплообмена. В гл. 5, синтезируя подходы непрерыв-
ной и дискретной математики, разработана методология прогнозирования
временных рядов и оценки рисков появления неустойчивых межсистемных
колебаний в электроэнергетических системах на основе дискретных веро-
ятностных моделей. Новизна методологии прогнозирования заключается в
предобработке данных интегральным преобразованием Гильберта-Хуанга
для получения значимых признаков. Полученные признаки используют-
ся для обучения нейросетевых моделей. Отметим, что нейросетевые мо-
дели, представляющие собой взвешенные сумматоры, являются по своей
сути дискретными аналогами интегральных моделей Вольтерра, рассмот-
ренных в гл. 4. В гл. 5 предложены алгоритмы обработки многомерных
сигналов, а именно изображений и видео-последовательностей. Разработан
режекторный фильтр, оперирующий со спектром Фурье и подавляющий
нестационарный мультипликативный квази-периодический шум в видео-
последовательностях. Наконец, в п. 5.3 предложена система автоматиче-
ской классификации дефектов на производстве.
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Глава 4

Идентификация полиномиальных
моделей Вольтерра

В последнее время получило интенсивное развитие теория и приложе-
ния математического моделирования нелинейных динамических систем в
вопросах идентификации и обработки сигналов различной природы. При
этом большую роль стали играть не только методы анализа, интегральных
и дифференциальных уравнений, но и вероятностные подходы, методы ма-
шинного обучения, различные эвристические методы, методы комбинатор-
ной оптимизации. Сочетания таких методов позволяют на практике глубже
понять описываемый динамический процесс, идентифицировав структуру
соответствующей математической модели, оценить риски потери устойчи-
вости и в ряде случаев построить прогноз его развития в будущем. Одним
из таких подходов, рассматриваемых нами во второй части книги, является
моделирование нелинейных динамических систем типа вход-выход (выход
непрерывно зависит от входа) интегро-степенными рядами Вольтерра. Ме-
тодологии этого направления, использующего интегральные динамические
модели, посвящена данная глава.

Теоретическое обоснование применимости ряда Вольтерра к задаче при-
ближения нелинейных непрерывных операторов дано в работах И. Бэслера
и И. К. Даугавета [14], являющихся продолжением классических работ
M. Фреше [186].

Пусть x(t) – скалярный входной сигнал некоторой динамической систе-
мы, t ∈ [a, b] — время, а F [x(t)] = y(t) – соответственно, отклик этой
системы. Тогда F [x(t)] есть оператор вида

y(t) = F [x(t)] =

t∫
a

K1(t, s)x(s)ds+

+

t∫
a

t∫
a

K2(t, s1, s2)x(s1)x(s2)ds1ds2+
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+

t∫
a

t∫
a

t∫
a

K3(t, s1, s2, s3)x(s1)x(s2)x(s3)ds1ds2ds3 + · · · ≡ (4.0.1)

≡
∞∑
n=1

t∫
a

· · ·
t∫

a

Kn(t, s1, . . . , sn)
n∏
k=1

x(sk)dsk, t ∈ [a, b].

Переменный верхний предел в (4.0.1) отражает свойство физической реа-
лизуемости системы: выходной сигнал в момент времени t зависит от воз-
мущений системы лишь в предыдущие моменты времени s ≤ t, а n-мерные
ядра Вольтерра Kn играют роль переходных характеристик динамической
системы.

Заметим, что такой оператор F, стоящий в правой части уравне-
ния (4.0.1), можно рассматривать и как специальный случай интегро-
степенного оператора Ляпунова – Шмидта, использованного А. М. Ляпу-
новым и позднее Л. Лихтенштейном (L. Lichtenstein) (см. [238]) при иссле-
довании классических задач механики. Методы моделирования нелиней-
ных систем, основанные на использовании рядов Вольтерра, можно встре-
тить в самых различных областях естествознания, см., например, рабо-
ты [25; 40; 43; 225]. Проблема идентификации ядер Вольтерра (переходных
характеристик моделируемой системы) является основной при использова-
нии этой методики.

В работах А.С. Апарцина [143] предложен метод идентификации, ос-
нованный на задании тестовых сигналов x(t) в виде некоторых комби-
наций функций Хевисайда с отклоняющимся аргументом, позволяющих
свести проблему определения ядер Вольтерра к решению специальных ли-
нейных многомерных уравнений Вольтерра I рода. Эффективность такого
подхода обусловлена наличием явных формул обращений введённых урав-
нений. Дальнейшее развитие данный метод идентификации получил в ра-
ботах [76; 113], см. также монографию [5] и библиографию в обзоре [146].

Данный раздел содержит обзор методов математического моделирова-
ния нелинейных динамических систем во временно́й и в частотной об-
ластях. Рассмотриваются теоретические аспекты идентификации много-
мерных симметричных, несимметричных и частично-симметричных ядер
Вольтерра для моделирования нестационарных динамических систем на
базе кусочно-постоянных тестовых сигналов. Обсуждается проблема тео-
ретического обоснования применимости ряда Вольтерра к задаче аппрок-
симации непрерывных операторов произвольной структуры, заданных на
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компакте. Доказывается теорема об однородном операторе, обосновываю-
щая возможность разделения отклика динамической системы на составля-
ющие (слагаемые ряда Вольтерра).

Проблема идентификации симметричных ядер Вольтерра, соответству-
ющих скалярному входному сигналу, решается методом сведения к мно-
гомерным интегральным уравнениям Вольтерра I рода, для которых
получены явные формулы обращения и доказаны теоремы существования
и единственности решений (n = 1, 2, 3).

В случае, когда входной сигнал x(t) является вектор-функцией, ядра,
отражающие чувствительность системы к совместному изменению вход-
ных возмущений, уже не обязаны быть симметричными. Этот случай наи-
более важен для приложений. Задача идентификации несимметричных и
частично-симметричных многомерных ядер также решена путём сведения
к линейным интегральным уравнениям Вольтерра I рода, для которых до-
казаны теоремы существования и единственности решений.

Далее в гл. 4 рассмотривается задача численного решения многомерных
интегральных уравнений, к которым сводится задача идентификации пере-
ходных характеристик динамических систем. Стандартную технику дока-
зательства сходимости разностных схем демонстрируем на разностной схе-
ме второго порядка и показываем, что соответствующие разностные схемы
являются регуляризирующими алгоритмами в смысле А. Н. Тихонова, ес-
ли шаг сетки согласовать с погрешностью вычислений. В заключении дано
описание и приложение алгоритмов идентификации ядер Вольтерра при-
менительно к задаче моделирования динамики теплофизических процессов
на эталонной модели теплообменника [115] с независимым подводом тепла,
представленной в виде объекта с сосредоточенными параметрами, кото-
рый описывает алгебро-дифференциальная система. Кубичный и квадра-
тичный отрезок ряда Вольтерра использовались для моделирования ди-
намических процессов для произвольного возмущения расхода жидкости,
причём математическая модель динамики теплообменна использовалась в
качестве эталона для оценки точности модели. Альтернативным способом
является использование метода интегрирования произведения, позволяю-
щего идентифицировать интегралы от ядер, так как именно они исполь-
зуются в итоговых интегральных моделях Вольтерра. Подробную библио-
графию в этой области читатель может найти в обзорной статье [146], см.
также работы [9–11; 145], [292; 293].
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Приведем используемые далее известные определения и сведения о ря-
дах Вольтерра.

Выходной сигнал y(t) в (4.0.1) в момент времени t зависит от возмуще-
ний системы лишь в предыдущие моменты времени s ≤ t, но не в после-
дующие. Функция Kn называется n−мерным ядром Вольтерра [153]. Ряд
(4.0.1) называется причинным рядом Вольтерра. Причинный ряд Вольтер-
ра определяет оператор, ставящий в соответствие входной функции x(t)

функцию-отклик y(t) = F [x(t)].

Рядом Вольтерра c конечной памятью ∆ называется разложение вида

P (x; t) =

t∫
t−∆

K1(t, s)x(s) ds+

+

t∫
t−∆

t∫
t−∆

K2(t, s1, s2)x(s1)x(s2) ds1ds2+

+

t∫
t−∆

t∫
t−∆

t∫
t−∆

K3(t, s1, s2, s3)x(s1)x(s2)x(s3) ds1ds2ds3 + · · · . (4.0.2)

Если же свойства динамической системы не меняются за исследуемый
промежуток времени, то ядра Вольтерра зависят лишь от разности аргу-
ментов t − sk, k = 1, n, а слагаемые ряда (4.0.2) суть интегралы сверт-
ки. Тогда соотношение (4.0.2) представимо в форме «стационарного» ряда
Вольтерра с памятью ∆

P (x; t) =
∞∑
n=1

t∫
t−∆

· · ·
t∫

t−∆

Kn(t− s1, . . . , t− sn)
n∏
k=1

x(sk) dsk =

=

t∫
t−∆

K1(t− s1)x(s1) ds1+ (4.0.3)

+

t∫
t−∆

t∫
t−∆

K2(t− s1, t− s2)x(s1)x(s2) ds1ds2+

+

t∫
t−∆

t∫
t−∆

t∫
t−∆

K3(t− s1, t− s2, t− s3)x(s1)x(s2)x(s3) ds1 ds2 ds3 + · · · =
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=

∆∫
0

K1(s1)x(t− s1) ds1+

+

∆∫
0

∆∫
0

K2(s1, s2)x(t− s1)x(t− s2) ds1 ds2 + · · · =

=
∞∑
n=1

∆∫
0

· · ·
∆∫

0

Kn(s1, . . . , sn)
n∏
k=1

x(t− sk) dsk.

Произвольный непрерывный оператор, заданный на компакте в некото-
ром функциональном пространстве, может быть сколь угодно точно при-
ближен рядом Вольтерра.

В работе [14] рассмотрены три класса операторов - причинные, с конеч-
ной памятью и стационарные с конечной памятью.

Пусть F – оператор, который каждой функции x(t), заданной на [a, b]

и принадлежащей некоторому множеству функций D(F ) (область задания
оператора F ), ставит в соответствие функцию F (x; t), заданную на [a,b].

Оператор F называется причинным [14], если для любого t0 ∈ [a, b] суже-
ние образа F (x) на [a, t0] зависит лишь от значений функции x(t) на этом
отрезке.

Приведём теорему [14, с. 63], которая гарантирует возможность аппрок-
симации рядом Вольтерра произвольного непрерывного, заданного на ком-
пакте оператора.

Теорема 4.0.2. Пусть K – компакт в пространстве X = Lp(a, b) или
X = C[a,b]. Пусть F : K → Lq(a, b) – непрерывный оператор. Тогда по
любому ε > 0 найдётся такой причинный полином Вольтерра P , что
для всех x ∈ K выполняется неравенство ||F (x)− P (x)|| < ε.

Эта теорема является ключевым результатом в работе [14] и теорети-
ческим основанием для использования рядов Вольтерра в моделировании
нелинейных динамических систем.

Результатам, изложенным в [14], предшествовала теорема Фреше [186].

Теорема 4.0.3. Любой непрерывный в классе непрерывных функций функ-
ционал G[y(t)] может быть представлен в виде

G[y(t)]t∈[a,b] = lim
n→∞
Grn[y(t)],
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т.е.

G[y(t)]t∈[a,b] = lim
n→∞

[
kn,o +

b∫
a

kn,1(ξ)y(ξ) dξ+

+

b∫
a

b∫
a

kn,2(ξ1, ξ2)y(ξ1)y(ξ2) dξ1dξ2 + · · ·

+

b∫
a

b∫
a

· · ·
b∫

a

kn,rn(ξ1, ξ2, · · · , ξrn)y(ξ1), · · · , y(ξrn) dξ1dξ2 · · · dξrn
]
,

где функции kn,rn(ξ1, · · · , ξrn) суть непрерывные функции, определенные
для функционала G вне зависимости от функции y(t).

Теорема 4.0.3 гарантирует сходимость ряда Вольтерра в области непре-
рывности соответствующего функционала и обобщает классическую теоре-
му Вейерштрасса (о приближении непрерывных функций полиномами) на
случай бесконечного числа переменных. В [317] показано, что разложение
(4.0.3) равномерно сходится на любом компактном множестве непрерыв-
ных функций, т.е. для ∀y ∈ K,K−компактное множество непрерывных
функций, выполняется неравенство

∣∣G[y(t)]−Grn[y(t)]
∣∣ < ε при rn ≥ N(ε).

Функционалы, представимые в виде ряда Вольтерра

G[y(t)]t∈[a,b] = kn,o +

b∫
a

kn,1(ξ)y(ξ) dξ+

+

b∫
a

b∫
a

kn,2(ξ1, ξ2)y(ξ1)y(ξ2) dξ1 dξ2 + · · · (4.0.4)

+

b∫
a

b∫
a

· · ·
b∫

a

kn,rn(ξ1, ξ2, · · · , ξrn)y(ξ1) · · · y(ξrn) dξ1 dξ2 · · · dξrn + · · · ,

являются аналитическими функционалами. Аналогично, операторы, кото-
рые представляются в виде причинного ряда Вольтерра (4.0.1), являются
аналитическими операторами.

Причинный ряд Вольтерра (4.0.1) позволяет описывать нестационарные
динамические системы, так как ядра Вольтерра изменяются за рассматри-
ваемый промежуток времени.
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Стационарный ряд Вольтерра (4.0.3) описывает стационарные динами-
ческие системы (ядра Вольтерра не изменяются за рассматриваемый про-
межуток времени) и является частным случаем причинного ряда (4.0.1).

4.1 Моделирование нелинейных динамических процессов
в частотной и временно́й областях

Разработка методов и инструментов математического моделирования
линейных и нелинейных динамических систем является одним из наибо-
лее бурно развивающихся направлений прикладной математики. Немалая
часть таких исследований лежит в междисциплинарных областях знаний.
Поэтому целесообразно дать аналитический обзор результатов в этой об-
ласти, связанных с интегро-функциональными рядами Вольтерра.

Математическую модель, не учитывающую конкретную физическую
природу динамического процесса типа вход-выход, принято называть чер-
ным ящиком (рис.4.1). Черный ящик, соответствующий конкретному ди-

x(t)
F [x(t)]

y(t)
- -

Рис. 4.1: Cистема типа «черный ящик»

намическому процессу, определяется набором переходных характеристик.
Под идентификацией динамической системы понимается процесс нахожде-
ния переходных характеристик c помощью алгоритмов подбора и обработ-
ки массивов входных – выходных сигналов. Связь выхода y(t) и входа x(t)

может носить как линейный, так и нелинейный характер. Линейные систе-
мы проще для понимания и для их анализа часто достаточно таких хорошо
известных классических методов, как матричная алгебра и преобразование
Лапласа. Однако хорошо известно, что в природе не существует абсолютно
линейных процессов. Одним из распространенных способов «избавиться»
от нелинейности являются методы линеаризации, позволяющие свести ре-
шение нелинейных задач к последовательному решению линейных задач.
Например, в статье [196] рассматривается линеаризация с обратной свя-
зью для управления нелинейными системами посредством искусственных
нейронных сетей.

Линеаризация не является панацеей при анализе нелинейных систем.
Многие процессы являются существенно нелинейными по своей физиче-
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ской природе. Так, нелинейным электрическим цепям и методам их ана-
лиза посвящена книга [40]. Проблемам бифуркации и хаоса в существенно
нелинейных задачах электроэнергетики посвящены многие труды (см., на-
пример, обзор [233]). Проблемы, возникающие при синтезе нелинейных си-
стем управления, рассмотрены в [119]. Моделирование нелинейных систем
типа вход-выход c гистерезисными нелинейностями изучалось многими ав-
торами (см. монографию [59]).

Линейные, причинные динамические системы с памятью могут описы-
ваться представлением типа свертки [282]

y(t) =

+∞∫
−∞

h(ξ)x(t− ξ)dξ, (4.1.1)

где x(t) – вход, y(t) – выход. Нелинейные системы без памяти описываются
рядом Тейлора

y(t) =
∞∑
n=1

an[x(t)]n,

где по-прежнему x(t) – вход, y(t) – выход, a an – коэффициенты ряда
Тейлора.

В 1930 году итальянский математик Вито Вольтерра, комбинируя эти
два представления, в монографии [317] вводил понятие интегростепенного
ряда вида

F [x(t)] =
∞∑
n=1

1

n!

+∞∫
−∞

...

+∞∫
−∞

Kn(t, s1, ..., sn)
n∏
r=1

x(sr)dsr =

=
1

1!

+∞∫
−∞

K1(t, s1)x(s1)ds1 +
1

2!

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

K2(t, s1, s2)x(s1)x(s2)ds1ds2+ (4.1.2)

+
1

3!

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

K3(t, s1, s2, s3)x(s1)x(s2)x(s3)ds1ds2ds3 + · · · ,

t ∈ [a, b]

и доказывал, что разложение (4.1.2) «обобщает обычную формулу Тейлора
для функций n переменных’», причём в (4.1.2) функции Km(t, s1, · · · , sm)

непрерывны и не зависят от x(t).

Как уже было отмечено выше, фундаментальным результатом оказалось
то, что ряд Вольтерра (4.0.1) описывает нелинейные системы с памятью. В

156



(4.0.1) x(t) — вход, y(t) — выход, a функции Km(s1, · · · , sm) — ядра Воль-
терра [153] или переходные функции (характеристики). Для различных n
ряд (4.1.2) характеризует различные порядки нелинейности. Сходимость
ряда Вольтерра гарантируется теоремой Фреше [186]. Некоторые оценки
сходимости можно встретить, например, в [160].

Таким образом, основная задача состоит именно в восстановлении этих
переходных характеристик на основании откликов системы на специально
подобранные входные сигналы.

Отметим, что задача идентификации динамических систем на основе
рядов Вольтерра, является обратной задачей.

В работах [132; 170; 171] отрезок ряда Вольтерра рассматривается как
уравнение Вольтерра I рода относительно входного вектора x(t) в предпо-
ложении, что ядра уже восстановлены и трубуется найти входной сигнал,
обеспечивающий желаемый отклик. Обобщение такого подхода на произ-
вольные (не обязательно полиномиальные) модели рассмотрено нами в п.
2.2.

Вскоре после выхода книги Вольтерра появляются работы Норберта Ви-
нера [27; 320], в которых применен ряд Вольтерра для анализа нелинейных
электронных схем (спектра FM систем) посредством гауссова белого шума.

Разложение Винера [27] имеет следующий вид:

y(t) =
∞∑
a=0

∞∑
b=0

. . .
∞∑
k=0

ca,b,...,kHa(A0)Hb(A1) . . . Hk(An),

где

ca,b,...,k = (2π)
n

2
M

{
y(t)Ha(A0)Hb(A1) . . . Hk(An) · e

−1
2 (A2

0+A2
1+...+A2

n)

}
,

A0, A1, . . . , An− коэффициенты разложения входного сигнала x(t) (бело-
го шума) в ряд Лаггера. Алгоритм вычисления ядер Винера (и их оцен-
ка) для анализа нелинейных систем в частотной области рассмотрен М.А.
Щербаковым в [127; 290]. Позднее исследования Винера были продолжены
в работах Бриллианта [159], Сэндберга [283; 284], М.А. Щербакова [127],
Шуи [167] и в работах других исследователей.

В монографиях [52; 70] группой литовских математиков были рас-
смотрены методы построения моделей Гаммерштейна, Винера и Винера–
Гаммерштейна.

В моделях Гаммерштейна взаимосвязь между входным x(t) и выходным
y(t) сигналами системы описывается оператором, являющимся частным
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случаем оператора Урысона и имеющим следующий вид

y(t) =

+∞∫
0

K(s)f [x(t− s)] ds,

где f(·) – нелинейная функция.

Модель Винера–Гаммерштейна имеет вид

y(t) =

+∞∫
0

K2(s)f [v(t− s)] ds,

v(t) =

+∞∫
0

K1(s)x(t− s) ds.

Методика [189] построения модели нелинейного объекта непосредственно
связана с разложением в ряд Вольтерра (4.1.2). Отклик системы в этом
случае ищется в виде

y(t) =
N∑
n=0

fnrn +
N∑

n1=0

N∑
n2=0

fn1fn2rn1n2 + · · · ,

где fn – переходные функции в дискретные моменты времени, rn – весовые
коэффициенты, зависящие от x(t) и подбираемые из условия минимума
среднеквадратичного отклонения. Более подробно с методами моделиро-
вания нелинейных систем функциональными рядами можно ознакомиться
по работам [74; 78; 79; 129].

В настоящее время уже невозможно представить анализ электронных
систем [167], систем телекоммуникаций [189], СВЧ-схем [243] и др.; филь-
трацию и распознание образов [206] без методов, основанных на исполь-
зовании рядов Вольтерра (см., например, [262; 284; 289; 290]). В новых
работах C. Diouf и др. [268] и в диссертации A. S. Soni [309] используется
распростаненный в последнее время способ аппроксимации ядер Вольтер-
ра ортогональными функциями Лагерра. Другим методом снижения раз-
мерности моделей Вольтерра нелинейных динамических систем является
факторный анализ [184].

Сейчас такие методы моделирования нелинейных систем можно встре-
тить в работах по гидромеханике [220], теплофизике [31]; при опи-
сании адаптивных систем автоматического управления и фильтрации
[2; 3; 39; 289]; по развивающимся (биологическим, экологическим и т.д.)
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системам [133; 201–203]; по цифровой (нелинейной) фильтрации сигна-
лов [128] и изображений [168]; по анализу и управлению химическими про-
цессами [176; 177; 212; 274]; проблемам искусственного интеллекта и ис-
кусственным нейронным сетям (см. п. 5.1 в этой части); стохастических
систем [49]; физиологических систем [68].

Ряд работ посвящён применению полинома Вольтерра для анализа ис-
кажений в радиочастотных схемах (фильтрах) типа вход-выход. Исследо-
вания и обзор литературы на эту тему приведены в монографии Т. Ларзе-
на [235] и в диссертации Дж. А. Черри [164]. Теория и приложения методов
цифровой фильтрации на основе полиномиальных приближений изложены
в [129].

Для радиочастотных схем также используются подобные методы анали-
за, так как применение стандартных средств схемотехнического моделиро-
вания [230] часто не позволяет достигнуть желаемого результата в связи с
резко возросшей вычислительной сложностью.

К таким задачам высокой сложности можно отнести необходимую для
радиочастотных схем задачу определения установившихся периодических
режимов в нелинейных цепях, задачу моделирования схем с сильно раз-
личающимися частотами входных сигналов. В этих задачах требуется мо-
делирование многопериодных нелинейных колебаний на отрезке интегри-
рования. Практические задачи расчета даже относительно простых цепей
приводят в этом случае к значительным объемам вычислений.

Таким образом, очевидна необходимость разработки специализирован-
ных средств моделирования нелинейных схем, обеспечивающих существен-
ное ускорение в сравнении со стандартными методами моделирования [230].
Важными математическими аппаратами при этом являются многомерные
интегральные (а также дискретные) преобразования.

Подобно тому, как (4.1.2) является n-мерным аналогом (4.1.1), представ-
ления

Fn(f1, ..., fn) =

+∞∫
−∞

ds1 · · ·
+∞∫
−∞

dsnKn(s1, · · · , sn)e−jw1s1 · · · e−jwnsn,

Ln(f1, ..., fn) =

+∞∫
−∞

ds1 · · ·
+∞∫
−∞

dsnKn(s1, · · · , sn)e−p1s1 · · · e−pnsn,

где wi = 2πfi, pi = jwi, являются обобщением преобразований Фурье и
Лапласа на многомерный случай. Такое обобщение дало возможность вы-
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полнять операции над ядрами в частотной области. В [139] предложена
дискретная форма ряда Вольтерра и введено дискретное преобразование
Лапласа для ядер. В [74] применение интегрального ряда Вольтерра ком-
бинируется с использованием преобразования Лапласа или Фурье. Много-
мерные аналоги преобразований Фурье и Лапласа оказались очень полезны
при анализе проблем радиофизики в частотной области [153].

Под классической моделью [153] для представления систем скалярного
типа вход-выход в частотной области понимается

Y (f) =
1

1!
K1(f)X(f) +

1

2!

+∞∫
−∞

df1K2(f1, f − f1)X(f1)X(f − f1)+

+
1

3!

+∞∫
−∞

df1

+∞∫
−∞

df2K3(f1, f2, f − f1 − f2)X(f1)X(f2)X(f − f1 − f2) + · · · .

Как уже было отмечено, основная задача моделирования (как во вре-
менно́й, так и в частотной области) состоит в определении ядер Ki.

Рассмотрим несколько таких способов. Метод гармонического входа ис-
пользуется в частотной области. В этом случае в качестве входного сигнала
подаётся

x(t) = ejw1t + · · ·+ ejwnt,

где wi = 2πfi, i = 1, · · · , n. В [42; 43] ядро аппроксимируется формулой

Kn(s1, . . . , sn) =
N∑
n=0

N∑
m=0

· · ·
N∑
k=0

anm...kϕn(s1)ϕm(s2) · · ·ϕk(sn),

в предположении, что Kn(s1, . . . , sn) ∈ L2, а ϕj – ортогональны.

В [285] получены алгоритмы для статистического определения коэффи-
циентов anm...k из условия минимума среднеквадратичной ошибки. В [43]
рассматривается вопрос о выборе ортогональной системы функций {ϕ}.

В настоящее время метод гармонического анализа является широко рас-
пространенным средством моделирования нелинейных радиосхем. В ряде
приложений метод обеспечивает относительно быстрый расчет установив-
шихся режимов как для одночастотных, так и для многочастотных вход-
ных воздействий [307].

Метод получил широкое распространение и эффективен для схем, ра-
ботающих в относительно слабом нелинейном режиме. Однако с ростом

160



нелинейности элементов размерность решаемых задач растет очень быст-
ро, что ограничивает возможность применения метода на практике.

Другие методы идентификации ядер Вольтерра в частотной области и
их приложения рассмотрены, например, в работах [156; 167; 282].

C. A. Maac [243] разработал алгоритмы, основанные на использовании
рядов Вольтерра для САПР высокочастотных и сверхвысокочастотных
устройств. Маас отмечает, что «... применение рядов Вольтерра являет-
ся самым быстрым методом анализа искажений в приближенно-линейных
схемах, позволяет увеличить скорость анализа в 10-100 раз по сравнению
с методом гармонического анализа [96]. Уровень составляющих при этом
может быть определён намного точнее. Анализ на основе рядов Вольтерра
легко интегрируется с методами линейного анализа, что позволяет опти-
мизировать коэффициенты шума и многие линейные характеристики, что
необходимо при разработке телекоммуникационных систем».

Все рассмотренные выше методы предполагают, что описываемая систе-
ма имеет скалярную функцию входа и скалярную функцию выхода. Раннее
Маас (см., например, работу [243]), Чуа и Энг [166] и др. рассматривали
методы идентификации ядер Вольтерра систем с одним входом, сочетая
частотные и временные области. Лишь некоторые авторы рассматривают
обобщённые ряды Вольтерра, позволяющие описывать системы с вектор-
ным входом. T. Ларзен [224; 225; 235] адаптировал и применил ряд Вольтер-
ра для анализа нелинейных систем с векторными входными возмущениями
и скалярными откликами в частотной области.

Согласно Ларзену, отклик x(f) (частоты f) нелинейной системы с век-
торным входом {x1(f), · · · , xN(f)} может быть представлен как

v(f) =
∞∑
m1

· · ·
∞∑
mN

∞∫
−∞

· · ·
∞∫

−∞

· · · · · ·
∞∫

−∞

· · ·
∞∫

−∞

L1,∞(||m||)·

·Km1,··· ,mN
(f1,1, · · · , f1,m1

; · · · · · · ; fN,1, · · · , fN,mN
)·

·x1(f1,1) · · · x1(f1,m1
) · · · · · ·xN(fN,1) · · · xN(fN,mN

)·

·δ(f − f1,1 − · · · − f1,m1
− · · · · · · − fN,1 − · · · fN,mN

)·

·df1,1 · · · df1,m1
· · · · · · dfN,1 · · · dfN,mN

,

где
m = [m1, · · · ,mN ]T ∈ ZN×1

0+ ,
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Lαβ (γ) =

{
1 γ ∈ {α, α + 1, ..., β − 1, β}
0 γ /∈ {α, α + 1, ..., β − 1, β}

,

||m|| = m1 + · · ·+mK .

Здесь Km1,··· ,mN
− по-прежнему ядра Вольтерра, δ(·) – дельта-функция Ди-

рака.

Для идентификации ядер в частотной области Ларзен предлагает пода-
вать на вход системы следующие семейства возмущений

xk(f) =
Ik∑
ik=1

e(jφk,ik )δ(f − ψk,ik).

Алгоритм идентификации, предложенный Ларзеном, реализован в ви-
де пакета для анализа нелинейных электронных сетей (см. документацию
программного продукта HOVSA (High Order Volterra Series Analysis) [224]).

В ряде случаев использование тестовых сигналов в виде комбинаций
функции Дирака во временно́й области бывает нецелесообразно или невоз-
можно, см., например, монографию Льюнга [64]: «. . . Эта простая идея и
составляет суть анализа импульсной реакции. Ее основной недостаток за-
ключается в том, что многие физические процессы не допускают импульс-
ных входов . . . Более того, при таком входе система может проявить нели-
нейные эффекты, нарушающие линеаризованное поведение, положенное в
основу модели».

Одним из важных приложений рядов Вольтерра является моделирова-
ние нелинейных (стационарных и нестационарных) динамических систем
в биологии. Применению рядов Вольтерра и разложения Винера для ана-
лиза физиологических систем посвящена монография известного специ-
алиста в области биоинженерии В.З. Мармарелиса [68]. Одна из его
работ [211] посвящена моделированию нелинейных нестационарных дина-
мических систем с помощью моделей Вольтерра. В работе доказана эквива-
лентность модели, основанной на новом классе искусственных нейронных
сетей (ИНС) (см. монографию [123]) и служащей для моделирования ши-
рокого класса нелинейных систем типа вход-выход и модели, основанной
на аппарате стационарных полиномов Вольтерра в дискретной временно́й
области

y(n) = ko + T
M∑

m1=0

k1(m1)x(n−m1)+
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+T 2
M∑

m1=0

M∑
m1=0

k2(m1,m2)x(n−m1)x(n−m2) + ....

Здесь, по-прежнему, x(n) – вход, y(n) – отклик, M – конечная память
системы, T – выборочный интервал, {kj} – ядра Вольтерра.

Для восстановления переходных характеристик нестационарных дина-
мических систем, когда зависимость выхода от входа может быть записана
в виде ряда Вольтерра

y(t) = ko(t) +
M∑

m1=0

k1(t;m1)x(t−m1)+

+
M∑

m1=0

M∑
m2=0

k2(t;m1,m2)x(t−m1)x(t−m2) + ...

использовался [246] белый шум. Отметим, что в этом случае ядра уже за-
висят от времени t. Подробности связи рядов Вольтерра и ИНС прямого
распределения описаны в [247].

Рассмотрим метод идентификации ядер Вольтерра во временно́й обла-
сти, основанный на использовании комбинаций функций Хевисайда с от-
клоняющимся аргументом.

Обратимся к интегростепенному ряду Вольтерра

y(t) =
N∑
p=1

fp(t),

fp(t) =

t∫
0

· · ·
t∫

0

Kp(s1, . . . , sp)

p∏
i=1

x(t− si)dsi, t ∈ [0, T ], (4.1.3)

позволяющему моделировать стационарные динамические системы, т.е. та-
кие системы, у которых динамические характеристики за время переход-
ного процесса T остаются неизменными. При N = 1 из (4.1.3), получаем
стандартное в линейной теории автоматического регулирования представ-
ление выходного сигнала через интеграл типа свертки (Дюамеля)

f1(t) =

t∫
0

K1(s)x(t− s)ds, t ∈ [0, T ]. (4.1.4)
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В этом случае, если x(t) есть δ- функция Дирака, то ядро K1(t)

совпадает с откликом системы на x(t):

K1(t) = f1(t).

Возьмем теперь в качестве x(t) функцию Хевисайда:

e(t) =

{
0, t ≤ 0

1, t > 0.

Очевидно, что решение уравнения (4.1.4) при x(t) ≡ e(t),

f1(t) ∈
(1)

C [0,T ], f1(0) = 0 имеет вид

K1(t) = f ′1(t), t ∈ [0, T ].

Переходя к проблеме идентификации многомерных ядер Вольтерра
Kp, p ≥ 2, предположим вначале, что x(t) и y(t) – скалярные функ-
ции времени. Из этого вытекает симметричность Kp по всем аргументам.
При конкретном p ≥ 2 каждому входному сигналу x(t), t ∈ [0, T ] ин-
тегральный оператор в (4.1.3) ставит в соответствие функцию одной пере-
менной fp(t). Таким образом, (4.1.3) можно рассматривать как одномер-
ный континуум числовых равенств относительно p-мерного континуума
неизвестных значений симметричной функции Kp(s1, . . . , sm). В этом слу-
чае для корректной постановки задачи решения интегрального уравнения
(4.1.3) относительно Kp необходимо задание набора откликов на (p− 1)-
параметрическое семейство тестовых возмущений xω1...ωp−1(t). Способ за-
дания такого семейства в виде

xω1...ωp(t) =

p−1∑
k=0

δ(t− ωk), ωk ∈ [0, T ],

где δ(t) – по-прежнему δ-функция Дирака, рассматривался в [40]. Недо-
статки такого подхода, связанные с трудной физической реализуемостью
импульсных возмущений большой амплитуды, были обсуждены выше.

В работе [143] предложен путь, являющийся обобщением на многомер-
ный случай способа идентификации K1(t) по паре (e(t), f1(t)) и заклю-
чающийся в подаче (p− 1)-параметрического семейства тестовых сигналов

xω1...ωp−1(t) = e(t) + 2

p−2∑
k=1

(−1)ke(t−
k∑
i=1

ωi) + (−1)p−1e(t−
p−1∑
i=1

ti), (4.1.5)
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0 ≤ t, ωi ≤ T, i = 1, p− 1, p ≥ 2. Таким образом, задача идентифи-
кации сводится к решению линейных многомерных уравнений Вольтерра I
рода

V (p)Kp ≡
∑

i1+···+ip−1=p

[
p−1
2 ]∑
k=1

i2k

(−1)
p!

i1! · · · ip−1!
Vi1...ip−1Kp = fp, p ≥ 2, (4.1.6)

имеющих явные формулы обращения, справедливые на области значений
интегральных операторов.

В (4.1.6) символ [...] в верхнем пределе суммирования означает целую
часть числа, fp ≡ fp(t, ω1, . . . , ωp), a

Vi1...ip−1Kp =

=

∫ t

t−ω1

· · ·
∫ t

t−ω1︸ ︷︷ ︸
i1раз

· · ·
∫ t−ω1−···−ωp−2

t−ω1−···−ωp−1
· · ·
∫ t−ω1−···−ωp−2

t−ω1−···−ωp−1︸ ︷︷ ︸
ip−1 раз

Kp(s1, . . . , sp)ds1 · · · dsp,

t, ω1, . . . , ωp−1 ∈ ∆p =

{
t, ω1, . . . , ωp−1 / 0 ≤

p−1∑
k=1

ωk ≤ t ≤ T ; ωk ≥ 0

}
.

Для произвольного p ≥ 3 формула обращения уравнения (4.1.6)
носит рекуррентный характер:

Kp(t, t− ω1, . . . , t− ω1 − · · · − ωp−1) = Dpfp(t, ω1, . . . , ωp−1), (4.1.7)

где

Dp =
(−1)p−1

2p

∂

∂ωp−1
[D̂p−1 −Dp−1]; D̂p =

(−1)p−1

2p

∂

∂ωp
[D̂p−1 −Dp−1],

D1f =
f ′t + f ′ω1

2
; D2 =

∂

∂ω1
D1; D̂2 =

∂

∂ω2
D1; p = 3, 4, . . . .

Приведем формулы обращения (4.1.7) для наиболее важных для нас (с
точки зрения приложений, описанных ниже) случаев p = 2, 3.

При n = 2

V (2)K2 ≡
∫ t

t−ω1

∫ t

t−ω1

K2(s1, s2)ds1ds2 = f2(t, ω1), (4.1.8)

t, ω1 ∈ ∆2 = {t, ω1/ 0 ≤ ω1 ≤ t ≤ T},
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а формула обращения имеет вид

K2(t, t− ω1) =
f ′′2tω1 + f ′′2ω21

2
∀t, ω1 ∈ ∆2. (4.1.9)

В силу симметрии K2 (4.1.9) определяет K2(s1, s2) как в области
0 ≤ s1 ≤ s2 ≤ T, так и в области 0 ≤ s2 ≤ s1 ≤ T.

При n = 3 (4.1.7) дает

V (3)K3 ≡ (V30 − 3V21 + 3V12 − V03)K3 = f3, (4.1.10)

где

V30K3 =

∫ t

t−ω1

∫ t

t−ω1

∫ t

t−ω1

K3(s1, s2, s3)ds1ds2ds3;

V21K3 =

∫ t

t−ω1

∫ t

t−ω1

∫ t−ω1

t−ω1−ω2

K3(s1, s2, s3)ds1ds2ds3;

V12K3 =

∫ t

t−ω1

∫ t−ω1

t−ω1−ω2

∫ t−ω1

t−ω1−ω2

K3(s1, s2, s3)ds1ds2ds3;

V03K3 =

∫ t−ω1

t−ω1−ω2

∫ t−ω1

t−ω1−ω2

∫ t−ω1

t−ω1−ω2

K3(s1, s2, s3)ds1ds2ds3,

t, ω1, ω2 ∈ ∆3 = {t, ω1, ω2/ 0 ≤ ω1 + ω2 ≤ t ≤ T},

а f3 ≡ f(t, ω1, ω2). Решение (4.1.10) определяется формулой

K3(t, t− ω1, t− ω1 − ω2) =
f ′′′tω2

2
− f ′′′tω1ω2

+ f ′′′ω1ω2
2
− f ′′′ω2

1ω2

12
(4.1.11)

∀t, ω1, ω2 ∈ ∆3,

причем в силу симметрии K3 формула (4.1.11) определяет K3(s1, s2, s3)

всюду в области 0 ≤ s1, s2, s3 ≤ T. Теоремы существования и единствен-
ности для (4.1.8), (4.1.10) приведены в [144].

Ситуация усложняется, если x(t) — вектор-функция, что имеет место
во многих приложениях. В этом случае ядра Вольтерра, отражающие чув-
ствительность стационарной динамической системы к совместному измене-
нию двух и более компонент, уже не обязаны быть симметричными. Обоб-
щение алгоритмов идентификации ядер Вольтерра в случае векторного
входа проведено в [113]. Тамже приведены результаты тестирования ли-
нейной и квадратичной интегральных моделей теплообменника, когда на
основе реальных данных была построена модель нелинейной динамики теп-
лообмена в экспериментальной установке – высокотемпературном контуре
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(ВТК) института систем энергетики (ИСЭМ) СО РАН. При этом была за-
действована известная эталонная математическая модель [115].

Было экспериментально показано [76], что учет квадратичных состав-
ляющих ряда Вольтерра позволил существенно повысить точность моде-
лирования динамики температуры на выходе теплообменника. См. также
источники в [146], в которых изложены последние результаты, позволив-
шие существенно повысить точность моделирования стационарных дина-
мических систем посредством синтеза моделей, настроенных на различные
уровни возмущений. Таким образом, интегральные ряды Вольтерра позво-
ляют решать важные прикладные задачи. Поэтому далее более подробно
изложим некоторые результаты в этой области, необходимые для решения
этих задач.

4.2 Идентификация моделей Вольтерра во временно́й области

Рассмотрим случай, когда переходные характеристики динамической си-
стемы меняются за время переходного процесса, что является распростра-
ненным явлением при моделировании нелинейной динамики в приложени-
ях. В этом случае естественно рассмотреть полиномиальную интеграль-
ную модель вида
y(t) =

=

q∑
p=1

∑
1≤i1≤...≤ip≤m

t∫
0

. . .

t∫
0

Ki1...ip(t, ν1, . . . , νp)xi1(ν1) . . . xip(νp)dν1 . . . dνp,

(4.2.1)
где x1, . . . , xm — входные сигналы, а y(t) — соответствующий отклик
системы, t ∈ [0, T ].

Задача состоит в идентификации ядер Вольтерра Ki1...im на основа-
нии известной реакции динамической системы на специально подобранное
множество входных тестовых сигналов.

Основная идея ниже излагаемых алгоритмов идентификации заключает-
ся именно в использовании тестовых (обучающих) сигналов, позволяющих
свести задачу идентификации ядер Вольтерра к решению интегральных
уравнений Вольтерра I рода специального вида, имеющих явные формулы
обращения.

Проиллюстрируем применение этого подхода к задаче восстановления
переходных характеристик (ядер Вольтерра) нестационарных динамиче-
ских систем при скалярном входном сигнале x(t), ограничившись поиском
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ядер K1(t, s1), K11(t, s1, s2) и K111(t, s1, s2, s3), являющихся наиболее
важными для приложений.

Рассмотрим проблему разделения отклика интегральной модели на со-
ставляющие.

Алгоритмы идентификации ядер, описываемые нами в этой главе, по-
строены в предположении, что отклик динамической системы

y(t) =

q∑
p=1

∑
1≤i1≤...≤ip≤m

fi1,...,ip(t)

разделен на составляющие (слагаемые ряда Вольтерра)

fi1,...,ip(t) =

∫ t

0
. . .

∫ t

0
Ki1...ip(t, ν1, . . . , νp)xi1(ν1) . . . xip(νp) dν1 . . . dνp,

t ∈ [0, T ].

Рассмотрим общий метод разделения отклика интегральной модели на
составляющие, основанный на том, что ряд Вольтерра суть ряд из одно-
родных операторов. Рассмотрим ряд из однородных операторов

∞∑
k=0

Bk(x), (4.2.2)

где x ∈ E1, Bk : E1 → E2, E1 – линейное нормированное пространство, а
E2 – банахово пространство. Очевидно, что в силу однородности Bk(αx) =

αkBk(x), α = const.

Пусть
||Bk(x)||E1

≤Mk||x||kE1
,

тогда

||
∞∑
k=1

Bk(αx)||E2
≤

∞∑
k=1

|αk|Mk||x||kE1
.

Пусть

∃ lim
k→∞

k

√
|α|kMk = |α| β,

тогда ряд (4.2.2) сходится при условии, что

|x| < 1

|α|β
, α = const, β = const.

Если β = 0, то радиус сходимости ряда (4.2.2) R =∞. Если сходится ряд
∞∑
k=1

||Bk(x)||
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при x = x0, то очевидно, что сходится и ряд
∞∑
k=1

||Bk(αx0)||, |α| ≤ 1.

Пусть ряд (4.2.2) сходится в точке αx. Рассмотрим соотношение
∞∑
k=1

Bk(x) = y(x). (4.2.3)

Покажем существование комбинации из реакций динамической системы
равной k-му члену ряда (4.2.3) с точностью до o(||x||n), k = 1, .., n. Дей-
ствительно,

∞∑
k=1

Bk(αx) = αk
∞∑
k=1

Bk(x) = y(αx).

Полагая α = αj, j = 1, 2, · · · , n, при условии, что αi 6= αj 6= 0 ∀i 6= j,

получаем n равенств
∞∑
k=1

Bk(αjx) = αkj

∞∑
k=1

Bk(x) = y(αjx), j = 1, n.

Умножая на csj, s = 1, n, получаем тождество

csj

∞∑
k=1

Bk(αjx) = αkj

∞∑
k=1

Bk(x) = csjy(αjx), j, s = 1, n. (4.2.4)

Откуда
n∑
j=1

csj

∞∑
k=1

Bk(αjx) =
n∑
j=1

csjy(αjx)−
n∑
j=1

∞∑
k=n+1

αkjBk(x), s = 1, n.

Распоряжаясь векторами cs = (cs1, :, c
s
n)
T , s = 1, n, выберем их биортого-

нальными к векторам αk = (αk1, α
k
2, · · · , αkn)T , тогда (cs,αk) =

n∑
j=1

csjαj
k =

e(t) =

{
1, s = k,

0, s 6= k.

Следовательно, векторы cs = (cs1, · · · , csn) являются столбцами обратной
матрицы

Λ =

 α1 ... αn
.. .. ..

αn1 ... αnn

 . (4.2.5)
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Итак, окончательно получаем

Bi(x) =
n∑
j=1

cijy(αjx)−
n∑
j=1

∞∑
k=n+1

αkjBk(x), i = 1, n. (4.2.6)

На основании вышеизложенного справедлива

Теорема 4.2.1. Пусть E1 – линейное нормированное пространство, E2 –
банахово пространство, Bi(x) : D ⊂ E1 → E2 –
i-однородные операторы и пусть числовая последовательность Sn =
n∑
i=1
||Bi(x)|| сходится при x = x∗ ∈ D.

Тогда
1) существует единственный элемент y(x∗) = lim

n→∞

n∑
i=1

Bi(x
∗),

2) если при этом

||
∞∑

i=n+1

Bi(x
∗)|| = o(||x∗||n),

то справедлива оценка

||Bk(x
∗)− (ck(α),yα(x∗))|| = o(||x∗||n), ∀k = 1, n, (4.2.7)

где cn(α) – k-й столбец матрицы, обратной к Λ из (4.2.5), а

yα = (y(α1x
∗), · · · , y(αnx

∗))T .

Вывод: полученная оценка (4.2.7) показывает, что для ∀αk, попарно раз-
личных и отличных от нуля, существуют векторы ck, для которых ска-
лярное произведение

(ck(α),yα(x∗)),

будет равно k-му члену ряда Bk(x) с точностью до o(||x∗||n),
k = 1, n.

Замечание 4.2.1. i-однородный оператор Bi в случае, когда E1 = E11 ×
E12×· · ·×E1m (соответствует системе сm входами), состоит из суммы
различных слагаемых одинаковой степени однородности.

Метод тестовых сигналов [143] применим для нахождения указанных
ядер и в нестационарном случае. Рассмотрим модель∫ t

0
K1(t, ν)x(ν) dν +

∫ t

0

∫ t

0
K11(t, ν1)x(ν1)x(ν2) dν1 dν2 = y(t), (4.2.8)

0 ≤ t ≤ T.
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Подадим на вход системы, описываемой моделью (4.2.8), сигналы вида
±xω1

(t) = ±(e(t) − e(t − ω1)), (см. рис. 4.2), где e(t) — функция Хе-
висайда.

6
xω1

(t)

-

-1

0

1

tω1

a
t

6
−xω1

(t)

-

-1

1

0 t

ω1 a
t

Рис. 4.2: Сигналы ±xω1(t) = ±(e(t)− e(t− ω1)),

Получаем∫ t

0
K1(t, ν)xω1

(ν)dν +

∫ t

0

∫ t

0
K11(t, ν1)xω1

(ν1)xω1
(ν2)dν1dν2 = y+(t, ω1),

(4.2.9)

−
∫ t

0
K1(t, ν)xω1

(ν)dν +

∫ t

0

∫ t

0
K11(t, ν1)xω1

(ν1)xω1
(ν2)dν1dν2 = y−(t, ω1),

(4.2.10)
где y+(t, ω1), y

−(t, ω1) – соответствующие выходные сигналы. Вычитая
(4.2.10) из (4.2.9), получаем∫ t

0
K1(t, ν)xω1

(ν)dν = f1(t, ω1) =
y+ − y−

2

или, учитывая вид сигнала xω1
,

ω1∫
0

K1(t, ν)dν = f1(t, ω1), 0 ≤ s ≤ t ≤ T. (4.2.11)

Полученное уравнение – суть интегральное уравнение Вольтерра I рода
относительно K1(t, ν1). Дифференцируя (4.2.11) по ω1, получим явную
формулу обращения для уравнения (4.2.11)

K1(t, ω1) = f ′1ω1(t, ω1), 0 ≤ ω1 ≤ t ≤ T. (4.2.12)

Займемся теперь проблемой идентификации симметричного ядра
K11(t, ν1, ν2). Подадим на вход динамической системы, описываемой
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6
xω1ω2(t)

-

-1

1

0 t
aa

ω1 + ω2ω1 t

Рис. 4.3: Сигнал xω1,ω2(t) = ±(e(t)− 2e(t− ω1) + e(t− ω1 − ω2))

квадратичной скалярной моделью (4.2.8), обучающие (тестовые) сигналы

±xω1,ω2
(t) = ±(e(t)− 2e(t− ω1) + e(t− ω1 − ω2)).

В результате получаем∫ t

0
K1(t, ν1)xω1ω2

(ν1) dν1 +

∫ t

0

∫ t

0
K11(t, ν1, ν2)xω1ω2

(ν1)xω1ω2
(ν2) dν1 dν2 =

= y+(t, ω1, ω2),

−
∫ t

0
K1(t, ν1)xω1ω2

(ν1) dν1+

+

∫ t

0

∫ t

0
K11(t, ν1, ν2)xω1ω2

(ν1)xω1ω2
(ν2) dν1 dν2 = y−(t, ω1, ω2).

Складывая эти равенства, имеем:
t∫

0

t∫
0

K11(t, ν1, ν2)xω1ω2
(ν1)xω1ω2

(ν2) dν1 dν2 = f11(t, ω1, ω2),

где

f11(t, ω1, ω2)
def
=
y+ + y−

2
.

Учитывая поведение функции xω1,ω2
(t), при t ∈ [0, T ], а также свой-

ство симметрии K11(t, ν1, ν2) по второму и третьему аргументу, приходим
к двумерному интегральному уравнению Вольтерра I рода относительно
K11(t, ν1, ν2) :

ω1∫
0

ω1∫
0

K11(t, ν1, ν2) dν1 dν2 − 2

ω1∫
0

ω1+ω2∫
ω1

K11(t, ν1, ν2) dν1 dν2+
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+

ω1+ω2∫
ω1

ω1+ω2∫
ω1

K11(t, ν1, ν2) dν1 dν2 = f11(t, ω1, ω2), (4.2.13)

0 ≤ ω1 + ω2 ≤ t ≤ T, ω1, ω2 ≥ 0.

С учетом замены переменных s2 = ω1, s1 = ω1 + ω2. и обозначения
f11(t, s2, s1 − s2) ≡ g(t, s1, s2), уравнение (4.2.13) перепишется в виде

s2∫
0

s2∫
0

K11(t, ν1, ν2) dν1dν2 − 2

s2∫
0

s1∫
s2

K11(t, ν1, ν2) dν1 dν2+

+

s1∫
s2

s1∫
s2

K11(t, ν1, ν2) dν1 dν2 = g(t, s1, s2), (4.2.14)

где t, s1, s2 ∈ 4s = {t, s1, s2/0 ≤ s2 ≤ s1 ≤ t ≤ T}.
Сформулируем необходимые и достаточные условия существования и един-
ственности решения уравнения (4.2.14)

K11(t, s1, s2) = −1

4
g′′s1s2(t, s1, s2). (4.2.15)

Непосредственным вычислением смешанной производной проверяется,
что однородное уравнение отвечающее уравнению (4.2.14) в классе сим-
метричных функций имеет только тривиальное решение. Поэтому исход-
ное неоднородное уравнение (4.2.14) может иметь в этом классе не более
одного решения.

Теорема 4.2.2. Условия

g′′s1s2(t, s1, s2) ∈ C4s; (4.2.16)

g(t, 0, 0) = 0 ∀t ∈ [0, T ]; (4.2.17)

g(t, s, s) = g(t, s, 0) ∀t, s ∈ 4s; (4.2.18)

g(t, 0, s) = 4g(t, s, s) ∀t, s ∈ 4s; (4.2.19)

3g(t, s2, 0)−3g(t, s1, 0)−g(t, s1, s2)+g(t, s2, s1) = 0 ∀t, s1, s2 ∈ 4s (4.2.20)

необходимы и достаточны для существования решения уравнения (4.2.14)
в классе симметричных функций, непрерывных на

П2 = {t, s1, s2/0 ≤ s1, s2 ≤ t ≤ T}.
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Доказательство. 1) Необходимость.
Пусть K∗11 – решение уравнения (4.2.14). Тогда

g(t, s1, s2) =

s2∫
0

s2∫
0

K∗11(t, ν1, ν2) dν1dν2 − 2

s2∫
0

s1∫
s2

K∗11(t, ν1, ν2) dν1 dν2+

(4.2.21)

+

s1∫
s2

s1∫
s2

K∗11(t, ν1, ν2) dν1 dν2.

Из (4.2.21) и непрерывности K∗11 вытекает (4.2.16). Положим в (4.2.21) s2 =

0. Получаем условие (4.2.17). Пусть теперь s1 = s2 = s, тогда∫ s

0

∫ s

0
K∗11(t, ν1, ν2) dν1 dν2 = g(t, s, s). (4.2.22)

Полагая s2 = 0, s1 = s2 = s, имеем∫ s

0

∫ s

0
K∗11(t, ν1, ν2) dν1 dν2 = g(t, s, 0). (4.2.23)

Из (4.2.22), (4.2.23) вытекает (4.2.18). Теперь в (4.2.21) положим s1 = 0.

Имеем ∫ s2

0

∫ s2

0
K∗11(t, ν1, ν2)dν1dν2 − 2

∫ s2

0

∫ 0

s2

K∗11(t, ν1, ν2) dν1 dν2+

+

∫ 0

s2

∫ 0

s2

K∗11(t, ν1, ν2) dν1 dν2 = g(t, 0, s2). (4.2.24)

Из (4.2.22) и (4.2.24) вытекает (4.2.19). Учитывая, что s2 ≤ s1, а также
свойство симметрииK11 по второму и третьему аргументу, нетрудно видеть
(4.2.20).
2) Достаточность.

Если (4.2.16) выполняется, то (4.2.15) определяет симметричную на П2

функцию. Подставим в уравнение (4.2.14) K11(t, s1, s2) из (4.2.15):∫ s2

0

∫ s2

0
g′′ν1,ν2(t, ν1, ν2)dν1dν2 − 2

∫ s2

0

∫ s1

s2

g′′ν1ν2(t, ν1, ν2)dν1dν2+

+

∫ s1

s2

∫ s1

s2

g′′ν1ν2(t, ν1, ν2)dν1dν2 = −4g(t, s1, s2).

Преобразуя последнее равенство с использованием условий (4.2.17) -
(4.2.20), приходим к тождеству. Итак, формула (4.2.15) действительно
определяет решение интегрального уравнения (4.2.13). Теорема доказа-
на.
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Отметим, что при подстановке в (4.2.14) формулы (4.2.15), мы пользуем-
ся свойством симметрии функции (4.2.15) по s1, s2, так как интегрирование
ядра K11(t, s1, s2) ведется по области П2, хотя формально формула (4.2.15)
получена для s1 ≥ s2.

Оценим норму обратного оператора, определённого на области, опреде-
лённой условиями теоремы 4.2.2. Для этого достаточно доказать априор-
ную оценку

‖V2K11‖Y ≥ m‖K11‖X , (4.2.25)

где оператор V2 определён выше,

X =

{
K11(t, s1, s2) ∈ C(Ω)

}
,

Y =

{
g(t, s1, s2), g

′′
s1,s2

(t, s1, s2)– непрерывны; t, s1, s2 ∈ Ω

}
,

Ω = {t, s1, s2/0 ≤ s1, s2 ≤ t ≤ T}.

Определим нормы в пространствах X и Y :

‖K11‖X = max
t,s1,s2∈Ω

|K11(t, s1, s2)|, (4.2.26)

‖V2K11‖Y = max

{
max

t,s1,s2∈Ω
|V2K11(t, s1, s2)|, max

t,s1,s2∈Ω
|D2V2K11|

}
. (4.2.27)

Введём дифференциальный оператор D2

D2g
def
= g′′s1,s2(t, s1, s2).

Тогда имеет место оценка

‖V2K11‖Y
def
= max

{
max

t,s1,s2∈Ω
|V2K11(t, s1, s2)|, max

t,s1,s2∈Ω
|D2V2K11|

}
≥

≥ max
t,s1,s2∈Ω

|D2V2K11|=4 max
t,s1,s2∈Ω

|V2K11| =

= 4‖K11‖X .

Поэтому для искомого обратного оператора V −1
2 справедлива оценка

||V −1
2 ||L(R(V2)⊂Y→X) ≤

1

4
.

Теперь обратимся к восстановлению ядра K111(t, ν1, ν2, ν3). Вначале
рассмотрим случай, когда оно симметрично. Предположим, что задача раз-
деления (см. наши рассуждения и теорему 4.2.1 выше ) выходного сигнала

175



на составляющие решена, так что ядро K111 удовлетворяет соотношению
t∫

0

t∫
0

t∫
0

K111(t, ν1, ν2, ν3)x(ν1)x(ν2)x(ν3) dν1dν2dν3 = y111(t), (4.2.28)

t ∈ [0, T ].

Ядро необходимо восстановить в области

Π4 = {t, ν1, ν2, ν3/0 ≤ ν1, ν2, ν3 ≤ t ≤ T}. (4.2.29)

Введем трехпараметрическое семейство тестовых возмущений вида

xω1,ω2,ω3
(t) = e(t)+2

(
−e(t−ω1)+e(t−ω1−ω2)

)
−e(t−ω1−ω2−ω3). (4.2.30)

Подставляя (4.2.30) в (4.2.28), с учетом симметрии K111(t, ν1, ν2, ν3) по
второму, третьему и четвертому аргументам приходим к интегральному
уравнению Вольтерра I рода вида

(V300 − V030 + V003 + 3V201 − 3V210 + 3V120 + 3V102−

−3V012 + 3V021 − 6V111)K111(t, s1, s2, s3) = f111(t, ω1, ω2, ω3), (4.2.31)

где оператор Vi1i2i3 содержит i1 – кратное интегрирование в пределах от
0 до ω1, i2 – кратное интегрирование в пределах от ω1 до ω1 + ω2 и i3
– кратное интегрирование в пределах от ω1 + ω2 до ω1 + ω2 + ω3. То есть

V300 =

ω1∫
0

ω1∫
0

ω1∫
0

K111(t, s1, s2, s3) ds1 ds2 ds3;

. . .

V111 =

ω1∫
0

ω1+ω2∫
ω1

ω1+ω2+ω3∫
ω1+ω2

K111(t, ν1, ν2, ν3) ds1 ds2 ds3;

t, ω1, ω2, ω3 ∈ 43
def
= {0 ≤ ω1 + ω2 + ω3 ≤ t ≤ T, ω1, ω2, ω3 ≥ 0}.

Формула обращения уравнения (4.2.31) имеет следующий вид

K111(t, ω1, ω1 + ω2, ω1 + ω2 + ω3) =
f ′′111ω1ω23

− f ′′111ω1ω2ω3
+ f ′′111ω22ω3

− f ′′111ω2ω23

24
,

(4.2.32)
t, ω1, ω2, ω3 ∈ 43.

С помощью замены переменных

s3 = ω1, s2 = ω1 + ω2, s1 = ω1 + ω2 + ω3, (4.2.33)
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c учётом обозначения

f111(t, s3, s2 − s3, s1 − s2) ≡ g(t, s1, s2, s3), (4.2.34)

формула (4.2.32) приведется к виду

K111(t, s1, s2, s3) = − 1

24
D3g, (4.2.35)

где

D3g=
∂3g

∂s1∂s2∂s3
, 0 ≤ s3 ≤ s2 ≤ s1 ≤ t ≤ T.

Теперь для полноты представления рассмотрим обобщение метода иден-
тификации симметричных ядер Вольтерра на p-мерный случай. Не умаляя
общности, рассмотрим p-е слагаемое ряда Вольтерра (4.2.1) для m = 1, то
есть соотношение вида:

t∫
0

. . .

t∫
0

Kp(t, ν1, . . . , νp)x(ν1) . . . x(νp) dν1 . . . dνp = y(t), (4.2.36)

t ∈ [0, T ].

Ядра Kp(t, ν1, . . . , νp) соответствуют ядрам Kp...p(t, ν1, . . . , νp) в (4.2.1).

Рассмотрим p-параметрическое семейство входных возмущений [143]

xω1...ωp(t) = e(t) + 2

p−1∑
k=1

(−1)ke(t−
k∑
i=1

ωi) + (−1)pe(t−
p∑
i=1

ωi). (4.2.37)

Разобьем область интегрирования в (4.2.36) на непересекающиеся части
Ωi1,...,ip = {[0, ω1], [ω1, ω1 + ω2], . . . , [ω1 + · · ·+ ωp−1, ω1 + · · ·+ ωp]}.

Тогда, учитывая свойство аддитивности интегралов относительно раз-
биения области интегрирования и симметрии ядер
Kp(t, ν1, · · · , νp) по переменным интегрирования ν1, · · · , νp, приходим к
многомерному интегральному уравнению Вольтерра

VpKp ≡
∑

i1+···+ip=p
(−1)i2+···+i2[p/2] p!

i1! · · · ip!
Vi1...ipKp = gp, p ≥ 1, (4.2.38)

где

gp ≡ gi1...ip(t, s1, . . . , sp) ≡ fi1...ip(t, ω1, ω1 + ω2 . . . , ω1 + · · ·+ ωp), (4.2.39)

s1 = ω1 + · · ·+ ωp, · · · , sp−1 = ω1 + ω2, sp = ω1, (4.2.40)
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Vi1...ipKp =

=

sp∫
0

· · ·
sp∫

0︸ ︷︷ ︸
i1раз

· · ·
s1∫
s2

· · ·
s1∫
s2︸ ︷︷ ︸

ipраз

Kp(t, ν1, . . . , νp) dν1 · · · dνp, (4.2.41)

t, ω1, . . . , ωp ∈ ∆p =

{
t, ω1, . . . , ωp / 0 ≤

p∑
k=1

ωk ≤ t ≤ T ; ωk ≥ 0

}
.

Уравнение (4.2.41) допускает следующую явную формулу обращения

Kp(t, s1, · · · , sp) =
(−1)[p2 ]

p!2p−1
gp

(p)
s1,··· ,sp(t, s1, s2, · · · , sp). (4.2.42)

Для перехода к переменным ω1, · · · , ωp используется замена переменных
s = Aω, s = (s1, . . . , sp)

T , ω = (ω1, . . . , ωp)
T и пересчёт производных по

правилу ∇s = (A−1)T∇ω, где

∇s =


∂
∂s1...
∂
∂sp

 ,∇ω =


∂
∂ω1...
∂
∂ωp

 , A ≡


1 1 · · · 1
1 · · · 1 0

...
.

.

.

...

1 0 · · · 0


.

Перейдем теперь к рассмотрению случая векторного входа в полиноми-
альной модели Вольтерра (4.2.1). Предположим, что эта задача разделения
отклика на составляющие уже решена, так что K12 удовлетворяет инте-
гральному соотношению

t∫
0

t∫
0

K12(t, ν1, ν2)x1(ν1)x2(ν2) dν1 dν2 = f12(t), t ∈ [0, T ]. (4.2.43)

Отметим, что ядро K12(t, ν1, ν2), отражающее вклад в отклик динамиче-
ской системы совместного изменения как x1(t), так и x2(t), является несим-
метричным по ν1, ν2. Подадим на вход системы первую серию сигналов
вида

x1ω1ω2
(t) = e(t)− 2e(t− ω1) + e(t− ω1 − ω2),

x2ω1ω2
(t) = e(t)− e(t− ω1).
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Тогда из (4.2.43) получаем∫ ω1

0

∫ ω1

0
K12(t, ν1, ν2)dν1dν2 −

∫ ω1

0

{∫ ω1+ω2

ω1

K12(t, ν1, ν2)dν1

}
dν2 =

=
(1)

f 12ω1ω2
(t) ≡

(1)

f 12 (t, ω1, ω2, ), 0 ≤ ω1 + ω2 ≤ t ≤ T ; ω1, ω2 ≥ 0. (4.2.44)

Аналогично, меняя местами формы сигналов для x1(t) и x2(t), получаем∫ ω1

0

∫ ω1

0
K12(t, ν1, ν2)dν1dν2 −

∫ ω1+ω2

ω1

{∫ ω1

0
K12(t, ν1, ν2)dν1

}
dν2 =

=
(2)

f 12 (t, ω1, ω2), 0 ≤ ω1 + ω2 ≤ t ≤ T ; ω1, ω2 ≥ 0. (4.2.45)

Уравнения (4.2.44) и (4.2.45) представляют собой систему интеграль-
ных уравнений (или парное уравнение) Вольтерра I рода относительно
K12. Cделаем в уравнениях (4.2.44) и (4.2.45) замену переменных s2 =

ω1, s1 = ω1 + ω2. Тогда уравнения (4.2.44), (4.2.45) с учётом обозначе-

ния
(i)

f12 (t, s2, s1 − s2) ≡
(i)
g (t, s1, s2), i = 1, 2, примут вид∫ s2

0

∫ s2

0
K12(t, ν1, ν2)dν1dν2 −

∫ s2

0

{∫ s1

s2

K12(t, ν1, ν2)dν1

}
dν2 =

=
(1)
g (t, s1, s2), 0 ≤ s2 ≤ s1 ≤ t ≤ T, (4.2.46)∫ s2

0

∫ s2

0
K12(t, ν1, ν2)dν1dν2 −

∫ s1

s2

{∫ s2

0
K12(t, ν1, ν2)dν1

}
dν2 =

=
(2)
g (t, s1, s2), 0 ≤ s2 ≤ s1 ≤ t ≤ T. (4.2.47)

Верхний индекс в правых частях (4.2.46), (4.2.47) показывает номер серии
входных сигналов.

Отметим, что уравнения (4.2.46) и (4.2.47) в совокупности естественно
считать парным уравнением, определяющим ядро K12 как в области,
где второй аргумент ядра не меньше третьего, так и в области, где второй
аргумент не больше третьего. Дифференцируя (4.2.46), (4.2.47) по s1, s2

(при этом существование нужных производных предполагается), получаем
соотношения

K12(t, s1, s2) = −
(1)
g
′′

s1s2
(t, s1, s2), (4.2.48)

K12(t, s2, s1) = −
(2)
g
′′

s1,s2
(t, s1, s2), (4.2.49)
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где s1 ≥ s2. Единственность также устанавливается непосредственным вы-
числением смешанных производных. Непосредственным вычислением сме-
шанных производных также проверяется, что однородное парное уравнение

(4.2.46) – (4.2.47) (при
(1)
g (t, s1, s2) =

(2)
g (t, s1, s2) = 0) имеет только триви-

альное решение. Поэтому исходное линейное неоднородное парное инте-
гральное уравнение Вольтеррра I рода (4.2.46) – (4.2.47) может иметь не
более одного решения в указанном классе решений. По аналогии с доказа-
тельством теоремы 4.2.2 легко доказать следующую теорему существова-
ния.

Теорема 4.2.3. Условия

(i)
g
′′

s1,s2
∈ C4s ∀t, s ∈ 4s; (4.2.50)

(1)
g (t, s, 0) =

(2)
g (t, s, 0) = 0 ∀t, s ∈ 4s; (4.2.51)

2
(2)
g (t, s, s) = 2

(1)
g (t, s, s) =

(2)
g (t, 0, s) =

(1)
g (t, 0, s) ∀t, s ∈ 4s; (4.2.52)

(1)
g
′′

s1,s2
(t, s1, s2)|s1=s2 =

(2)
g
′′

s1,s2
(t, s1, s2)|s1=s2 ∀t, s1, s2 ∈ 4s, (4.2.53)

где i = 1, 2, 4s = {t, s1, s2/0 ≤ s2 ≤ s1 ≤ t ≤ T}, необходимы и доста-
точны для существования решения уравнения (4.2.46), (4.2.47) в форме
(4.2.48), (4.2.49) в классе функций, непрерывных на П2.

Наибольшую техническую трудность представляет задача восстановле-
ния частично-симметричных ядер. Так же, как и в симметричном случае,
не умаляя общности будем считать, что ядро K112 удовлетворяет соотно-
шению

t∫
0

t∫
0

t∫
0

K112(t, ν1, ν2, ν3)x1(ν1)x1(ν2)x2(ν3) dν1dν2dν3 = f112(t). (4.2.54)

Ядро K112 симметрично только по второму и третьему аргументам и от-
ражает чувствительность системы к возмущениям компонент x1(t) и x2(t)

вектора x(t). Ядро необходимо восстановить в области Π4. Однако в силу

симметрии область Π4 =
3⋃
i=1

Π
(i)
4 существенно сужается, здесь

Π
(1)
4 = {0 ≤ ν1, ν2 ≤ ν3 ≤ t ≤ T},

Π
(2)
4 = {0 ≤ ν3 ≤ ν1, ν2 ≤ t ≤ T},

Π
(3)
4 = {0 ≤ ν1 ≤ ν3 ≤ ν2 ≤ t ≤ T ∪ 0 ≤ ν2 ≤ ν3 ≤ ν1 ≤ t ≤ T}.
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Подадим на вход три серии возмущений:

x1ω1ω2
(t) = e(t)− 2e(t− ω1) + e(t− ω1 − ω2),

x2ω1ω2ω3
(t) = e(t− ω1 − ω2)− e(t− ω1 − ω2 − ω3);

(4.2.55)

x1ω1ω2ω3
(t) = e(t− ω1)− 2e(t− ω1 − ω2) + e(t− ω1 − ω2 − ω3),

x2ω1
(t) = e(t)− e(t− ω1);

(4.2.56)

x1ω1ω2ω3
(t) = e(t− ω1)− e(t− ω1 − ω2 − ω3),

x2ω1ω2
(t) = e(t)− e(t− ω1 − ω2).

(4.2.57)

Сделав замену переменных

s3 = ω1, s2 = ω1 + ω2, s3 = ω1 + ω2 + ω3, (4.2.58)

с учётом обозначения
(i)

f112 (t, s3, s2 − s3, s1 − s2) ≡
(i)
g (t, s1, s2, s3), i = 1, 3,

получаем трёхмерное уравнение
s3∫

0

ds1

s3∫
0

ds2

s1∫
s2

K112(t, ν1, ν2, ν3)dν3 − 2

s3∫
0

dν1

s2∫
s3

dν2

s1∫
s2

K112(t, ν1, ν2, ν3)dν3+

+

s2∫
s3

dν1

s2∫
s3

dν2

s1∫
s2

K112(t, ν1, ν2, ν3)dν3 =
(1)
g (t, s1, s2, s3); (4.2.59)

s2∫
s3

dν1

s2∫
s3

dν2

s3∫
0

K112(t, ν1, ν2, ν3)dν3 − 2

s1∫
s2

dν1

s2∫
s3

dν2

s3∫
0

K112(t, ν1, ν2, ν3)dν3+

+

s1∫
s2

dν1

s1∫
s2

dν2

s3∫
0

K112(t, ν1, ν2, ν3)dν3 =
(2)
g (t, s1, s2, s3); (4.2.60)

s1∫
s3

dν1

s1∫
s3

dν2

s2∫
0

K112(t, ν1, ν2, ν3)dν3 =
(3)
g (t, s1, s2, s3), (4.2.61)

дифференцируя которое, получаем явные формулы обращения:

K112(M) = −1

4
D3

(1)
g , M ∈ Π

(1)
4 ; (4.2.62)

K112(M) = −1

4
D3

(2)
g , M ∈ Π

(2)
4 ; (4.2.63)
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K112(M) = −1

2
D3

(3)
g , M ∈ Π

(3)
4 , (4.2.64)

позволяющие восстановить ядро во всей области Π4.

Замечание 4.2.2. Восстановить ядро K112(t, ν1, ν2, ν3) в области Π
(3)
4

можно, подав на вход системы вместо сигнала (4.2.57) сигнал вида
x1ω1ω2ω3

(t) = e(t)− e(t− ω1) + e(t− ω1 − ω2)− e(t− ω1 − ω2 − ω3),

x2ω1ω2
(t) = e(t− ω1)− e(t− ω1 − ω2).

Уравнение и соответствующая формула обращения примут вид:
s1∫
s2

dν1

s1∫
s2

dν2

s2∫
s3

K112(t, ν1, ν2, ν3)dν3 − 2

s3∫
0

dν1

s1∫
s2

dν2

s2∫
s3

K112(t, ν1, ν2, ν3)dν3+

+

s3∫
0

dν1

s3∫
0

dν2

s2∫
s3

K112(t, ν1, ν2, ν3)dν3 =
(3)
g (t, s1, s2, s3); (4.2.65)

K112(M)=− 1

2

∂3
(3)
g

∂s1∂s2∂s3
− 1

4

∂3
(2)
g

∂s1∂s2∂s3
, M ∈ Π

(3)
4 . (4.2.66)

Интерес представляет наличие в (4.2.66) производных от откликов как
на вторую, так и на третью серии сигналов.

Обратимся теперь к задаче восстановления полностью несимметричного
ядра K123. Также положим, что задача разделения выходного сигнала y на
составляющие решена и ядро K123 удовлетворяет соотношению

t∫
0

t∫
0

t∫
0

K123(t, ν1, ν2, ν3)x1(ν1)x2(ν2)x3(ν3)dν1dν2dν3 = f123(t). (4.2.67)

Ядро необходимо восстановить в области Π4. Подадим на вход шесть
серий возмущений:

x1ω1
(t) = e(t)− e(t− ω1),

x2ω1ω2
(t) = e(t− ω1)− e(t− ω1 − ω2),

x3ω1ω2ω3
(t) = e(t− ω1 − ω2)− e(t− ω1 − ω2 − ω3);

(4.2.68)

x1ω1
(t) = e(t)− e(t− ω1),

x2ω1ω2ω3
(t) = e(t− ω1 − ω2)− e(t− ω1 − ω2 − ω3),

x3ω1ω2
(t) = e(t− ω1)− e(t− ω1 − ω2);

(4.2.69)
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x1ω1ω2
(t) = e(t− ω1)− e(t− ω1 − ω2),

x2ω1
(t) = e(t)− e(t− ω1),

x3ω1ω2ω3
(t) = e(t− ω1 − ω2)− e(t− ω1 − ω2 − ω3);

(4.2.70)

x1ω1ω2
(t) = e(t− ω1)− e(t− ω1 − ω2),

x2ω1ω2ω3
(t) = e(t− ω1 − ω2)− e(t− ω1 − ω2 − ω3),

x3ω1
(t) = e(t)− e(t− ω1);

(4.2.71)

x3ω1ω2ω3
(t) = e(t− ω1 − ω2)− e(t− ω1 − ω2 − ω3),

x1ω1
(t) = e(t)− e(t− ω1),

x2ω1ω2
(t) = e(t− ω1)− e(t− ω1 − ω2);

(4.2.72)

x3ω1ω2ω3
(t) = e(t− ω1 − ω2)− e(t− ω1 − ω2 − ω3),

x2ω1ω2
(t) = e(t− ω1)− e(t− ω1 − ω2),

x1ω1
(t) = e(t)− e(t− ω1).

(4.2.73)

Тогда, с учётом замены переменных (4.2.58) и обозначения
(i)

f112 (t, s3, s2 − s3, s1 − s2) ≡
(i)
g (t, s1, s2, s3), i = 1, 6,

получаем 3!-ое (по аналогии с парным уравнением, см. также работу [81])
интегральное уравнение вида

s3∫
0

dν1

s2∫
s3

dν2

s1∫
s2

K123(t, ν1, ν2, ν3)dν3 =
(1)
g (t, s1, s2, s3),

s3∫
0

dν1

s1∫
s2

dν2

s2∫
s3

K123(t, ν1, ν2, ν3)dν3 =
(2)
g (t, s1, s2, s3),

s2∫
s3

dν1

s3∫
0

dν2

s1∫
s2

K123(t, ν1, ν2, ν3)dν3 =
(3)
g (t, s1, s2, s3),

s2∫
s3

dν1

s1∫
s2

dν2

s3∫
0

K123(t, ν1, ν2, ν3)dν3 =
(4)
g (t, s1, s2, s3),

s1∫
s2

dν1

s3∫
0

dν2

s2∫
s3

K123(t, ν1, ν2, ν3)dν3 =
(5)
g (t, s1, s2, s3),

s1∫
s2

dν1

s2∫
s3

dν2

s3∫
0

K123(t, ν1, ν2, ν3)dν3 =
(6)
g (t, s1, s2, s3).
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Дифференцируя, получаем явную формулу обращения

K123(M) = D3

(i)
g , M ∈ Πi

4,

где

D3

(i)
g =

∂3
(i)
g

∂s1∂s2∂s3
, i = 1, 6, 0 ≤ s3 ≤ s2 ≤ s1 ≤ t ≤ T

и причём здесь Π4 =
6⋃
i=1

Π
(i)
4 , где Π

(1)
4 = {0 ≤ s3 ≤ s2 ≤ s3 ≤ t ≤ T},

Π
(2)
4 = {0 ≤ s1 ≤ s3 ≤ s2 ≤ t ≤ T}, Π

(3)
4 = {0 ≤ s2 ≤ s1 ≤ s3 ≤ t ≤ T},

Π
(4)
4 = {0 ≤ s2 ≤ s3 ≤ s1 ≤ t ≤ T}, Π

(5)
4 = {0 ≤ s3 ≤ s1 ≤ s2 ≤ t ≤ T},

Π
(6)
4 = {0 ≤ s3 ≤ s2 ≤ s1 ≤ t ≤ T}. То есть ядро восстановлено во

всей области Π4. Доказательство критерия существования единственного
решения здесь также не содержит особых трудностей.

Замечание 4.2.3. Если в динамическом многомерном объекте с входной
и выходной вектор-функциями присутствуют внутренние перекрестные
обратные связи [43], то для моделирования такого объекта в работе [83]
предлагается использовать обобщение ряда Вольтерра вида

yi(x1(t), · · · , xp(t)) =

q∑
p=1

n∑
j1,··· ,jp=1

fj1,...,jp(t), t ∈ [0, T ],

где

fj1,...,jp(t) =

∫ t

0
. . .

∫ t

0
Kp
i,j1...jp

(t, s1, . . . , sp)xj1(s1) . . . xjp(sp)ds1 . . . dsp.

Такое уравнение является нелинейным уравнением Вольтерра II рода
относительно вектора x(t). Методы анализа таких нелинейных моделей
представлены в гл. 1 п. 2.2 и п. 3.2, см. также библиографию в обзо-
ре [146] и работу [154].

Численные методы идентификации ядер Вольтерра

Применение изложенных выше алгоритмов идентификации ядер Воль-
терра для моделирования реальных физических процессов требует постро-
ения разностных аналогов соответствующих многомерных интегральных
уравнений Вольтерра I рода.

Прежде чем переходить к описанию численных методов идентификации
ядер Вольтерра, рассмотрим линейное интегральное уравнение Вольтерра
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I рода
t∫

0

x(t, ν)K(ν) dν = f(t), 0 ≤ t ≤ T. (4.2.74)

Здесь x(t, ν) – известная функция двух переменных, определенная в обла-
сти ∆ = {t, ν/0 ≤ ν ≤ t ≤ T}, f(t) – известная функция, а K(t) – искомое
решение. Пусть x′t ∈ C∆, f

′ ∈ C[0,t], f(0) = 0 и, кроме того, x(t, t) 6= 0.
Особенность задачи численного решения (4.2.74) состоит в том, что при

её решении необходимо использовать как классические методы вычисли-
тельной математики, так и методы решения некорректно поставленных за-
дач.

Действительно, уравнения Вольтерра I рода являются частным случа-
ем уравнений Фредгольма I рода, некорректно поставленных по Адамару
в основных функциональных пространствах. Поэтому для численного ре-
шения интегральных уравнений Вольтерра I рода могут быть использова-
ны методы регуляризации некорректных задач (см., например, [118; 234]).
Алгоритм редукции линейных интегральных уравнений с равномерной по-
грешностью в правой части к конечномерной задаче квадратичного про-
граммирования предложен в работе [36].

С другой стороны, специфика операторов Вольтерра такова, что при сде-
ланных предположениях о гладкости исходных данных уравнение (4.2.74)

корректно поставлено на паре
(
C[0,t],

� (1)

C [0,t]

)
, где

� (1)

C [0,t]=

{
g(t) : g(t) ∈

(1)

C [0,t], g(0) = 0

}
.

Это позволяет находить численное решение (4.2.74) путем прямой дискре-
тизации исходного уравнения.

Подробную классификацию существующих численных методов, основан-
ных на таком подходе, а также обширный список литературы по данному
вопросу можно найти в монографии [162]. В [26, с. 110-114] также изложен
подробный материал по специфике интегральных уравнений Вольтерра I
рода.

К настоящему времени разработано достаточно большое количество
численных методов решения интегрального уравнения Вольтерра I рода
(4.2.74), когда ядро уравнения x(t, s) и правая часть f(t) (исходные дан-
ные) предполагаются известными без погрешностей и соответственно об-
ладают нужной гладкостью. Если же исходные данные известны прибли-
женно: x̃(t, ν), f̃(t), причем погрешности в информации выводят решение
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за пределы множества корректности, возможен путь, объединяющий по-
ложительные стороны обоих направлений – помехоустойчивость и алго-
ритмическую простоту. Идея данного подхода заключается в следующем.
Во-первых, использовать дискретизацию непосредственно исходного урав-
нения (4.2.74) с помощью выбранного «базового» метода. Во-вторых, по-
скольку используемый в новых условиях метод уже не дает сходимость
приближенного решения к точному при h→ 0, то следует согласовать шаг
сетки с уровнем погрешности так, чтобы процедура дискретизации сама
обладала регуляризирующим свойством. Использовать шаг сетки в каче-
стве параметра регуляризации было впервые предложено для уравнения
Фредгольма I рода со слабой сингулярностью в ядре в [45]. В статье [7]
показано, что метод квадратур, основанный на простейших квадратурных
формулах (левых, правых, средних прямоугольников, а также трапеций),
порождает регуляризирующий алгоритм, в котором параметром регуляри-
зации является шаг квадратурной формулы.

Далее в настоящей главе излагаются результаты численного решения
уравнений Вольтерра I рода. Используется регуляризирующее свойство
процедуры дискретизации. В качестве «базового» метода использовалась
квадратура (кубатура) средних прямоугольников. Такой выбор обусловлен
относительной простотой реализации и получения приближённого решения
с погрешностью порядка O(h2) в случае отсутствия возмущений исходных
данных.

Итак, рассмотрим задачи численного решения уравнений (4.2.11) и
(4.2.13) для восстановления ядер K1(t, s1), K11(t, ν1, ν2) соответственно и
докажем сходимость со вторым порядком и покажем, что данный метод
порождает регуляризирующие алгоритмы в смысле А.Н. Тихонова, если
шаг сетки согласовать с погрешностью вычислений.

Следуя принципу от простого к сложному, рассмотрим простейшее ли-
нейное интегральное уравнение Вольтерра I рода, выведенное нами при
моделировании выше, и имеющее вид

ω∫
0

K1(t, ν) dν = f1(t, ω), 0 ≤ ν ≤ t ≤ T, (4.2.75)

где t, ω ∈ 41 = {t, ω/0 ≤ ω ≤ t ≤ T}. Введем равномерные сетки узлов
вида

tj = jh, ωi = ih, ωj− 1
2

= (j − 1

2
)h, i = 1, N, j = 1, N, Nh = T.
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Применяя для аппроксимации интеграла в (4.2.75) формулу средних пря-
моугольников, получаем систему линейных алгебраических уравнений по-
рядка N(N+1)

2

h
i∑

k=1

Kh
1
j,k− 1

2

= fh1j,i, 1 ≤ i ≤ j ≤ N.

Решение полученной системы линейных алгебраических уравнений имеет
вид

Kh
1
j,i− 1

2

=
fh1j,i − f

h
1j,i−1

h
, 1 ≤ i ≤ j ≤ N. (4.2.76)

Исследуем сходимость сеточной аппроксимации Kh
1 к точному значению

K1.

Утверждение 4.2.1. Пусть существует решение интегрального урав-
нения (4.2.75) и f1 ∈ C(3)

∆1
. Тогда метод квадратур, основанный на форму-

ле средних прямоугольников, имеет второй порядок сходимости, причем
справедлива следующая оценка погрешности

‖εh1‖Ch = max
i,j

∣∣∣∣ K1(tjh, ω(i− 1
2 )h)−Kh

1
j,i− 1

2

∣∣∣∣≤ 1

24
h2M3,

где M3 = max
t,ω

∣∣∣∣ ∂3f1

∂ω3

∣∣∣∣ .
Доказательство. Разложим правую часть интегрального уравнения
(4.2.76) в ряд Тейлора в окрестности точки (tj, ω1

i− 1
2

), до третьего по-
рядка включительно. Вспоминая введенную выше сетку, получаем

f1(jh, ih) = f1(jh, (i− 1

2
)h) +

2∑
n=1

hn

n!

(
1

2

∂

∂ω

)n

f1(jh, ω)

∣∣∣∣∣
ω=(i− 1

2 )h

+

+
h3

3!

(
1

2

∂

∂ω

)3

f1(jh, ω)

∣∣∣∣∣
ω=(i− 1

2 )h+θ1
h
2

,

f1(jh, (i− 1)h) = f1(jh, (i− 1

2
)h) +

2∑
n=1

hn

n!

(
−1

2

∂

∂ω

)n

f1(jh, ω)

∣∣∣∣∣
ω=(i− 1

2 )h

+

+
h3

3!

(
−1

2

∂

∂ω

)3

f1(jh, ω)

∣∣∣∣∣
ω=(i− 1

2 )h−θ2 h2

,
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где 0 ≤ θ ≤ 1. Подстановка в (4.2.76) приводит к формуле

Kh
1
j,i− 1

2

=
1

h

2∑
n=1

hn

n!2n

((
∂

∂ω

)n

−
(
− ∂

∂ω

)n)
f1(jh, ω)

∣∣∣∣∣
ω=(i− 1

2 )h

−

−h
2

3!

(
−1

2

∂

∂ω

)3

f1(jh, ω)

∣∣∣∣∣
ω=(i− 1

2 )h−θ1 h2

− h2

3!

(
−1

2

∂

∂ω

)3

f1(jh, ω)

∣∣∣∣∣
ω=(i− 1

2 )h−θ2 h2

.

Вспоминая, что точное значение ядра

K1(t, ω) = f ′1ω(t, ω),

найдем разность значений точного ядра и приближенного, предполагая,
что f1 – трижды дифференцируемая функция.

K1

(
jh,

(
i− 1

2

)
h

)
−Kh

1
j,i− 1

2

= f ′1ω(t, ω)

∣∣∣∣∣
t=jh, ω=(i− 1

2 )h

−

−
(

1

2

(
∂

∂ω
+

∂

∂ω

)
f1(t, ω)

∣∣∣∣∣
t=jh, ω=(i− 1

2 )h

−

−h
2

3!

(
−1

2

∂

∂ω

)3

f1(jh, ω)

∣∣∣∣∣
ω=(i− 1

2 )h−θ1 h2

+
h2

3!

(
−1

2

∂

∂ω

)3

f1(jh, ω)

∣∣∣∣∣
ω=(i− 1

2 )h−θ2 h2

.

Оценивая полученную разность по модулю, получаем искомую оценку по-
грешности данного метода квадратур

‖εh‖Ch = max
i,j

∣∣∣∣ K1(tjh, ω(i− 1
2 )h)−Kh

1
j,i− 1

2

∣∣∣∣≤ 1

24
h2M3,

где M3 = max
t,ω

∣∣∣∣ ∂3f1

∂ω3

∣∣∣∣,
причем f1 — трижды дифференцируемая функция.

Из этой оценки видно, что указанный метод квадратур имеет второй
порядок сходимости по шагу h.

Перейдем к численному решению уравнения (4.2.13) относительно
трёхмерного ядра K11. Вспомним, что проблема идентификации ядра
K11(t, s1, s2) была сведена к двумерному интегральному уравнению Воль-
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терра I рода
ω1∫

0

ω1∫
0

K11(t, ν1, ν2) dν1 dν2 − 2

ω1∫
0

ω1+ω2∫
ω1

K11(t, ν1, ν2) dν1 dν2+

+

ω1+ω2∫
ω1

ω1+ω2∫
ω1

K11(t, ν1, ν2) dν1 dν2 = f11(t, ω1, ω2), (4.2.77)

где t, ω1, ω2 ∈ 42 = {0 ≤ ω1 + ω2 ≤ t ≤ T, ω1, ω2 ≥ 0}. Рассмотрим
проблему численного решения этого уравнения. Введем равномерные сетки
узлов

ti = ih, ω1j = jh, ω1
j− 1

2

=

(
j − 1

2

)
h, ω2k = kh, ω2

k− 1
2

=

(
k − 1

2

)
h,

i, j = 1, N, k = 0, N − 1, Nh = T.

Применив для аппроксимации интегралов в (4.2.77) формулу средних пря-
моугольников, получаем систему линейных алгебраических уравнений

h2

[
j∑
l=1

j∑
m=1

Kh
i,l− 1

2 ,m−
1
2
− 2

j∑
l=1

j+k∑
m=j+1

Kh
i,l− 1

2 ,m−
1
2

+

j+k∑
l=j+1

j+k∑
m=j+1

Kh
i,l− 1

2 ,m−
1
2

]
=

= fi,j,k, 0 ≤ j + k ≤ i ≤ N, (4.2.78)

Число уравнений системы совпадает с числом неизвестных и равно
N∑
n=1

n(n+ 1)

2
= C3

N+2. (4.2.79)

Матрица полученной системы имеет вид

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ·
1 1 −2 0 0 0 0 0 0 0 ·
1 1 2 0 0 0 0 0 0 0 ·
1 1 −2 1 2 −2 0 0 0 0 ·
1 1 2 1 −2 −2 0 0 0 0 ·
1 1 2 1 2 2 0 0 0 0 ·
1 1 −2 1 2 −2 1 2 2 −2 ·
1 1 2 1 −2 −2 1 2 −2 −2 ·
1 1 2 1 2 2 1 −2 −2 −2 ·
1 1 2 1 2 2 1 2 2 2 ·
· · · · · · · · · · ·



.
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Приводя матрицу системы (4.2.78) к диагональному виду, получаем явные
формулы обращения

Kh
11
i,j+k− 1

2 ,j−
1
2

=
fhi,j−1,k+1 − fhi,j−1,k − fhi,j,k + fhi,j,k−1

4h2
, (4.2.80)

1 ≤ j + k ≤ i ≤ N ;

Kh
11
i,j− 1

2 ,j−
1
2

=
fhi,j−1,1 − 2fhi,j−1,0 + fhi,j,0

2h2
, 1 ≤ j ≤ i ≤ N. (4.2.81)

Формулы (4.2.80) и (4.2.81) получены с использованием пакета для работы
с аналитическими выражениями Maple.

Исследуем сходимость сеточной аппроксимации Kh
11 к точному значе-

нию K11.

Утверждение 4.2.2. Пусть существует решение интегрального уравне-
ния (4.2.77) и сверх того f11 ∈ C(4)

42
. Тогда метод кубатур, основанный на

формуле средних прямоугольников, имеет второй порядок сходимости,
причем справедлива следующая оценка погрешности

‖εh1‖Ch = max
i,j,k

∣∣∣∣K11

(
ih,

(
j + k − 1

2

)
h,

(
j − 1

2

)
h

)
−Kh

11
i,j+k− 1

2 ,j−
1
2

∣∣∣∣≤
≤ 5

48
h2M4,

где M4 = max
µ+ν=4
t,ω1,ω2

∣∣∣∣ ∂4f11

∂ων1∂ω
µ
2

∣∣∣∣ .
Доказательство. Разложим правые части (4.2.80) и (4.2.81) в ряд Тейлора
в окрестности точек (ti, ω1

j− 1
2

, ω2k) и (ti, ω1
j− 1

2

, ω21) соответственно. Для
демонстрации техники приведём вычисления лишь для (4.2.80).

f11(ih, (j − 1)h, (k + 1)h) = f11(ih, (j − 1/2)h, kh)+

+
3∑

n=1

hn

n!

(
−1

2

∂

∂ω1
+

∂

∂ω2

)n

f11(ih, ω1, ω2)

∣∣∣∣∣
ω1=(j−1/2)h,ω2=kh

+

+
h4

4!

(
−1

2

∂

∂ω1
+

∂

∂ω2

)4

f11(ih, ω1, ω2)

∣∣∣∣∣
ω1=(j−1/2)h−θ(1/2), ω2=kh+θ

,

f11(ih, (j − 1)h, kh) = f(ih, (j − 1/2)h, kh)+

+
3∑

n=1

hn

n!

(
−1

2

∂

∂ω1

)n

f11(ih, ω1, kh)

∣∣∣∣∣
ω1=(j−1/2)h

+
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+
h4

4!

(
−1

2

∂

∂ω1

)4

f11(ih, ω1, kh)

∣∣∣∣∣
ω1=(j−1/2)h−θ(1/2)

,

f11(jh, kh) = f(ih, (j − 1/2)h, kh)+

+
3∑

n=1

hn

n!

(
1

2

∂

∂ω1

)n

f11(ih, ω1, kh)

∣∣∣∣∣
ω1=(j−1/2)h

+

+
h4

4!

(
1

2

∂

∂ω1

)4

f11(ih, ω1, kh)

∣∣∣∣∣
ω1=(j−1/2)h+θ(h/2)

,

f11(ih, jh, (k − 1)h) = f11(ih, (j − 1/2)h, kh)+

+
3∑

n=1

hn

n!

(
1

2

∂

∂ω1
− ∂

∂ω2

)n

f11(ih, ω1, ω2)

∣∣∣∣∣
ω1=(j−1/2)h, ω2=kh

+

+
h4

4!

(
1

2

∂

∂ω1
− ∂

∂ω2

)4

f11(ih, ω1, ω2)

∣∣∣∣∣
ω1=(j−1/2)h+θ(h/2), ω2=kh−θ

.

Подставляя в (4.2.80), приходим к формуле

Kh
11
j+k− 1

2 ,j−
1
2

=
1

4h2

3∑
n=1

hn

n!

{
(−1)n

(
1

2

∂

∂ω1
+

∂

∂ω2

)n

− (−1)n

(
1

2

∂

∂ω1

)n

−

−
(

1

2

∂

∂ω1

)n

+

(
1

2

∂

∂ω1
− ∂

∂ω2

)n}
f11(ih, ω1, ω2)

∣∣∣∣∣
ω1=(j−1/2)h,ω2=kh

+

+
h4

4!

{(
−1

2

∂

∂ω1
+

∂

∂ω2

)4

f11(ih, ω1, ω2)

∣∣∣∣∣
ti=ih,ω1=(j−1/2)h−θ(1/2), ω2=kh+θ

−

−
(
−1

2

∂

∂ω1

)4

f11(ih, ω1, kh)

∣∣∣∣∣
ω1=(j−1/2)h−θ(1/2)

−

−
(

1

2

∂

∂ω1

)4

f11(ih, ω1, kh)

∣∣∣∣∣
ω1=(j−1/2)h+θ(h/2)

+

+

(
1

2

∂

∂ω1
− ∂

∂ω2

)4

f11(ih, ω1, ω2)

∣∣∣∣∣
ω1=(j−1/2)h+θ(h/2), ω2=kh−θ

}
, (4.2.82)

где 0 ≤ θ ≤ 1.

Распишем выражение под знаком суммы в формуле (4.2.82) для:
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n=1
−1

2

∂

∂ω1
+

∂

∂ω2
+

1

2

∂

∂ω1
− 1

2

∂

∂ω1
+

1

2

∂

∂ω1
− ∂

∂ω2
= 0;

n=2 (
1

2

∂

∂ω1
− ∂

∂ω2

)2

−
(

1

2

∂

∂ω1

)2

−
(

1

2

∂

∂ω1

)2

+

(
1

2

∂

∂ω1
− ∂

∂ω2

)2

=

= 2
∂2

∂ω2
2

− 2
∂2

∂ω1∂ω2
;

n=3(
−1

2

∂

∂ω1
+

∂

∂ω2

)3

+

(
1

2

∂

∂ω1

)3

−
(

1

2

∂

∂ω1

)3

−
(
−1

2

∂

∂ω1
+

∂

∂ω2

)3

= 0;

n=4(
1

2

∂

∂ω1
− ∂

∂ω2

)4

−
(

1

2

∂

∂ω1

)4

−
(

1

2

∂

∂ω1

)4

+

(
1

2

∂

∂ω1
− ∂

∂ω2

)4

6= 0.

Вспоминая, что точное решение имеет вид

K11(·) =
f ′′11ω22

− f ′′11ω1ω2

4
,

получаем искомую оценку

‖εh‖Ch = max
i,j,k

∣∣∣∣K11

(
ih,

(
j + k − 1

2

)
h,

(
j − 1

2

)
h

)
−Kh

11
i,j+k− 1

2 j−
1
2

∣∣∣∣=
= max

i,j,k

∣∣∣∣14
(
∂2f11

∂ω2
2

− ∂2f11

∂ω1∂ω2

)
− 1

4h2

h2

2!

(
2
∂2f11

∂ω2
2

− 2
∂2f11

∂ω1∂ω2

)
−

− 1

4h2

h4

4!

[
2

(
1

2

∂

∂ω1
− ∂

∂ω2

)4

−2

(
1

2

∂

∂ω1

)4]
f11

∣∣∣∣=
=
h2

48
max
i,j,k

∣∣∣∣
[(

1

2

∂

∂ω1
− ∂

∂ω2

)4

− 1

16

∂4

∂ω4
1

]
f11

∣∣∣∣ ≤ h2

48
5M4.

Итак, окончательно получим

‖εh‖Ch = max
i,j,k

∣∣∣∣K11

(
ih,

(
j + k − 1

2

)
h,

(
j − 1

2

)
h

)
− (4.2.83)

−Kh
11
i,j+k− 1

2 ,j−
1
2

∣∣∣∣≤ 5

48
h2M4,

192



где M4 = max
µ+ν=4
t,ω1,ω2

∣∣∣∣ ∂4f11

∂ων1∂ω
µ
2

∣∣∣∣,
причем f11− четырежды дифференцируемая функция. Из этой оценки вид-
но, что данный метод кубатур также имеет второй порядок сходимости.

Предположим теперь, что вместо точной правой части f11(t, ω1, ω2)

задана приближенная - f̃11(t, ω1, ω2), причем∣∣∣∣f11(t, ω1, ω2)− f̃11(t, ω1, ω2)

∣∣∣∣ ≤ δ. (4.2.84)

Используя (4.2.80), (4.2.81), (4.2.83) и неравенство треугольника, получаем
оценку погрешности

ε̃h = max
i,j,k

∣∣∣∣K11 − K̃11

h
∣∣∣∣ ≤ 2δ

h2
+

5

48
h2M4, (4.2.85)

где за K̃h обозначено решение (4.2.78) с правой частью f̃ .

Эта оценка отражает влияние двух видов погрешности – исходных дан-
ных (первое слагаемое) и метода (второе слагаемое). Квазиоптимальный
шаг определим как

hкo = arg min
h

(
2δ

h2
+

5

48
h2M4

)
.

Откуда следует, что асимптотическая оценка для шага имеет вид

hкo(δ) � δ
1
4 , (4.2.86)

а для погрешности
εhкo(δ) = O(δ

1
2 ). (4.2.87)

Полученные ценки означают, что метод кубатур обладает регуляризиру-
ющим свойством – при стремлении δ к нулю и выборе шага сетки как
величины порядка δ1/4 погрешность сеточного решения также стремится к
нулю со скоростью не меньшей, чем δ1/2.

Очевидно, что задача численного решения соответствующего многомер-
ного интегрального уравнения для восстановления симметричного ядра
K111(t, ν1, ν2, ν3), а также частично-симметричного K112(t, ν1, ν2, ν3) и
несимметричных ядер K12(t, ν1, ν2), K123(t, ν1, ν2, ν3) не представляет
особой трудности и может быть решена аналогично двумерному случаю.
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Для методологических целей рассмотрим модельный пример – уравнение
(4.2.77) с ядром K11(t, ν1, ν2) = ν2

1 + ν2
2 :∫ ω1

0

∫ ω1

0
(ν2

1 + ν2
2) dν1 dν2 − 2

∫ ω1

0

∫ ω1+ω2

ω1

(ν2
1 + ν2

2) dν1 dν2+

+

∫ ω1+ω2

ω1

∫ ω1+ω2

ω1

(ν2
1 + ν2

2) dν1 dν2 = f(t, ω1, ω2),

откуда

f11(t, ω1, ω2) = −4

3
ω1ω

3
2 − 4ω2

1ω
2
2 −

16

3
ω3

1ω2 +
2

3
(ω1 + ω2)

4. (4.2.88)

Дифференцируя f по формуле (4.2.15), получаем

K11(t, ω1, ω1 + ω2) = 2ω2
1 + 2ω1ω2 + ω2

2. (4.2.89)

Непосредственной подстановкой в ядро K11(t, ν1, ν2) = ν2
1+ν2

2 и, переходя
к переменным w1, w2, получаем исходное ядро

K11(t, ω1, ω1 + ω2) = 2ω2
1 + 2ω1ω2 + ω2

2. (4.2.90)

Для задачи идентификации ядра вида K11(t, ν1, ν2) = ν2
1 +ν2

2 проведе-
ны компьютерные расчеты с применением формулы средних прямоуголь-
ников. Получены значения погрешностей в зависимости от шага сетки.

Таблица 4.1: Погрешности в зависимости от шага сетки

h εh

1.00000 0.16666
0.50000 0.04166
0.25000 0.01041
0.12500 0.00260
0.06250 0.00065
0.03125 0.00016
0.01562 0.00004
0.00781 0.00001

Из табл. 4.1 видно, что указанный метод действительно имеет второй
порядок сходимости: при уменьшении шага сетки в k раза погрешность
уменьшается в k2 раз.

Асимптотические оценки для hкo и εhкo подтверждаются расчетами на
синтетических данных. В табл. 4.2 – 4.4 для различных видов ядер под-
считаны оптимальный шаг и оптимальная погрешность при условии, что
вместо точного выходного сигнала f имеем его приближенное значение f̃δ,

причём возмущения носили наиболее неприятный пилообразный характер.
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Для выбора оптимального шага использовался метод Фибоначчи (см. [121])
с числом испытаний равным 10. В таблицах приняты обозначения: δ – по-
грешность исходных данных, hoп – оптимальный шаг, εhoп – погрешность
оптимальная, ` – ширина текущего интервала.

Таблица 4.2: Расчеты для ядра K11(t, ν1, ν2) = ν21 + ν22

δ hop εhop `

10−1 0.9887 0.36751 0.0112
10−2 0.5888 0.11547 0.0111
10−3 0.3307 0.03651 0.0066
10−4 0.1858 0.01154 0.0037
10−5 0.1044 0.00365 0.0020
10−6 0.0586 0.00115 0.0011
10−7 0.0329 0.00036 0.0006

Таблица 4.3: Расчеты для ядра K11(t, ν1, ν2) = eν1eν2 .

δ hoп εhoп `

10−1 0.64044 0.72427 0.0112
10−2 0.43896 0.16410 0.0071
10−3 0.22687 0.05988 0.0049
10−4 0.15550 0.01942 0.0025
10−5 0.08037 0.00651 0.0017
10−6 0.04515 0.00216 0.0009

Из табл. 4.2, 4.3 видно, что при уменьшении погрешности исходных дан-
ных δ в 10’000 раз, hoп уменьшается в 10 раз, a εhoп в 100 раз, что
согласуется с асимптотическими оценками (4.2.86),(4.2.87).

Таблица 4.4: Расчеты для ядра K11(t, ν1, ν2, ν3) = ν1ν2

δ hoп εhoп `

10−1 0.9887 0.20457 0.0112
10−2 0.9776 0.02092 0.0111
10−3 0.9666 0.00214 0.0109
10−4 0.9558 0.00021 0.0108
10−5 0.9450 0.00002 0.0107
10−6 0.9344 0.00000 0.0106
10−7 0.9239 0.00000 0.0104

В табл. 4.4 представлены расчеты в случае, когда ядро имеет такой
вид, что погрешность метода 5

48h
2M4 обращается в ноль и arg min

h

2δ
h2
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достигается при hoп → max
t∈[0,1]

t.

Тестирование на синтетических данных динамики теплообмена

Для проверки эффективности описанных алгоритмов идентификации
ядер Вольтерра были выполнены численные эксперименты с использова-
нием синтетических данных, полученных с помощью эталонной математи-
ческой модели нелинейной динамики стационарного процесса теплообмена.
Процесс протекает в теплообменнике (в котором при наружном обогреве
движется поток жидкости), входящем в состав высокотемпературного кон-
тура (ВТК) ИСЭМ СО РАН. Данный подход был использован компанией
Роснефть для повышения эффективности работы турбокомпрессора М-1
ЭП-300 [130].

Для описания динамических процессов в теплосиловых установках и их
элементах наиболее часто используются дифференциальные уравнения в
частных производных с большим числом замыкающих соотношений, что
позволяет создавать математические модели с разной степенью детализа-
ции изучаемых процессов.

В [117] показано, что алгебро-дифференциальная система

∆D(τ)
di∗o
dz

+D(τ)
∂∆i∗(∆p,∆t)

∂z
+ gv

∂∆i∗(∆p,∆t)

∂τ
=

= ∆α(τ)h(θo − to) + α(τ)h(∆θ(z, τ)−∆t(z, τ)), (4.2.91)

∆q(τ)− gmcm
∂∆θ(z, τ)

∂τ
=

= ∆α(τ)h(θo − to) + α(τ)h(∆θ(z, τ)−∆t(z, τ)) (4.2.92)

описывает динамический теплообменный процесс.

Здесь τ – время (с), z – осевая координата (м), D – расход вещества
(кг/с); q – тепловая нагрузка (кВт), g – масса (кг/м), h – поверхность
теплообмена (м), отнесенные к единице длины; i∗ – энтальпия (кДж/кг)
– термодинамическая функция, зависящая от давления и температуры,
t, θ – температура потока вещества и стенки (K), c – удельная теплоем-
кость (кДж/кг ·K), p – давление (H/м2), α – коэффициент теплоотдачи
(кВт/м2 · K), ∆ – приращение, например, D(τ) = D0 + ∆D(τ), α(τ) =

α0 + ∆α(τ); индексами 0 обозначены параметры начального стационарно-
го режима, например, i∗0 = i∗(∆p,∆t)|τ=0, «in» – значение на входе, «v» –
вещество потока, «m» – материал стенки.
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Начальные условия имеют вид

∆i∗(∆p,∆t)|τ=0 = 0, ∆t(z, τ)|τ=0 = 0, ∆θ(z, τ)|τ=0 = 0.

Граничные условия имеют вид

∆i∗(∆p,∆t)|z=0 = ∆iin(τ).

Параметры состояния системы ∆i∗ , ∆t связаны уравнением

∆i∗(∆p,∆t) = cv∆t(z, τ) +

(
∂i∗

∂p

)
t

∆p(τ). (4.2.93)

Найти точное решение (4.2.91) – (4.2.93) при произвольно заданной
функции D(τ) не представляется возможным.

Введем обозначение i∗(∆p,∆t) = i(τ) в предположении линейности из-
менения по пространственной переменной z. Перейдем от модели с рас-
пределенными параметрами (4.2.91), (4.2.92) к модели с сосредоточенными
параметрами

∆D(τ)(i0 − i0in) +D(τ)(∆i(τ)−∆iin(τ)) +Gv
d∆i(τ)

dτ
=

= ∆α(τ)H(θ0 − t0) + α(τ)H(∆θ(τ)−∆t(τ)), (4.2.94)

∆Q(τ)−Gmcm
d∆θ(τ)

dτ
=

= ∆α(τ)H(θ0 − t0) + α(τ)H(∆θ(τ)−∆t(τ)), (4.2.95)

с начальными условиями
∆i(τ)|τ=0 = 0, ∆t(τ)|τ=0 = 0, ∆θ(τ)|τ=0 = 0.

Здесь Q = q · l – полная тепловая нагрузка (кВт), G = g · l – полная
масса (кг), H = h · l – полная поверхность теплообмена (м2), l – длина
рассматриваемого участка.

В [116] при допущении, что α = KαD, Kα− константа, получено реше-
ние (4.2.93) – (4.2.95). Заметим, что в начальный момент времени имеет
место равенство

i0 − i0in =
α0

D0
H(θ0 − t0) = KαH(θ0 − t0) =

Q0

D0
,

с учетом которого система (4.2.94), (4.2.95) преобразуется к следующему
виду

d∆i(τ)

dτ
+ (a1∆i(τ) + b1∆θ(τ))D(τ) = g(τ), (4.2.96)
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d∆θ(τ)

dτ
+ (a2∆i(τ) + b2∆θ(τ))D(τ) = ω(τ), (4.2.97)

где a1 =
1

Gv

(
1 +

KαH

cv

)
, a2 = − KαH

Gvcvcm
, b1 = −KαH

Gv
, b2 =

KαH

Gmcm
,

g(τ) =
D(τ)

Gv

(
∆iin(τ)−KαHKp∆p(τ)

)
, Kp = − 1

cv

(
∂i

∂p

)
t

,

ω(τ) =
1

Gmcm
∆Q(τ)− Q0

D0Gmcm
∆D(τ) +

KαHKp

Gmcm
D(τ)∆p(τ).

Как известно [53], система (4.2.96), (4.2.97) решается путем сведения к
дифференциальным уравнениям с переменными коэффициентами

dR1,2(τ)

dτ
+ s1,2D(τ)R1,2(τ) = α1,2g(τ) + β1,2ω(τ) ,

где R1,2(τ) = α1,2∆i(τ) + β1,2∆θ(τ) ; s1,2− корни характеристического
уравнения для системы (4.2.96), (4.2.97); α1,2, β1,2− константы, получен-
ные в предположении выполнения равенств

α1,2a1 + β1,2a2 = s1,2α1,2 , α1,2b1 + β1,2b2 = s1,2β1,2 .

Полагая, что ∆iin(τ) = 0, ∆p(τ) = 0, и ∆Q(τ) = 0, отклонение эн-
тальпии на выходе ∆i(t) при произвольных законах возмущений расхода
жидкости ∆D(τ) и стационарном значении теплоподвода Q0 (см. рис. 4.2)
выражается [117] в виде:

∆i(τ) =
b1(R1(τ)−R2(τ))

s1 − s2
, (4.2.98)

где

R1,2(τ) = e
−s1,2

τ∫
0

D(η) dη
τ∫

0

(
∆Q(η)

Gmcm
− Q0∆D(η)

D0Gmcm

)
e
s1,2

η∫
0

D(ξ) dξ
dη.

∆D(τ)
F [∆D(τ)]

∆i(τ)
- -

Рис. 4.2.
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Отметим существенно нелинейное влияние возмущения расхода ∆D(τ)

на динамику ∆i(τ). В [113] нелинейная динамика теплообмена моделиро-
валась первым (линейная модель) и первыми двумя слагаемыми (квадра-
тичная модель) ряда Вольтерра

τ∫
0

K̂1(ν)x(τ − ν) dν +

τ∫
0

τ∫
0

K̂11(ν1, ν2)x(τ − ν1)x(τ − ν2) dν1 dν2 = ŷ(τ).

(4.2.99)
Рассмотрим аппроксимацию нелинейной динамики теплообменника тре-

мя первыми слагаемыми ряда Вольтерра

τ∫
0

K1(ν)x(τ − ν) dν +

τ∫
0

τ∫
0

K11(ν1, ν2)x(τ − ν1)x(τ − ν2) dν1 dν2+ (4.2.100)

+

τ∫
0

τ∫
0

τ∫
0

K111(ν1, ν2, ν3)x(τ − ν1)x(τ − ν2)x(τ − ν3) dν1 dν2 dν3 =

= y(τ), τ ∈ [0, T ].

Замечание 4.2.4. Для обозначения времени задействовано τ вместо ис-
пользуемого в предыдущих главах t, так как здесь t – температура по-
тока вещества.

Применим конечный отрезок ряда Вольтерра (4.2.100) (кубичная мо-
дель) для моделирования нелинейных динамических процессов, протека-
ющих в теплообеннике в случае произвольного возмущения расхода жид-
кости ∆D(τ).

Для анализа и оценки точности моделирования будем использовать ко-
нечный отрезок ряда Вольтерра (4.2.99) (квадратичная модель) и модель
(4.2.98) в качестве эталона. Заметим, что наличие эталонной модели поз-
воляет оценить эффективность разработанных алгоритмов, не прибегая к
реальному теплообменнику.

Задачу математического моделирования динамических систем на базе
конечных отрезков ряда Вольтерра можно условно разбить на этапы:
1) набор откликов динамической системы на специальные входные возму-
щения (кусочно-постоянные функции) с целью получения откликов систе-
мы, соответствующих слагаемым ряда Вольтерра;
2) решение полученных на первом этапе интегральных уравнений Вольтер-
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ра I рода относительно искомых переходных характеристик (ядер Вольтер-
ра) и подстановка их в исходный отрезок ряда.

Итак, применительно к данной задаче рассмотрим
τ∫

0

K1(ν)x(τ − ν) dν +

τ∫
0

τ∫
0

K11(ν1, ν2)x(τ − ν1)x(τ − ν2) dν1 dν2+ (4.2.101)

+

τ∫
0

τ∫
0

τ∫
0

K111(ν1, ν2, ν3)x(τ − ν1)x(τ − ν2)x(τ − ν3)dν1 dν2 dν3 = y(τ),

где

y(τ) = ∆i(τ) = i(τ)− i0, i0 =
Q0

D0
+ iin, x(τ) = ∆D(τ).

Компьютерные эксперименты для восстановления ядер Вольтерра
K1, K11, и K111 проводилось при стационарном значении расхода вещества
D0 = 0, 16 кг/с и стационарном значении тепловой нагрузки Q0 = 100 кВт.

Тестовые входные возмущения для идентификации ядер Вольтерра име-
ли вид

∆Dω1,ω2
(τ)

def
= xω1,ω2

(τ) = C · (e(t)− 2e(t− ω1) + e(t− ω1 − ω2)),

где 0 ≤ ω1 ≤ ω1 + ω2 ≤ τ ≤ T, C ∈ {0.04, 0.08}, T — время переходного
процесса.

В среде C++ реализована кубичная скалярная модель нелинейных
динамических теплообменных процессов, в котором реализованы оба этапа
моделирования динамической системы, роль которой играло соотношение
(4.2.98).

Численное решение уравнений Вольтерра I рода относительно ядер
Вольтерра на втором этапе проводилось по формуле средних прямоуголь-
ников, причём были задействованы двухточечный, четырехточечный и
восьмиточечный шаблоны.

На рис. 4.5 приведено возмущение ∆D(τ) произвольного характера
(оставаясь в пределах ±50%) и соответствующие отклики эталонной, ку-
бичной и квадратичной модели. Тесты показали, что погрешность кубич-
ной модели в среднем на 20-40 % меньше квадратичной. Тем не менее, в
некоторых случаях квадратичная модель даёт лучшее приближение. Как
отмечено в [146], кубичная модель может демонстрировать даже худшее
поведение в сравнении с квадратичной, что объясняется не оптимальным
выбором амплитуд «обучающих» тестовых входных возмущений (см. рабо-
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Рис. 4.4: Слева: Входной сигнал. Справа: Отклики моделей Вольтерра. Сплошная линия – эталонная
модель, короткий пунктир – кубичная модель, длинный пунктир – квадратичная модель, пунктир –
линейная модель.

Рис. 4.5: Слева: Входной сигнал. Справа: Отклики моделей Вольтерра. Сплошная линия – эталонная
модель, короткий пунктир – кубичная модель, длинный пунктир – квадратичная модель, пунктир –
линейная модель.
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ту [146] и библиографию в этой работе для подробностей алгоритма выбора
оптимальных тестовых входных возмущений).

Резкое увеличение числа арифметических операций при переходе от мо-
делей второго порядка к моделям более высокого порядка нередко препят-
ствует (или даже делает невозможной) их практическую реализацию.

Идентификация ядер Вольтерра основана на процедуре дискретизации,
и следовательно требует решения СЛАУ, матрицы которых имеют специ-
альный вид, позволяющий выписать решения в явной форме. Именно этот
факт позволил существенно сократить число операций и сделать задачу
реализуемой на практике.

Отметим, что дискретные аналоги интегральных уравнений Вольтерра
I рода относительно ядер K1(ν1), K11(ν1, ν2), и K111(ν1, ν2, ν3) со-
держат соответственно Q1 = N, Q2 = N(N+1)

2 и Q3 = N(N+1)(N+2)
6 N = T

h

уравнений и столько же неизвестных.

Непосредственное примение метода Гаусса к задаче идентификации яд-
ра K111 (соответствует Q3

3 ∼ 1018 ) без учёта специальной структуры со-
ответcтвующей СЛАУ, например, на ПК на базе Intel Core i7 880 3.06 GHz
для h = 0.01, N = 100 потребовало бы ∼ 104 часов. То есть реализовать
кубичную модель было бы невозможно. Построение квадратичной скаляр-
ной модели требовало порядка Φ1 = O(N 2) арифметических операций.
Реализация кубичной уже потребовало порядка Φ2 = O(N 3) операций.

Построение моделей порядка выше третьего представляется затрудни-
тельным из-за плохой обусловленности матриц при численном решении
многомерных интегральных уравнений Вольтерра I рода. На практике ал-
горитмы не будут обладать свойством устойчивости к возмущению исход-
ных данных (необходимо проводить численное дифференцирование высо-
кого порядка), к тому же мы неизбежно столкнёмся с «проклятием» раз-
мерности.

В заключение отметим, что полученные условия существования и един-
ственности решений указанных классов интегральных уравнений I рода яв-
ляются довольно жесткими, что может создавать определенные сложности
при их практическом применении. Однако для практического использова-
ния моделей Вольтерра нет необходимости в идентификации ядер. Доста-
точно знать интегралы от ядер, которые несложно получить с помощью
известной техники интегрирования произведения [239], приложение кото-
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рой в простейшем случае для∫ ih

0
K(s)x(t− s) ds

дает
i∑

j=1

x(ti−j+1/2)

∫ jh

(j−1h)
K(s) ds, ti−1/2 = (i− 1/2)h, i = 1, n, nh = T.

203



Глава 5

Интегральные модели в обработке
сигналов и в машинном обучении

В гл. 5 рассматриваются интегральные модели, широко используемые в
настоящее время в обработке сигналов и в алгоритмах машинного обуче-
ния. Особое внимание уделяется приложению таких моделей в электроэнер-
гетике, в обработке видео последовательностей и других задачах индустри-
альной математики. Отметим, что в отличие от процессов, рассмотренных
в гл. 1 – 4, математические модели этой главы не являются строго детер-
минированными в силу специфики решаемых прикладных задач. Поэтому
методология и алгоритмы этой главы наряду с интегральными преобра-
зованиями Гильберта, Фурье и основами теории интегральных уравнений
(теоремы Мерсера-Гильберта-Шмидта о разложении симметрического яд-
ра, см. [251]), используют статистические подходы, сведения из комбина-
торной оптимизации и машинного обучения.

В приведенных расчетах использовались реальные данные, предостав-
ленные автору компаниями British Broadcasting Company (BBC), ASTI
Holdings Pte Ltd, Institut National de l’Audiovisuel (INA); биржевые дан-
ные рынков электроэнергии предоставлены Nord Pool Spot и Australian
National Energy Market (ANEM). В силу специфики математических моде-
лей, используемых на практике в этой области, в гл. 5 потребовался синтез
ряда специальных дискретных подходов математического моделирования,
интегральных преобразований, статистических методов и методов обработ-
ки и распознования изображений и алгоритмов машинного обучения.

Гл. 5 состоит из трех параграфов. В п. 5.1 изложены алгоритмы про-
гнозирования временных рядов. Алгоритмы апробированы на биржевых
данных рынков электроэнергии, межсистемных перетоков [259] и скоро-
сти ветра с целью прогноза генерации энергии, вырабатываемой ветряны-
ми фермами Ирландии (остров Valentia) [266], показав хорошие результа-
ты. Эти результаты получены в соавторстве с P. Leahy (University College
Cork), В.Г.Курбацким, Н.В.Томиным (ИСЭМ СО РАН) и др. В п. 5.2 изло-
жены алгоритмы реставрации видеопоследовательностей. В п. 5.1 решена
задача оценки риска появления неустойчивых межсистемных колебаний в
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электроэнергетических системах. Одна производственная задача дефекто-
скопии решена в 5.3. Отметим, что в заключительном параграфе п. 5.1
изложены результаты совместных работ [299; 301] с V. Šmídl (Прага, UTIA
CAS), в п. 5.3 изложены результаты совместных работ [24; 149] c И.Л. Ва-
сильевым (Иркутск, ИДСТУ СО РАН). Результаты гл. 5 демонстрируют
эффективность алгоритмов, использующих сочетания различных методов
непрерывной и дискретной математики при решении конкретных задач ин-
дустриальной математики.

5.1 Интегральные модели в анализе и прогнозировании
временных рядов

О преобразовании Гильберта-Хуанга в прогнозных моделях

Проблема математического моделирования поведения нестационарных
нелинейных динамических систем посредством анализа ретроспективных
временных рядов, порожденных такими системами, является одной из наи-
более актуальных проблем современной энергетики. Прогнозирование вре-
менных рядов наряду с задачей оценивания состояния является фунда-
ментальной проблемой, представляющей как научный, так и прикладной
интерес. Анализу и прогнозированию временных рядов посвящен большой
объем литературы (см., например, библиграфию в [161; 183]), включаю-
щий байесовские подходы, методы нейросетевого моделирования, методы
машинного обучения, генетические алгоритмы, используемые на основе
субъективных знаний экспертов. Однако хорошо известно, что в ряде за-
дач разработанные модели не позволяют строить приемлемый прогноз для
временных рядов, порожденных нестационарными нелинейными процесса-
ми.

При разработке систем мониторинга электроэнергетических систем
(ЭЭС) является актуальной задача прогнозирования компонент вектора
состояния. Для таких временных рядов, как правило, характерно нестаци-
онарное поведение, которое сложно прогнозировать.

Наглядным примером подобных нестационарных временных рядов мо-
гут служить изменения во времени цены на электроэнергию. В настоящее
время рынок электроэнергии большинства развитых стран, в том числе
и России, является нерегулируемым (т.е. аукционным), что обуславливает
неустойчивость равновесной цены. Конкурентность такого рынка обуслав-
ливает ряд тенденций: прогнозирование цен становится всё более актуаль-
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ным, но в то же время сама эта задача прогнозирования представляется
всё более сложной ввиду повышения волатильности ценовых реализаций.
Текущие рыночные реформы и особенности поведения участников рынка
вносят дополнительную непредсказуемость в изменение цены, что вынуж-
дает исследователей обращаться к новым, более сложным моделям прогно-
зирования.

Традиционно задача прогнозирования временных рядов выполнялась
преимущественно с использованием статистических методов, основан-
ных, например, на авторегрессии интегрированного скользящего среднего
(АРПСС). Тем не менее, за последние несколько десятилетий искусствен-
ные нейронные сети (ИНС) продемонстрировали высокую производитель-
ность в задачах классификации и регрессии [73; 123], что привлекло вни-
мание со стороны исследователей, специализирующихся в решении про-
гнозных задач в электроэнергетике. Отметим, что по сравнению с тради-
ционными статистическими алгоритмами нейросетевой подход позволяет
строить алгоритмы с рядом преимуществ. Ряд авторов отмечает, что со-
ответствующие «алгоритмы обладают гибкостью и универсальностью, что
даёт возможность применять их к более сложным моделям» [326].

Однако, несмотря на выделенные достоинства, многие исследователи
считают, что вопрос о гарантированной эффективности ИНС в решении
задачи прогнозирования всё ещё остаётся открытым [135; 199; 322] и тре-
бует дальнейших исследований. Во многом это связано со сложностями в
эмпирическом выборе оптимальной архитектуры и типа прогнозной моде-
ли ИНС. Такие подходы в машинном обучении часто не приводят к оп-
тимальному решению. При выборе архитектуры ИНС обычно тестируются
несколько конфигураций с различным количеством элементов. Задача про-
гнозирования может быть успешно решена следующими типами нейрон-
ных сетей: многослойным персептроном, радиально-базисной сетью (РБФ),
обобщенно-регрессионной сетью (ОРС, GRNN), сетью на основе интегро-
функциональных рядов Вольтеррa (см. также п. 4.1) и сетью Эльмана.

Наряду с ИНС в последние годы получили распространение прогноз-
ные модели на основе метода опорных векторов [21–23; 123]. Современ-
ный метод опорных векторов (МОВ) является нелинейным вариантом ме-
тода обобщенных портретов, предложенного В.Н. Вапником в 1963 г. [22], и
широко используется для решения задач классификации и регрессионного
анализа.
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Методологически МОВ, подобно ИНС, опирается на известную теорему
Ковера [169] о повышении вероятности линейной разделимости образов при
преобразовании нелинейной задачи классификации образов в пространство
более высокой размерности.

В работах [69; 72; 77; 147; 148; 210; 265; 265; 291] предложен адаптивный
подход к прогнозированию временных рядов, подробно описанный в гл.
5. В основе подхода лежит сочетание эффективного аппарата анализа
нестационарных временных рядов на базе преобразования Гильберта-
Хуанга [180] и нейросетевых моделей [123]. Исходный временной ряд
разлагается на эмпирические модальные функции, к которым применя-
ется преобразование Гильберта для вычисления мгновенных амплитуд и
частот в каждый момент времени. Далее полученные модальные функции
и мгновенные амплитуды используются для автоматического нахождения
оптимальных комбинаций входных переменных для последующего приме-
нения алгоритмов прогнозирования c использованием МОВ и ИНС. Поиск
оптимальных комбинаций входных переменных прогнозной модели осу-
ществляется при помощи метода имитации отжига и нейро-генетического
отбора.

Прогнозирование на базе ИНС

Под ИНС понимаются математические модели, реализованные про-
граммно или аппаратно и построенные по принципу организации и функци-
онирования биологических нейронных сетей — сетей нервных клеток живо-
го организма. Это понятие возникло при изучении процессов, протекающих
в мозге, и при попытке смоделировать эти процессы [123].

ИНС представляют собой систему соединённых и взаимодействующих
между собой простых процессоров (искусственных нейронов). Упрощенно
можно считать, что биологический нейрон устроен и действует следую-
щим образом. Нейрон имеет тело, совокупность отростков – дендритов, по
которым в нейрон поступают сигналы, и отросток – аксон, передающий
выходные сигналы другим нейронам. Точка соединения дендрита и аксона
называется синапсом. Синапс выполняет функции весового коэффициен-
та, усиливая или ослабляя входной сигнал. Нейрон получает от дендри-
тов набор входных сигналов. В теле нейрона значения входных сигналов
суммируются. Однако, влияние входов не равнозначно, а определяется ве-
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совыми коэффициентами, которые характеризуют важность поступающей
по данному входу информации.

Результативность синапса может настраиваться проходящими через него
сигналами, так что синапсы могут обучаться в зависимости от активности
процессов, в которых они участвуют. Эта зависимость от предыстории дей-
ствует как память. Возможно, что она ответственна за память человека.

Математически нейрон представляет собой взвешенный сумматор, един-
ственный выход которого определяется через его входы и матрицу весов
следующим образом:

y = f(u), u =
n∑
i=1

wixi + w0x0.

Здесь xi и wi — соответственно сигналы на входах нейрона и веса входов,
функция u называется индуцированным локальным полем, а f (u)— пе-
редаточной функцией. Возможные значения сигналов на входах нейрона
считают заданными в интервале [0, 1] . Дополнительный вход x0 и соответ-
ствующий ему вес w0 используются для инициализации нейрона.

Каждый нейрон ИНС имеет дело только с сигналами, которые он перио-
дически получает, и сигналами, которые он периодически посылает другим
нейронам. Будучи соединёнными в достаточно большую сеть с управляе-
мым взаимодействием, такие локально простые нейроны вместе способны
выполнять довольно сложные задачи. С точки зрения машинного обучения
ИНС представляет собой частный случай методов распознавания образов,
дискриминантного анализа, методов кластеризации и т. п. С математиче-
ской точки зрения обучение нейронных сетей — это многопараметрическая
задача нелинейной оптимизации [35; 123].

Эффективность ИНС в решении задач прогнозирования временных ря-
дов напрямую следуют из ее способности к обобщению и выделению скры-
тых зависимостей между входными и выходными данными. После обуче-
ния ИНС может предсказать будущее значение некой последовательности
на основе нескольких предыдущих значений и каких-то существующих в
настоящий момент факторов. Следует отметить, что прогнозирование воз-
можно только тогда, когда предыдущие изменения в какой-то степени
предопределяют будущие.

В качестве основных типов ИНС для решения задачи прогнозирования
использовались многослойный персептрон и радиальная базисная функция
Гаусса (РБФ). Как показали многочисленные экспериментальные расчёты
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(см., например, [17; 325]), наиболее эффективных методом обучения ИНС
для задачи краткосрочного прогноза представляется квазиньютоновский
метод БФГШ (BFGS, Бройдена-Флетчера-Гольдфарба-Шанно) [138]. В то
время как метод обратного распространения корректирует веса после обра-
ботки каждого наблюдения, квазиньютоновский алгоритм исследует сред-
ний градиент поверхности ошибок по всем наблюдениям и обновляет веса
в конце каждой эпохи обучения. Метод БФГШ основывается на предполо-
жении, что по квадратичной поверхности ошибок можно двигаться непо-
средственно в направлении минимума, вычисляя шаг с помощью матрицы
Гессе (матрицы вторых частных производных поверхности ошибок).

В данном алгоритме используется приближение обратной матрицы Гес-
се, которая ниже обозначена как H. Направление наискорейшего спуска
обозначается через g, а вектор весов i-й эпохи обучения через fi. Матри-
ца H инициализируется единичной матрицей. Поэтому первый шаг осу-
ществляется в направлении g (т.е. в том же, что и в методе обратного
распространения). В каждой эпохе направление поиска определяется как
d = −Hg. На последующих шагах итерации эти величины вычисляются
методом БФГШ.

На квадратичной поверхности ошибок это «гарантирует» положительно
определенное приближение и сходимость к истинному обратному Гессиану
за конечное число шагов, соответствующее числу весов. На практике эти
теоретические положения могут быть нарушены из-за накопления ошибок
вычислений, что может привести к потере сходимости метода. В этом
случае рекомендуется инициализировать и снова запустить алгоритм или
выбрать какой-нибудь другой способ обучения сети.

Регрессионная модель на основе метода опорных векторов

Суть МОВ [21; 123] заключается в проекции исходных векторов анали-
зируемого пространства признаков в пространство более высокой размер-
ности и поиск разделяющей гиперплоскости в этом пространстве. Две па-
раллельные гиперплоскости строятся по обе стороны гиперплоскости, раз-
деляющей классы признаков. Итоговая оптимальная гиперплоскость мак-
симизирует расстояние до двух параллельных гиперплоскостей в предпо-
ложении, что чем больше расстояние между двумя параллельными гипер-
плоскостями, тем меньше средняя ошибка классификации и регрессии.
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Регрессионная модель на основе МОВ подобно ИНС производит обу-
чение по прецедентам (обучающая выборка исходного временного ряда)
(xi, yi), i = 1, N, где xi ∈ X̃ ⊂ X, yi ∈ Ỹ ⊂ Y, X – множество входных
данных, Y – множество значений искомой целевой зависимости. МОВ ре-
шает задачу построения регрессии, оценивая неизвестную вещественную
функцию

yi = f(xi) + εi, (5.1.1)

где εi – ошибка i-го наблюдения. В линейном случае

f(x) = 〈w,x〉+ b, (5.1.2)

где w ∈ Rn – весовые параметры и b ∈ R – параметр смещения. Заметим,
что функция f(x) зависит только от скалярных произведений 〈w,x〉, а не
от самих признаковых описаний. Задача построения нелинейной регрессии
в пространстве X сводится к задаче построения линейной регрессии в рас-
ширенном пространстве признаков H. Простанство H получается посред-
ством нелинейного отображения φ : Rn → H и вместо (5.1.1) оценивается
функция

f(x) = 〈w, φ(x)〉+ b.

Таким образом, происходит переход в так называемое спрямляющее
пространство [1]. Методы выбора отображения φ(x) опишем ниже. На-
хождение параметров сводится к выпуклой задаче оптимизации, состо-
ящей в минимизации регуляризованного функционала риска (см. также
[118; 250; 255])

min
w,b,ξ,ξ∗

[
1

2
||w||2 + C

N∑
i=1

(ξi + ξ∗i )

]
(5.1.3)

при ограничениях 
yi − 〈w, φ(xi)〉 − b ≤ ε+ ξi,

〈w, φ(xi)〉+ b− yi ≤ ε+ ξ∗i ,

ξi, ξ
∗
i ≥ 0, i = 1, N.

(5.1.4)

Здесь C – положительный параметр (штраф ошибки), ξi – параметры обра-
ботки неразделимых наблюдений, ε – параметр потерь. Второе слагаемое
в функционале (5.1.3) штрафует любые отклонения f(xi) от yi согласно
ограничениям (5.1.4). Отметим, что здесь использована в качестве функ-
ции потерь функция ε-нечувствительности. Решается двойственная задача
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к данной задаче (5.1.3) – (5.1.4)

f(x) =
N∑
i=1

(αi − α∗i )K(xi, x) + b, (5.1.5)

где двойственные переменные удовлетворяют условию 0 ≤ αi, α
∗
i ≤ C,

а ядро K(xi, x) удовлетворяет условиям теоремы Мерсера (Гильберта –
Шмидта) [123] (условию симметрии и неотрицательности) и представимо
в виде K(xi, x) = 〈φ(xi), φ(x)〉 . Таким образом, для обучения регресси-
онной модели на основе МОВ можно использовать реализации эффектив-
ных алгоритмов квадратичного программирования (см., например, [71]).
На основе анализа исходных данных ядро было выбрано в форме РБФ
K(x, x′) = exp

(
− ||x−x

′||
2σ2

)
. Как видно из разложения (5.1.5), параметры w

представимы через обучающую выборку xi и сложность такого приближе-
ния не зависит от размерности всего пространства X.

Отметим, что теорема Мерсера, обосновывающая возможность разло-
жения ядра, является одноим из ключевых результатов теории линейных
интегральных уравнений и их обобщений на случай самосопряженных
операторов.

Преобразование Гильберта – Хуанга. Спектр Гильберта

Для описания работы двухэтапного подхода кратко изложим суть пре-
образования Гильберта – Хуанга (ПГХ) [180]. ПГХ состоит из двух неза-
висимых частей: метода разложения на эмпирические моды (ЭМ, Intrinsic
Mode Functions, IMF) и интегрального преобразования Гильберта. Основ-
ная идея ПГХ состоит в декомпозиции исходного сигнала x(t) на модаль-
ные ортогональные базисные функции с последующим применением к ним
преобразования Гильберта.

Процедура разложения x(t) представляет собой итеративный процесс,
который удобнее всего представить в виде блок-схемы (рис. 5.1). Алгоритм
EMD (Empirical Mode Decompisition) подразумевает два цикла: внутрен-
ний цикл «отсеевания» и внешний цикл декомпозиции. Соответственно на
внутреннем цикле выделяются конкретные IMF, а на внешнем определяет-
ся их количество и производится завершение работы алгоритма, если вы-
полнен выбранный критерий останова. Каждая полученная IMF должна
удовлетворять двум следующим свойствам:
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?
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Рис. 5.1: Алгоритм разложения на эмпирические базисные функции (EMD).
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• число экстремумов и число пересечений оси абцисс на заданном интер-
вале должно совпадать;

• для любой точки сигнала IMF среднее значение, определяемое верхней
и нижней огибающими, должно быть близко к нулю.

В данной работе критерий останова алгоритма на внутреннем уровне
обеспечивается свойствами IMF. Остановка на внешнем уровне осуществ-
ляется, когда количество экстремумов в последней IMF меньше двух, при
этом такая IMF называется остатком разложения.

После работы алгоритма EMD любой сигнал x(t) может быть представ-
лен в виде:

x (t) =
n∑
j=1

cj (t) + rn (t) =

=

q∑
i=1

ci (t) +

p∑
l=q+1

cl (t) +
n∑

k=p+1

ck (t) + rn (t), (5.1.6)

где q < p < n, ci(t) – высокочастотные компоненты, cl(t) – компонен-
ты, определяющие физические свойства ряда, и ck(t), rn(t) – трендовые
компоненты. Отметим, что в отличие от стандартных методов обработки
временных рядов, представленный метод получения IMF вначале выделя-
ет высокочастотные компоненты и заканчивает монотонной функцией или
функцией с одним экстремумом. Отметим, что получающиеся в результате
применения алгоритма EMD функции cj(t), rn(t) являются взаимоортого-
нальными, что исключает избыточность их составляющих и позволяет их
использовать в качестве признаков.

Приведенные выше свойства базисных функций ci(t) позволяют приме-
нить к ним интегральное преобразование Гильберта для вычисления мгно-
венных амплитуд и мгновенных частот. Для этого дополним исходный сиг-
нал x(t) до аналитической функции

z(t) = x(t) + ixH(t), (5.1.7)

где i – мнимая единица, xH(t) – сингулярный интеграл от x(t) (преобразо-
вание Гильберта), определяемый как

xH(t) =
1

π
P.V.

+∞∫
−∞

x(s)

t− s
ds. (5.1.8)
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Здесь ядро претерпевает разрыв II рода на диагонали (при t = s) и соответ-
ственно интеграл в (5.1.8) понимается в смысле главного (P.V. – principal
value) значения по Коши. Перепишем (5.1.7) в экспоненциальной форме

z(t) = A(t)eiψ(t), (5.1.9)

где
A(t) =

√
x2(t) + x2

H(t) (5.1.10)

позволяет вычислять мгновенную амплитуду, а

ψ(t) = arctg
xH(t)

x(t)
(5.1.11)

позволяет вычислять фазу исходного сигнала x(t). Тогда производная от
фазы определяет мгновенную частоту

ω(t) = ψ̇(t) =
d

dt
arctg

xH(t)

x(t)
. (5.1.12)

Таким образом, исходный сигнал x(t) представим в следующем виде:

x(t) = Re
n∑
i=1

ai(t)e
j

t∫
0

ωi(s) ds
. (5.1.13)

Частотно-временное распределение амплитуд определяет спектр Гильбер-
та

H(ω, t) = Re
n∑
i=1

ai(t)e
j

t∫
0

ωi(s)ds
. (5.1.14)

Формирование двухэтапной модели сводится к следующим трем пунктам:

1. С помощью ПГХ исходный нестационарный временной ряд расклады-
вается на базисные функции;

2. Полученные функции используются в качестве входных значений для
интеллектной нейросетевой модели;

3. На основе гинетического алгоритма и метода имитации отжига форми-
руется прогнозная модель на основе метода опорных векторов, которая
обучается прогнозировать соответствующие изменения параметра ре-
жима на заданный интервал упреждения.

Разработанный алгоритм протестирован на реальных данных извест-
ной европейской энергетической биржи Nord Pool Spot и Австралийской
национальной энергетической биржи (Australian NEM) для Южного Уэль-
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Рис. 5.2: Результаты разложения на эмпирические моды цен на электроэнергию для зоны Южного
Уэльса (Австралия) для периода 23 апреля – 21 мая 2006 г.

са. Рассмотрим подробнее результаты расчётов для каждого из примеров.

Прогнозирование цен на электроэнергию рынка Южного Уэльса (Ав-
стралия) «на 1 час вперёд»

Отметим, что Australian NEM является дуаполией с доминирующим иг-
роком. В результате этого, изменения цен на электроэнергию, связанные с
поведением доминирующих игроков, сложно предсказать даже в кратко-
срочной перспективе.

Для оценки эффективности гибридной модели исходный набор данных
был разделён на два подмножества, отвечающих соответственно за обуче-
ние и тестирование. В качестве обучающей выборки были использованы
ретроспективные данные почасовых цен за четыре недели до первого дня
недели, цены на которой должны быть предсказаны.
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На базе ПГХ исходный временной ряд почасовых цен был разделен на
соответствующие компоненты: эмпирические моды (ЭМ), мгновенные ча-
стоты (Ч) и амплитуды (А) (см. на рис. 5.3 результаты оценки прогнозной
значимости различных признаков), которые в конечном итоге отражают
саму исходную выборку и некоторые её физические свойства.

На этапе предварительной оценки информации полученные компоненты
были проанализированы с помощью алгоритмов интеллектуального ана-
лиза данных (Data mining) Boosting Tree1 [187] и Random Forest2 [158] с
точки зрения их значимости для прогноза (рис. 5.3). Как видно из этого

Рис. 5.3: Оценка прогнозной значимости различных компонент исходного временного ряда на базе
алгоритмов Boosting Tree и Random Forest (для цен Australian NEM).

анализа, в целом оценки близки по обоим регрессионным алгоритмам, и
для данного примера наибольшей значимостью при прогнозировании об-
ладают первые две ЭМ (их показатели для Boosted Tree соответственно
100% и 95%), а также соответствующие им частоты и амплитуды. Осталь-
ные же компоненты несут меньшую информационность. Первые ЭМ, как

1Boosted Tree (англ. усиленное дерева) – общая идея использует методологию теории графов, а именно деревья
принятия решений, и состоит в вычислении последовательности достаточно простых «деревьев», где каждое последующее
«дерево» строится для прогнозирования остатков предыдущего «дерева».

2Random Forest (англ. случайный лес) – алгоритм машинного обучения, предложенный Лео Брейманом и Адель
Катлер, заключающийся в использовании комитета решающих деревьев. Алгоритм сочетает в себе две основные идеи:
метод бэггинга Бреймана и метод случайных подпространств, предложенный Тим Кан Но.
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известно, отвечают за высокочастотную составляющую исходного времен-
ного ряда. Поэтому можно предположить, что особенности австралийско-
го рынка электроэнергии с его значимой ролью доминирующих игроков
и, как следствие, высокой степенью непредсказуемости изменения цены,
определяют большую значимость именно высокочастотных составляющих
исходного временного ряда в сравнении с другими составляющими. После

Таблица 5.1: Обобщённая информация по моделям МОВ и ИНС

Характеристики модели Значение
Количество независимых переменных 19

Тип ядра в МОВ РБФ
Штраф ошибки C 13

Количество опорных векторов 82 (55 граничных)

Характеристики модели Значение
Ошибка обучения / ошибка тестирования, % 0,0256 / 0,0194

Тип ИНС многослойный персептрон 19− 5− 1
Алгоритм обучения BFGS

Тип активационной функции Экспоненциальная

этого на базе гибридного генетического алгоритма (ГГА) менее значимые
компоненты были отброшены, а оставшиеся были использованы в качестве
входной выборки для обучения моделей ИНС и МОВ. В результате обу-
чения были получены нейросетевая модель на основе многослойного пер-
септрона и регрессионная модель на основе МОВ, которые впоследствии
были использованы для прогнозирования цен на электроэнергию. Деталь-
ная информация о полученных моделях представлена в табл. 5.1. Выбор
оптимальной архитектуры и структуры нейросетевой модели осуществлял-
ся на базе алгоритмов имитации отжига.

Численные результаты прогнозирования цены на электроэнергию «на 1
час вперёд» на базе полученных гибридных моделей ПГХ-ИНС и ПГХ-
МОВ представлены на рис. 5.4 и в табл. 5.1.2. Для сравнения эффектив-
ности предложенного подхода в табл. 5.1.2 также представлены результа-
ты прогноза на базе модели АРПСС-ИНС, которая была предложена P.
Areekul и др. [208]. В этой работе также тестировась гибридная модель на
тех же самых австралийских данных и при тех же условиях обучения (4
недели на обучение, 1 неделя – тестирование). Как отмечают в [208], дан-
ные по австралийским ценам были тщательно изучены с огромным разно-
образием линейных и нелинейных моделей временных рядов, в том числе
АРПСС и ИНС. В табл. 5.1.2 представлены ошибки прогнозирования для
трех моделей (гибридная АРПСС-ИНС, ПГХ-ИНС и ПГХ-МОВ) в различ-
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рис. 3. Результаты прогнозирования цен на электроэнергию рынка Австралии «на 1 час вперёд» 

с использованием ПГХ-ИНС и ПГХ-МОВ гибридных моделей

ИНС  
ИНС  МОВ  

MAPE (%) 13.03 12.24 17.16 

MAE  3.86 7.01 

RMSE 28.02 20.12 23.74 

Рис. 5.4: Результаты прогнозирования цен на электроэнергию рынка Австралии «на 1 час вперёд» с
использованием ПГХ-ИНС и ПГХ-МОВ гибридных моделей.

ных метриках: MAPE – средняя относительная ошибка

MAPE =
1

n

n∑
t=1

|xt − xt|
xt

· 100%, (5.1.15)

MAE — средняя абсолютная ошибка

MAE =
1

n

n∑
t=1

|xt − xt| , (5.1.16)

и RMSE — среднеквадратичная ошибка

RMSE =

√√√√1

n

n∑
t=1

(xt − xt)2, (5.1.17)

где xt — предсказанная величина в момент времени t, xt – точное значение
и n – количество отсчетов во временном интервале.

В результате видно, что наиболее точный прогноз даёт гибридная мо-
дель ПГХ-ИНС (MAPE – 12,24%) по сравнению с гибридными моделями
АРПСС-ИНС – 13,03% и ПГХ-МОВ – 17,16%. Отметить, что для модели
ПГХ-МОВ наши эксперименты дали меньше ошибку MAE и среднеквад-
ратичную ошибку RMSE (соответственно 7,01% и 23,74%) по сравнению с
моделью АРПСС-ИНС (7,12% и 28,02%).
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Таб. 5.1.2.: Результаты сравнения прогнозов цен на электроэнергию рынка Австралии «на 1 час
вперёд» с использованием гибридных моделей

Сезон / Период Ошибки АРПСС-ИНС
гибридная модель
[208]

ПГХ-ИНС
гибридная мо-
дель

ПГХ-МОВ
гибридная мо-
дель

Осень
21 – 27.05.2006

MAPE (%) 13.03 12.24 17.16

MAE 7.12 3.86 7.01
RMSE 28.02 20.12 23.74

Как видно из рис. 5.4, гибридная модель ПГХ-МОВ хуже «попада-
ет» в пики, нежели модель ПГХ-ИНС. По мнению авторов, это может
быть связано со сложностью выбора параметров модели МОВ, а также
с неоптимальным выбором области для тестирования [126]. Кроме того,
как известно, недостатком МОВ является неустойчивость по отношению
к шуму (высокочастотным компонентам) в исходных данных. В данном
случае высокочастотные составляющие изучаемого изменения цен на
электроэнергию представляются важными для прогноза и не могут быть
исключены.

Прогнозирование цен на электроэнергию рынка Nord Pool Spot «на 1 час
вперёд»

«Nord Pool Spot» — энергетическая биржа, включающая Данию, Норве-
гию,Швецию, Финляндию, Литву и Эстонию. На бирже торгуют большими
объемами электроэнергии, вследствие чего используются мегаватт-часы.
Данная биржа состоит из сотен участников, что отражается на сложности
предсказания цены на электроэнергию в краткосрочной перспективе («на
1 час вперёд» или «на 4 часа вперёд»).

По аналогии с предыдущим примером исходный набор данных был раз-
делён на два типа: обучение и тестирование. В качестве обучающей выбор-
ки были использованы ретроспективные данные почасовых цен за 2 месяца.
На базе ПГХ исходный временной ряд цен был разделен на соответствую-
щие компоненты: эмпирические моды, мгновенные частоты и амплитуды.
Полученные компоненты были проанализированы на базе регрессионных
алгоритмов Boosting Tree и Random Tree с точки зрения значимости для
прогноза (рис. 5.5).

В приведенном нами примере видна несколько иная картина в отноше-
нии полученных результатов оценки компонент ПГХ. Прежде всего, наибо-
лее информативными согласно обоим подходам являются компоненты ЭМ3
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Рис. 5.5: Оценка прогнозной значимости различных компонент исходного временного ряда на базе
регрессионных алгоритмов Boosting Tree и Random Tree (для цен Nord Pool).

и ОСТ (их показатели для Random Forest соответственно 100 % и 99%), а
не высокочастотные компоненты ЭМ1 и ЭМ2 (как в предыдущим приме-
ре). Однако это нельзя сказать о составляющих А3 и Ч3, соответствующих
ЭМ3. Их показатели информативности здесь ниже. Из рис. 5.5 видно, что
в отличие от предыдущего примера, значимость для прогноза амплитуд и
частот ценовой реализации несколько ниже в сравнении с эмпирическими
модами.

Численные результаты прогнозирования цены на электроэнергию «на 1
час вперёд» для ценовой зоны Nord Pool на базе полученных гибридных
моделей ПГХ-ИНС и ПГХ-МОВ представлены на рис. 5.6 и в таб. 5.1.3.

Таб. 5.1.3.: Результаты сравнения прогнозов цен на электроэнергию рынка Австралии «на 1 час
вперёд» с использованием гибридных моделей

Период Ошибки ПГХ-ИНС ПГХ-МОВ
24 ч. MAPE (%) 3,12 4,40

MAE 1,44 1,96
RMSE 1,92 2,57

В этом примере точность прогноза цен на базе гибридных моделей ПГХ-
ИНС и ПГХ-МОВ не сильно различается. ПГХ-ИНС по всем метрикам
даёт прогноз точнее на 0,5-1% по сравнению с ПГХ-МОВ.
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Рис. 5. Результаты прогнозирования цен на электроэнергию рынка Nord Pool Spot «на 1 час впе-

рёд» с использованием ПГХ-ИНС и ПГХ-МОВ гибридных моделей 
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Рис. 5.6: Результаты прогнозирования цен на электроэнергию рынка Nord Pool Spot «на 1 час вперёд»
с использованием ПГХ-ИНС и ПГХ-МОВ гибридных моделей.

Усложнение топологии электрических сетей, увеличение количества
возобновляемых источников энергии в общей доле генерации, а также
особенности либерализованного рынка электроэнергии многих стран вы-
нуждают специалистов искать новые подходы прогнозирования с целью
повышения точности предсказания резкоизменчивых, нестационарных
временных рядов, которые характеризуют многие реализации режимных
параметров и характеристик в современных ЭЭС. Гибридный подход
прогнозирования нестационарных процессов предполагает совместное
использование современной техники анализа временных рядов и методов
машинного обучения. В практической реализации гибридного подхода мы
предложили использовать интегральное преобразование Гильберта-Хуанга
на этапе анализа и предобработки исходного ряда, и модели ИНС и МОВ
в качестве моделей прогнозирования. Эффективность предложенного под-
хода подтверждена на временных рядах краткосрочного прогнозирования
цен на электроэнергию, взятых из реальных ретроспективных данных
энергетических бирж ANEM и Nord Pool Spot.

Модели Вольтерра, полиномальная регрессионная модель и их связь

Обратимся вновь к материалу п. 4 и рассмотрим нелинейное дискретное
отношение типа вход-выход yt = f [xt, xt−1, · · · ], где xt – наблюдаемый вход-
ной сигнал и yt – отклик системы в момент времени t, t = 1, N. Подобные
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нелинейные отоброжения теоретически могут иметь бесконечную память.
Однако на практике обычно используются соотношения с конечной памя-
тью L : yt = f [xt, xt−1, · · · , xt−L+1]. В стандарных предположениях (как
было отмечено в п. 4) такое отображение можно аппроксимировать конеч-
ным отрезком ряда Вольтерра порядка p

yt =
P∑
p=0

Hp[xt, xt−1, · · · , xt−L+1] + vt

где vt обозначает немоделируемую динамику и шум измерений, кото-
рый обычно предполагается независимым от xt, xt−1, · · · , xt−L+1. Здесь Hp

означает отклик p-го слагаемого ряда Вольтерра с переходной функци-
ей Kp[s1, · · · , sp], представленной (см. также монографию John Mathews,
Giovanni L. Sicuranza [249]) в виде

Hp[xt, xt−1, · · · , xt−L+1] ≡
L−1∑
s1=0

· · ·
L−1∑
sp=0

Kp[s1, · · · , sp]
p∏
i=1

xn−si. (5.1.18)

В предыдущей главе подробно рассмотрена теория рядов Вольтерра в слу-
чае непрерывного времени в виде

y (t) = HP (x (t)) ≡
P∑
p=1

∫ t

0
. . .

∫ t

0
Kp (s1, . . . , sp)

p∏
i=1

x (t− si) dsi.

Как уже было отмечено выше, основная цель этого подхода состоит в оцен-
ке коэффициентов – переходных функций Kp[s1, · · · , sp] для p = 0, P и
si = 1, L− 1 на основе известных входов-выходов {xt, yt}Nt=1. Необходимо
также уметь оценивать порядок модели P и размер пaмяти L. Основным
недостаком полиномиальных моделей Вольтерра является их параметиче-
ская сложность, связанная с необходимостью оценивания большого количе-
ства параметров. К настоящему времени разработано несколько подходов
к снижению сложности полиномальных моделей Вольтерра, см. [184; 262].
Адаптация моделей Вольтерра к разреженным данным проведена в рабо-
те [218].

Отметим, что в последнее время методы управления с прогнозирующими
моделями (model predictive control, MPC) используют авторегрессионные
и не авторегрессионные Вольтерровы модели [264]. Такие методы управле-
ния используются в основном в управлении производственными процесса-
ми (например, в химической промышленности).
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Полиномиальная ядерная регрессия [80] (англ. название «polynomial
kernel regression», см. статью [185]) обобщает классическую модель Воль-
терра на случай динамических систем с векторным входом (multi inputs
single output (MISO) system) и состоит в аппроксимации нелинейной
функции yt = f

(
{xt,l}L−1

l=0

)
для случая векторного входа xt,0, · · · , xt,L−1,

где t не обязательно играет роль времени. Если мы рассмотрим xt,l в
виде xt−l для l = 0, L− 1, становится очевидно, что модель Вольтер-
ра является частным случаем полиномиальной ядерной регрессии (см.
более подробные рассуждения в работах G. L. Sicuranza [249], M. Franz
и B. Schölkopf [185], V. Kekatos и G. B. Giannakis [218]. В статье [185]
B. Schölkopf подчеркивает, что все свойства дискретных моделей Воль-
терра сохраняются при использовании полиномиальной ядерной регрессии.

Нестационарная авторегрессионная модель оценки риска
неустойчивых межсистемных колебаний
электроэнергетических систем

Рассмотрим задачу раннего распознования появления неустойчивых
межсистемных колебаний в ЭЭС, используя измерения тока, напряжения
и разности фаз, измеряемых в узлах сети в реальном времени. Основная
цель заключается в обеспечении системного оператора информацией о гра-
ницах устойчивости ЭЭС. Нелинейную динамику ЭЭС будем моделировать
нестационарной авторегрессионной моделью. Байесовское оценивание про-
ведем на основании подхода «забывания», заключающегося в экспоненци-
альном убывании значимости значений временного ряда по мере удаления
в прошлое от момента оценивания риска. Границы устойчивости системы
определим как апостериорные вероятности устойчивости полюсов системы
и продемонстрируем эффективность разработанного подхода на реальных
ретроспективных данных аварии в сети 500 кВ ЭЭС Китая.

В ЭЭС постоянно возникают и затухают электромеханические колеба-
ния, вызываемые взаимодействием различных компонент систем, характе-
ризуемых главным образом поведением генерирующих мощностей, потре-
бителей и систем автоматики. Во время таких колебаний происходит обмен
энергией между синхронными генераторами. Неустойчивые межсистемные
колебания сопровождаются «раскачиванием» одной группы генераторов
относительно другой. При этом группы генераторов связаны посредством
слабой линии электропередачи. Это сказывается на потере устойчивости
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системы в целом и проявляется в виде осцилляций переменных состояния
ЭЭС: напряжения, частоты, мощности и пр. При этом доступна синхрони-
зация данных по времени через GPS. На величины амплитуд осциллирую-
щих переменных состояния ЭЭС оказывают влияние следующие факторы:

• положение подсистемы в ЭЭС (топология сети);

• распределение естественных демпфирующих элементов ЭЭС, таких
как последовательное сопротивление линий электропередач и шунти-
рующее сопротивление нагрузок;

• количество и местоположение специальных демпфирующих устройств,
таких как системный стабилизатор (PSS) и различные устройства
FACTS (Flexible Alternative Current Transmission Systems). Например,
управляемые системы статической компенсации реактивной мощности
(УСКРМ), управляемые устройства продольной компенсации (УПК) и
др., см., например, Messina, Mahdi [142; 151].

Различают два основных типа неустойчивых колебаний в ЭЭС: локаль-
ные и межсистемные. Локальные колебания происходят, когда генератор
(один или группа) начинает осциллировать по отношению к остальной си-
стеме. Межсистемные колебания задействуют комбинации многих генера-
торов, расположенных в одной части системы и «раскачивающихся» в отно-
шении генераторов, расположенных в другой части системы. Отметим, что
локальные колебания как правило подавляются стандартными системными
стабилизаторами. Однако неустойчивые межсистемные колебания являют-
ся серьезной угрозой устойчивости ЭЭС [327].

Рассмотрим далее задачу робастного распознования межсистемных ко-
лебаний. Эта проблема требует основательного математического подхо-
да для обеспечения высокой точности мониторинга нелинейной динамики
ЭЭС и надежного распознования опасных колебаний в зашумленных изме-
рениях. Отметим, что колебания сами по себе не представляют угрозы до
тех пор, пока они не теряют устойчивость [226]. Одной из целей этого па-
раграфа является демонстраация использования нестационарных регресси-
онных моделей в построении алгоритма оценки границ устойчивости ЭЭС,
дается мотивация данного подхода и краткое описание методов распозно-
вания неустойчивых колебаний. Далее приведен алгоритм распознования
колебаний на основе регуляризованного забывания для анализа нестацио-
нарных данных ЭЭС. Разработанный алгоритм тестируется на реальных
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ретроспективных данных о межсистемных колебаниях в сети 500 кВ ЭЭС
Китая, а также для синтетических данных.

Сформулируем постановку задачи. Либерализация рынка ЭЭС является
существенным вызовом энергетической науке и требует развития новых
подходов к прогонозированию риска появления неустойчивых межсистем-
ных колебаний. Много классических неадаптивных алгоритмов, таких
как методы Прони, Yule-Walker, Burgs, (см., например, [181; 195; 237])
использовались на практике. Также рекурсивный и классический метод
наименьших квадратов являются типичными подходами. Недавно метод
на основе фильтра Калмана использовали Korba и др. [227] для предска-
зания неустойчивых колебаний.

Сравнительный анализ подходов
Такие методы обычно трактуют моделируемую систему как линейную.

Распознование колебаний использует два известных факта из теории ли-
нейных систем:
1) полюсы осциллирующей линейной системы имеют ненулевые мнимые
компоненты,
2) модули полюсов осциллирующей линейной системы превосходят едини-
цу.

Большинство авторов используют эти факты для распознования
неустойчивых колебаний. Такие методы можно условно разбить на 4 груп-
пы:

(i) методы, трактующие исследуемый процесс как локально линейный,
(ii) методы, в которых оценивают параметры линейной системы,
(iii) методы, в которых получают значения полюсов из оценок,
(iv) методы, в которых анализируют устойчивость и поведение колебаний.

Методы, в основе которых лежит МНК обычно различаются в группах
(i) и (ii). Например, используются окна фиксированного размера в пред-
положении, что все данные в окне порождены оцениваемой линейной си-
стемой с одинаковыми весами. Альтернативой является регуляризованный
МНК (РМНК) с забыванием отдаленного прошлого, предполагающий экс-
поненциальное убывание значимости данных временного ряда. Алгоритмы
из групп (ii) и (iii) обычно различаются, известна ли дисперсия шума исход-
ных данных (в этом случае используется фильтр Калмана) или же она не
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известена (используется РМНК). Однако, как правило, все авторы исполь-
зуют подходы (iii) и (iv), на которых мы и сосредоточим свое внимание.

Традиционный подход обычно использует одно решающее правило для
всех полюсов, не используя никаких вероятностных оценок результата.
Оценка надежности таких оценок остается сложной задачей. В данном
разделе мы изложим результаты работ [299; 301], использующие Байе-
совский подход. В результате получим полную апостериорную плотность
параметров линейной системы и плотность ее полюсов. Теория вариаци-
онной Байесовской аппроксимации для обработки сигналов изложена в
монографии V. Šmídl [318].

Алгоритм распознавания колебаний

Представим сигнал линейной моделью с переменными коэфициентами:

yt = atyt−1 + btyt−2 + ct + σtet, (5.1.19)

где yt — наблюдаемый сигнал в момент времени t, at, bt, ct, σt — неизвестные
параметры, и et — гауссовский шум, et = N (0, 1).

В терминах теории вероятности модель (5.1.19) определяет функцию
плотности вероятности наблюдаемой случайной переменной yt:

p(yt|yt−1, yt−2, at, bt, σt) = N (atyt−1 + btyt−2 + ct, σ
2). (5.1.20)

Оценка системы (5.1.20) со стационарными параметрами является хо-
рошо изученной задачей математической статистики в случае апостериор-
ной плотности нормального обратного гауссовского распределения. Обоб-
щить этот подход на нестационарный случай можно выбрав модель ви-
да p(at, bt, ct, σt|at−1, bt−1, ct−1, σt−1), учитывающую развитие модерируемой
системы. Конкретизацию модели можно проводить в терминах задачи Бай-
совской фильтрации, которая в некоторых случаях может быть решена при
помощи фильтра Калмана.

Отметим, что классический фильтр Калмана позволяет вычислять пер-
вый и второй моменты апостериорной плотности вероятности в рамках
заданных ограничений. Математическое ожидание и дисперсионная мат-
рица полностью задают плотность вероятности. Поэтому можно сказать,
что фильтр Калмана рассчитывает апостериорную плотность вероятности
вектора состояния на каждый момент времени, что соответствует полному
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описанию вектора состояния как случайной векторной величины. Расчет-
ные значения математических ожиданий при этом являются оптимальны-
ми (в смысле среднеквадратической ошибки) оценками, что и обуславли-
вает его широкое применение.

Рассмотрим другой простой и эффективный способ, заключающийся в
экспоненциальном забывании отдаленного прошлого. В этом подходе неста-
ционарная система моделируется подобно стационарной, но достаточная
статистика умножается на константу φ, при 0 < φ < 1. В результате дан-
ные с запаздыванием k : yt−k умножаются на веса φk, что эквивалентно
применению экспоненциального взвешивания. Однако такой простой под-
ход становится неустойчивым, когда данные теряют информативность.

Поэтому мы применим улучшенную регуляризованную версию забыва-
ния [228] вида

p(at, bt, ct, σt|y1, . . . , yt) ∝ p(yt|yt−1, yt−2, at, bt, ct, σt)

× p(at−1, bt−1, ct−1, σt−1|y1, . . . , yt−1)
φ (5.1.21)

× p̄(at−1, bt−1, ct−1, σt−1|y1, . . . , yt−1)
1−φ.

Здесь p̄(·) обозначает альтернативную вероятность параметров. Эта веро-
ятность выражает альтернативное (prior) знание о параметрах.

Апостериорная плотность

Одним из преимуществ регуляризованной версии забывания (5.1.21) яв-
ляется сохранение для системы (5.1.19) апостериорной плотности нормаль-
ного обратного гауссовского распределения

p(at, bt, σt) = N iG(Vt, νt), (5.1.22)

для которой статистика может быть получена в виде

Vt = φVt−1 + [yt, yt−1, yt−2, 1]′[yt, yt−1, yt−2, 1]+

+(1− φ)V̄ , (5.1.23)

νt = φνt−1 +1+(1−φ)ν̄. Здесь V̄ , ν̄ обозначает статистику альтернативной
функции распределения.

Средние значения этой апостериорной плотности являются ее важными
моментами: [

ât, b̂t, ĉt
]′

= [V2,1, V3,1, V4,1] C, (5.1.24)
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C =

 V2,2 V2,3 V2,4

V3,2 V3,3 V3,4

V4,2 V4,3 V4,4,


−1

что эквивалентно применению регуляризованного метода наименьших
квадратов с забыванием (при V̄ = 0). Для параметров авторегрессии имеем

cov([a, b, c]) =
V1,1

νt − 7
C. (5.1.25)

Так как нас интересуют параметры [at, bt], мы маргинализуем (5.1.22),
чтобы получить маргинальные функции плотности t-распределения Стъ-
юдета. Важным свойством этой плотности является не такая резкая
«концентрация» как в гауссовском распределении, так как оно пред-
писывает более высокие вероятности значениям далеким от среднего.
Разница наиболее существенна для νt < 20 и начинает сказываться уже
для φ < 0.95. Так как мы обычно выбираем φ > 0.95, то (5.1.24) - (5.1.25)
является эффективной аппроксимацией. Подробности подхода изложены
в работе [269].

Априорное распределение

Априорное распределение должно отражать информацию недоступную
в обработанных данных. Как правило это априорная (экспертно задавае-
мая) информация об области определения параметров, их отношениях и
т.д. Тоже можно сказать и об альтернативной плотности p(·) в (5.1.21).
Неинформативные данные yt = yt−1,∀t можно описать различными ком-
бинациями параметров at, bt, ct. В стандартном регуляризованном МНК
изменение ранга матрицы (5.1.23) влечет вырождение и вычислительную
неустойчивость оценок (5.1.24). В отличие от стандартного регуляризован-
ного МНК, стабилизованное забывание позволяет обойти эту проблему,
вводя положительно определенную матрицу V t. В случае неинформатив-
ных данных оценки полностью определяются этой матрицей. Во всех на-
ших вычислениях мы использовали V t = diag([1e−2, 1e−3, 1e−3, 1e−5]).

В этих предположениях [ât, b̂t, ĉt, σ̂t] = [0, 0, 0, 0.0033]± [3, 3, 36, 0.0067]. То-
гда:

• коэффициенты at, bt предполагаются ближе к нулевому значению, чем
оцениваемая ct;

• дисперсия наблюдений σt мала;
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Если данные являются информативными, то влияние этого альтерантив-
ного распределения на (5.1.23) является незначительным.

Вероятность неустойчивых колебаний мы вычислим как вероятность
неустойчивости осциллирующих полюсов системы. Полюса системы
(5.1.19) имеют вид

p1,2 =
at ±

√
a2
t + 4bt

2
.

Система осциллирует в случае ухода полюсов в комплекснозначную об-
ласть (т.e. при a2

t < −4bt) и система не устойчива при |p1,2| > 1, т.e. при

|p1,2| =
∣∣∣∣(at2 )2

− a2
t + 4bt

4

∣∣∣∣ = |bt| > 1.

Такие неравенства определяют область интегрирования постериорной
плотности (5.1.22). Эта задача решалась при помощи выборки Монте Кар-
ло, см. работу [299].

Используем тот факт, что наибольший интерес представляет распознова-
ние колебаний вблизи границы устойчивости bt = −1. Вдоль этой границы
первое неравенство примет вид |at| < 2. Более того, естественно предполо-
жить, что колебания медленнее частоты дискретизации данных PMU, т.e.
at > 0 и мы можем только проверять вероятность выполнения неравества
at < 2.

В таких предположениях вероятность неустойчивых колебаний вычис-
ляется по правилу

Pr(неуст. колеб.) = Pr(at < 2)Pr(bt < −1)

=
1

2

(
1− erf

ât − 2√
2var(at)

)
1

2

(
1− erf

b̂t + 1√
2var(bt)

)
, (5.1.26)

где erf – функция ошибок. Такой метод дает нижнюю границу истинного
риска колебаний, так как приближенная область интегрирования меньше
реальной области. С другой стороны, вероятность неустойчивости

Pr(неуст.) = Pr(bt < −1) =

=
1

2

(
1− erf

b̂t + 1√
2var(bt)

)
(5.1.27)

может использоваться как верхняя граница. Итак, представим этапы на-
шего алгоритма распознования колебаний:
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Off-line: выбор начальной альтеративной статистики V̄ , ν̄ и коэффициент
забывания φ.
On-line: в каждый момент времени t:

1. обновить статистику V, ν используя (5.1.23);

2. вычислить апостериорное математическое ожидание и дисперсию по
формулам (5.1.24) – (5.1.25);

3. вычислить вероятность неустойчивых колебаний по формулам (5.1.26)–
(5.1.27).

Анализ результатов

Для оценки эффективности предложенного здесь метода, мы использо-
вали два различных временных ряда. Первый ряд — реальные измерения с
устройств PMU (phasor measurement unit). Второй ряд представлял собой
синтетические данные.

Анализ реальных данных

Обратимся к анализу реальных ретроспективных данных. Мы исполь-
зовали данные перетока активной мощности (см. рис. 5.7), зарегистри-
рованные устойствами PMU в сети 500 кВ ЭЭС Китая [321] с шагом
дискретизации 20 мс. Условие потери устойчивости (5.1.27) позволяет
системному оператору распознать неустойчивость системы, а условие
появления неустойчивых колебаний (5.1.26) обеспечивает гладкие оценки
без выбросов на концах зоны неустойчивости.

Анализ синтетических данных

Теперь проведем анализ эффективности нашего подхода на синтетиче-
ских данных, полученных при помощи численного моделирования. Исполь-
зовалась классическая система с двумя областями (см. рис. 5.8), модели-
рующая межсистемные колебания.

Параметры тестовой системы представлены в монографии [231]. Белый
шум с отношением сигнал/шум 40 дБ и шириной спектра 0.5 Гц (случайно-
го изменения нагрузки) были учтены в нагрузке, чтобы приблизить модель
к реальной. Шаг дисретизации был выбран 0.02 с.
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Рис. 5.7: Анализ реальных данных с φ = 0.97. Верхний рис.: наблюдаемый переток в сети 500 кВ (в
отн. ед.). Центр рис.: Риск неустойчивости (5.1.27) Нижний рис.: Риск неустойчивых колебаний.
(5.1.26).

Моделирование перетока активной мощности было проведено по следу-
ющему сценарию:

• Начиная с 50 с. до 115 с. увеличивалась активная мощность генератора
G2 от 500 МВт до 660 МВт со скоростью 2.5 МВт/с.;

• Начиная с 165 до 230 с. снижается активная мощность генератора G2
с 660 МВт до 500 МВт со скоростью 2.5 МВт/с.

На рис. 5.9 показано изменение напряжения на шине номер 8 и соответ-
ствующий риск потери устойчивости.

В настоящее время измерения в ЭЭС при помощи технологий PMU поз-
воляют мониторить сложные процессы в режиме реального времени. Сам
факт появления межсистемных колебаний может легко отслеживаться си-
стемным оператором. Однако правильная оценка, где и почему неустойчи-
вые колебания фактически зародились, является нетривиальной задачей
моделирования нелинейной динамики ЭЭС. Разработанный нами подход
позволяет решать такую задачу с высокой степенью надежности в режиме

231



Рис. 5.8: Тестовая система

реального времени, позволяя системному оператору предпринять привен-
тивные меры для предотвращения потери устойчивости всей системы.

Итак, в этом параграфе мы рассмотрели задачу устойчивого распознава-
ния риска межсистемных колебаний в ЭЭС, используя динамические дан-
ные, регистрируемые PMU. Мы применили авторегрессионную модель вто-
рого порядка. Алгоритм оценки устойчивости основан на анализе вероят-
ности неустойчивых полюсов в построенной линейной модели.

Алгоритм апробирован на реальных ретроспетивных данных перетока
активной мощности в сети 500 кВ [321], при этом анализ показал, что по-
лученные вероятности четко распознают начало неустойчивых колебаний.
Мы предполагаем, что предложенные подход имеет преимущество перед
стандарным подходом фильтра Калмана, так как он позволяет оценивать
ковариацию наблюдений σt.

5.2 О подавлении квазипериодического шума (муара)

В данном параграфе излагаются результаты автора, полученные во вре-
мя работы в лаб. Sigmedia в Trinity College Dublin (Ирландия) в рам-
ках проекта шестой рамочной программы Европейского Союза BRAVA
(Broadcast Restoration of Archives through Video Analysis) в соавторстве
с Prof. A. С. Kokaram. Дано решение задачи подавления нестационарного
мультипликативного шума (муара), возникающего при аналого-цифровом
преобразовании видео-последовательностей. Предложенный режекторный
фильтр использует двумерное оконного интегральное быстрое преобразо-
вание Фурье (БПФ) адаптивно подавляя периодический шум в частотной
области.

Под муаром понимается явление, возникающее в результате наложения
двух или более изображений, имеющих периодическую или квазипери-
одическую структуру (решеток линий, растров и т.д.) [141]. Муаровые
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Рис. 5.9: Численное моделирование. Результаты для данных по напряжению. Верхний рис.: наблю-
даемый временной ряд. Нижний рис.: Риск неустойчивых колебаний.

структуры не являются частью исходных изображений, а появляются в
результате их мультипликативного наложения. Отметим, что такая модель
муара не является единственно возможной и муар может иметь самую
различную природу. Мы покажем, как интегральное преобразование Фу-
рье может использоваться в подавлении муарового шума, возникающего
при оцифровке видеоархивов. Природа такого явления будет обсуждаться
ниже. Теория реставрации видео-последовательностей представлена в
монографии [223].

Отметим, что муаровые структуры также используются в дефектоско-
пии (см. [260; 270; 312; 314], а также п. 5.3 с подобной постановкой зада-
чи машинного зрения). Во многих областях ЦОС муаровый шум является
сторонним, крайне нежелательным явлением. В литературе по цифровой
обработке сигналов (ЦОС) [141] муаровый эффект рассматривается в рам-
ках теории дискретизации как явление алиасинга. Отметим, что алиасинг
– одна из главных проблем при аналого-цифровом преобразовании (АЦП)
сигналов. Математически алиасинг можно классифицировать как простей-
ший случай суперпозиционного муара [141].
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Система оцифровки и реставрации видеоархивов

Оцифровка и восстановление (реставрация) ретроспективных многомер-
ных сигналов, таких как видеоархивы, созданные на рубеже XIX - XX
века и хранящиеся на магнитных носителях и кинолентах, является одной
из актуальных и интересных проблем как с академической, так и с прак-
тической точек зрения. Очевидно, что большие объемы видеоинформации,
хранящейся в архивах таких компаний, как, например, BBC или INA, яв-
ляются ценнейшим источником для будущих поколений.

Перевод аналоговых видеосигналов в цифровой формат расширяет гори-
зонты использования и доступность видеоархивов для анализа, позволяет
применять и адаптировать алгоритмы цифровой обработки сигналов, ал-
горитмы поиска информации и т.д.

В задаче восстановления видеоархивов под муаровым шумом (moiré
phenomenon) понимается оптическое явление, искажающее видеосигнал по-
средством нелинейных преобразований сигнала в Телекинодатчике (ТКД)
в виду разницы углов расположения ТВ-линий и траектории сканирования
ТКД. Муаровый шум особенно характерен для видеоархивов телевизион-
ных передач, зарегистрированных на кинопленку непосредственно с теле-
визионного монитора (кинескопа) до появления в конце 50х годов видео-
техники, использующей магнитную пленку. На рис. 5.10 изображена схема
возникновения муарового шума при АЦП видеоархивов. В традиционном
телевидении использовалась прямоугольная линейно-строчная периодиче-
ская чересстрочной развёртки, где сначала передаются все нечётные, а за-
тем все чётные строки. Таким образом, ТВ-линии напрямую записывались
на кинопленку, см. систему на рис. 5.10. Расположение и геометрия траек-
торий сканирования зависили от технологий оптического проектирования,
а также от геометрии мониторов, используемых в то время. Очевидно такие
мониторы были далеко не плоские и ТВ-линии, записанные на кинопленку
имеют нелинейное искажение в виду растера кинескопа.

Чтобы конвертировать такие аналоговые сигналы, сохраненные на ки-
нопленках в современный форматы вещания, фильм должен быть скани-
рованн вновь используя технологию ТКД. Однако, (см., например, [215])
шаг и угол сканирования часто не совпадают с исходным ТВ-линиями.
Результирующий цифровой синал оказывался искаженним квазипериоди-
ческим шумом. (см. рис. 5.11). Муаровый шум, как правило, представляет
собой почти периодические темные линии, закругляющиеся и исчезающие
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Рис. 5.10: Схема нелинейной динамической системы формирования муаровых интерференций

на краях кадров. Интенсивность и геометрия шума крайне нестационар-
на. Формирование такого нестационарного шума имеет пространственно-
временную нелинейную природу, характеризуемую как исходными ТВ-
линиями, так и параметрами ТКД. Ряд математических подходов, разрабо-
танных в рамках обратных задач в обработке изображений был предложен
для анализа муара непосредственно в пространственной области изобра-
жения. Алгебраический подход, основанный на геометрических свойствах
суперпозиции периодических слоев был предложен G. Oster [271] в 1964.
В области цветной полиграфии муаровый шум может существенно иска-
зить качество изображения. Алгоритм минимизации муара в цветной пе-
чати был разработан I. Amidror, см. монографию «The theory of the moiré
phenomenon» [141]. Отметим, что предложенные ранее алгоритмы миними-
зации используют ряд предварительных операций, не доступных в задаче
восстановления видеоархивов. Нелинейный фильтр для ЭЛП с высоким
разрешением был предложен C. Hentschel [198]. Однако такой подход не
применим для видео и выбор параметров оставался сложной задачей. Ре-
жекторный фильтр для подавления квазипериодического шума улучше-
ния спутниковых изображений с использованием интегрального преобра-
зования Уолша-Адамара был предложен Л. П. Ярославским [324] в 1979
г. Преобразование Уолша-Адамара являлось одним из наиболее известных
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Рис. 5.11: Кадры с муровым шумом.

несинусоидальных ортогональных преобразований в конце прошлого века.
Возможен также прямой подход [165] для подавления муара, когда перио-
дический шум удаляется напрямую из спектра Фурье с последующим при-
мением обратного преобразования Фурье.

Обзор применения двумерного режекторного фильтра для аддитивно-
го периодического шума дан T. Hinamoto [173] et al. и S.-C. Pei и C.-
C. Tseng [275]. И. Айзенберг и др. [137], [263] разработали медианный режек-
торный фильтр для подавления муаровых шумов, характерных для скани-
рованных фотоснимков. Муаровые шумы, исследованные в этих источни-
ках, можно характеризовать как стационарный случай нестационарного
квазипериодического муара, характерного для видеоархивов. Подавление
муара в частотной Фурье области также было рассмотрено R. Arthur [319].
Эффективность интегральных моделей в задачах восстановления изобра-
жений отмечена, например, в работах В. С. Сизикова [109; 111; 276], Y.
Lu [241]. Однако такой подход, основанный на решении линейного урав-
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нения Фредгольма I рода, не применим в случае нелинейных муаровых
искажений, имеющих мультипликативную природу.

Покажем далее эффективность применения интегральных преобразова-
ний для обработки нестационарных сигналов и представим автоматический
двумерный режекторный фильтр для подавления муара в видеоархивах.

Динамическая модель муарового алиасинга

Рассмотрим прежде всего одномерную модель данного шума. Допустим,
что сигнал сохранен в виде одномерной последовательности дискретных
яркостных характеристик (интенсивностей), описывающих ТВ-линии, со-
храненные на кинопленке. Обозначим такой сигнал через y(x) и шаг (рас-
стояние между интенсивностями) – через T1. x – непрерывная переменная,
обозначающая пространственную координату на кинопленке.

Тогда рассматриваемый аналоговый сигнал можно определить как

y(x) =
N−1∑
n=0

Inδ(x− nT1). (5.2.1)

Сигнал изображен на рис. 5.12 (верхний график). T1 моделирует расстоя-
ние между ТВ-линиями, записанными на кинопленке, In – соответствует
интенсивности телеизображения на каждой линии. В нашей одномерной
модели каждая линия – это точка.

Мы можем представить процесс сканирования в ТКД как размытие
(фильтр низких частот, ФНЧ) функции y(x) с последующей передискре-
тизацией результирующего сигнала. Используем ФНЧ типа Гаусса g(x),
полученный сигнал yl(x) представим в виде интеграла типа свертки с яд-
ром Гаусса

yl(x) = y(x) ∗ g(x). (5.2.2)

Сигнал, пропущенный через такой ФНЧ, предствлен на рис. 5.12 (см. ниж-
ний график). Последний этап – это передискретизация с шагом T2 = αT1

где α ≈ 1. Такая повторная дискретизация моделирует тот факт, что шаг
дискретизации в ТКД близок к нужному, но не всегда с ним совпадает. T2

– расстояние между траекториями сканирования в ТКД.

Чтобы сделать модель более реалистичной, можно вводить смещение,
фазовый сдвиг, дисторсию, вызванную геометрическими характеристика-
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Рис. 5.12: Верх: Исходный 1D сигнал, сохраненный на кинопленке. Средний: Размытие ТКД (Flying
Spot). Нижний: Передискретизованный сигнал отличается от исходного.

ми ЭЛТ и пр. В итоге, мы имеем сигнал yk в виде

yk = yl(kT2) =

∫
τ
y(τ)g(kT2 − τ) dτ. (5.2.3)

Используя T2 = 0.99T1, и Гауссовский фильтр с σ = 2.5, получаем сиг-
нал, предаствленный на рис. 5.12 (нижний график) и на рис. 5.13. Видно,
что итоговый сигнал является суперпозицией сигнала с периодическим шу-
мом – муром. На рис. 5.13 изображен периодический дискретный сигнал и
исходный сигнал. Передискретизованный сигнал имеет явную периодиче-
скую структуру - муар.

Рис. 5.14 показывает тестовое изображение Lenna с искусственным муа-
ровым шумом (параметры фильтра Гаусса σ = 0.6, окно 9 × 9) и α = 0.9.
В этом случае только одна строка появляется между каждыми строками
матрицы в исходном 2D сигнале. На рис. 5.14 справа изображен пример
вертикального смещения сканирующей траектории с углом θ = 0.5◦. От-
метим, что в реальных видеопследовательностях имеются две различные
муаровые структуры в четных и нечетных ТВ-линиях, что является ре-
зультатом применения аналоговой технологии в ТКД. (см. рис. 5.15).
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Рис. 5.13: Сплошной линией помечен исходный сигнал, периодический сигнал – муаровый эффект.

Рис. 5.14: Примеры искусственного муара. Слава: Вертикальное смещение в ТКД. Справа: Верти-
кальное смещение с поворотом в ТКД. SNR=22.63 [dB].

Рис. 5.15: Часть кадра с муаром. Слева: Четные строки. Справа: Нечетные строки.
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Отметим, что приведенная нами модель не является единственно
возможной моделью периодических интерференций. Однако, даже если
визуально такие квазипериодические шумы выглядят схоже в простран-
стве изображения, соответствующие им образы в частотной области могут
существенно отличаться.

Подавление муара

Таким образом, из разработанной модели и реальных видео-
последовательностей можно заключить, что муар является синусои-
дальным шумом, порожденный ошибкой сканирования в ТКД. Данный
шум может иметь мультипликативную природу, является нестацинарным
и сложен для моделировния [300]. Естественным подходом к подавлению
синусоидельного шума является обработка его в частотной области, ис-
пользуя двумерное преобразование Фурье. Ниже мы опишим адаптивный
спектральный фильтр, автоматически распознающий и подавляющий
частоты, соответствующие муаровому шуму.

Подавление муара в спектре Фурье

Наш подход заключается в распозновании и автоматическом подав-
лении выбросов в спектре Фурье, соответствующих муару в простран-
стве изображения. Отметим, что преобразование Фурье – далеко не един-
ственно возможное интегральное преобразование, подходящее к подавле-
нию синусоидального шума. Определенные преимущества имеет вайвлет-
преобразование, дающее простанственную локализацию интерференций.
Преобразование Уолша [324] подходит для подавления интереференций,
имеющих прямоугольную форму. Приведем описание нашего подхода на
основе БПФ. Выделим основные шаги преобразования спектральных ко-
эффициентов:

1. Выделить и заблокировать область низких частот от изменений
(см. рис. 5.17). Учитывая, что муар имеет горизонтальную природу,
всплески в частотной области будут располагаться вблизи оси ординат.
Определим диапазон ±Ω, низких частот, который останется без изме-
нений, так как основная часть энергии изображения концентрирует-
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Рис. 5.16: Кумулятивная функция распределения значений |F (ωh, ωv)|. Пунктиром показана процедура
выбора порогового значения.

ся в низкочастной области, принимающей соответственно существенно
большие значения в сравнении с коэффицинтами, соответствующими
средним и с высоким частотам, где обычно располагаются муаровые
выбросы.

2. Создать маску B(ωh, ωv), ставящую 1 в соотвествие частотам, подле-
жащим удалению, и 0 – в противном случае —

B(ωh, ωv) =

{
0, если (|F (ωh, ωv)| > ∆) и (|ωv| > Ω)

1, иначе,
(5.2.4)

где модуль |F (ωh, ωv)| – амплитуды соответствующих частот ωh, ωv,

а пороговое значение ∆ выбирается согласно анализу кумулятивной
плотности распределения спектральных составляющих. Мы распозна-
ем максиальные 10% |F (ωh, ωv)|, для |ωv| > Ω. Характерный пример
кумулятивной функции распределения приведен на рис. 5.16 для кадра
на рис. 5.18 .

Величина Ω выбирается в зависимости от уровня муарового шума. Экс-
периментальные даные показали, что Ω ∈ (5, 15) покрывает широкий
спектр шума для стандартных кадров телевидения (720× 576).

3. Заменить значения распознанных амплитуд частот, помеченных
B(·, ·) = 0, значениями нижнего уровня шума. Значения нижнего уров-
ня шума выбираются как среднее значение амплитуд высоких частот,
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Рис. 5.17: Схема 2D модуля спектра Фурье: заштрихованная область показывает полосу пропускания
фильтра, серым цветом помечена область частот, на которых может располагаться муаровый шум.

расположенных в ε- окрестности (окне) вблизи постоянной (DC) со-
ставляющей спектра (см. рис. 5.17). Экспериментальным путем было
найдено оптимальное значение εopt = 10. Отметим, что амплитуды вы-
соких частот не содержат такой объем информации, как низкочастот-
ные компоненты. Этим объясняется устойчивость данного эвристиче-
ского подхода.

Рис. 5.18 демонстрирует результат применения фильтра для реального
ТВ кадра при ∆ = 94.4 и Ω = 25. Шум подавлен, но изображение искажа-
ется дополнительным шумом, связаннам с явлением Гиббса – поведением
частичных сумм ряда Фурье в окрестности точки функции изображения.

Рис. 5.19 демонстрирует срез 2D спектра исходного, зашумленного
муаром и восстановленого тестового изображения. Эффект «звона» (более
заметен в динамике видео) вызван добавлением разрывов (см. рис. 5.19) в
спектральные составляющие Фурье и связан с эффектом Гиббса.

Эффект «звона» является существенным артефактом, проблему удале-
ния которого мы рассмотрим ниже.
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Рис. 5.18: Нижний рисунок слева: Изображение с муаровым шумом. Верхний рисунок слева:
Спектр Фурье изображения. Верхний рисунок справа: частоты подлежащие удалению. Нижний
рисуок: Результат.

Рис. 5.19: Срезы модуля 2D спектра тестового изображения (DC область). Слева: Исходное изобра-
жение. Среднее: Зашумленное изображение. Справа: Востановленное изображение.
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Обработа с наложением

Рассмотрим два основных подхода, позволяющих минимизировать эф-
фект звона. Одним из подходов является адаптивный выбор порогового
значения. Однако такой подход не позволяет решить проблему полностью
и не решает задачу в случае (редком), когда шум начинает проявляться и
в вертикальном направлении, образуя нестационарные пульсирующие впи-
санные эллиплсы, что является наиболее тяжелым случаем на практике.

Приблизиться к решению проблемы позволил подход, получивший на-
звание блочной обработки с наложением. В рамках каждого блока муар
является более регулярным, что существенно позволяет повысить эффек-
тивность нашего фильтра. Важным представляется выбор анализирующе-
го и синтезирующего окон [223]. Анализирующее окно (см. также обзор
по оконному преобразованию Фурье [197], а также пособие [63]) должно
позволять хорошее разрешение спектра и по частоте. Однако необходи-
мо помнить, что как правило невозможно одновременно получить хорошее
разрешение спектра и по частоте, и по пространственным переменным, так
как эти разрешения обратно пропорциональны. Анализ реального видео-
потока показал, что выбор базисных блоков в виде горизонтальных полос
позволяет получать наилучший результат. Анализирующее и синтезирую-
щее окна были выбраны одинаковыми

hn = cos2

(
πn

2N

)
,

n = −
(
N − 1

2

)
,−
(
N − 1

2

)
+ 1, . . . ,

(
N − 1

2

)
. (5.2.5)

Оба окна имеют четное разрешение N . Окна применяются вертикально,
так как пересекающиеся блоки являются полосами длиной, совпадающей
с горизонтальным разрешением текущего кадра видеопоследовательности.

Выделим основные этапы алгоритма

1. Разбить кадр на горизонтальные полосы четной длины с пересечением
в половину их вертикального разрешения.

2. Применить оконную функцию анализа к каждой полосе (применитель-
но к каждому столбцу соответствующих матриц) в вертикальном на-
правлении.

3. Обработать полученный блок, используя описанный выше фильтр.
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Рис. 5.20: Схема фильтра муарового шума.

4. Применить к полученной полосе оконную функцию синтеза (к каждо-
му столбцу).

5. Просуммировать пересекающиеся полосы, получив в результате итого-
вый кадр.

Рис. 5.20 показывает общую схему разработанного фильтра позволивше-
го избавиться от эффекта звона в результирующей последовательности.
Рис. 5.21 демонстрирует результаты применения разработанного алгорит-
ма. Использовались полосы высотой 128 пикселей и Ω = 5. Из рис. 5.21
легко видеть, что применение алгоритма с наложением позволяет полу-
чать существенно лучшие результаты.

Используя модель (5.2.1) – (5.2.3) алгоритм был протестирован для раз-
личных параметров муара и показал высокую устойчивость.

В настоящем параграфе мы обсудили проблему подавления муаровых
интереференций в видео, происходящую при аналого-цифровом преобра-
зовании фильмов на телевидении. Мы представили математематическую
интегральную модель муарового алиазинга, позволяющую лучше понять
природу этого явления. Особо отметим, что муар по своей природе явля-
ется не аддитивным, а мультипликативным явлением и не может модели-
роваться как Гауссовский процесс.

Изложенная модель не претендует на полноту и единственность. В дру-
гих приложениях могут возникать другие суперпозиции исходных сигна-
лов и может потребоваться более сложный выбор функций окна и другие
интегральные пребразования. Именно этим объясняется фундаментальная
сложность фильтрации муара.

Ключевой проблемой в задаче подавления муара является задача обна-
ружения частотных составляющих муаровых структур и их нестационар-
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Рис. 5.21: Результаты обработки двух кадров. Слева: Зашумленные кадры. Справа: Результаты вос-
становления. Середина: Подавленный шум.
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Рис. 5.22: Срез спектра видеопоследовательности Rugby. Слева: Зашумленный кадр. Муаровые пики
помечены пунктиром. Справа: Восстановленный кадр.

Рис. 5.23: Часть спектра видеопоследовательности Rugby. Слева: Зашумленный кадр. Справа: Вос-
становленный кадр.

ные нелинейные геометрические формы, вызванные геомерическими ха-
рактеристиками мониторов 1950-60 годов. Отметим, что нерегулярность
муаровых интерференций является существенной трудностью в ее пара-
метрическом моделировании, как отмечено нами в статье [300]. Кроме пре-
образования Фурье, не дающего пространственную локализацию, други-
ми интегральными преобразованиями для распознования и удаления му-
ара являет вайвлет-преобразование, а также преобразование Гильберта –
Хуанга (см. следующию часть настоящей монографии). Другим подходом
мог бы быть Винеровский фильтр, однако сложность его применения за-
ключается в отсутствии точной и универсальной модели муара ввиду его
пространственно-временной нестационарности.
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Мы обсудили эффективость применения преобразования Фурье в созда-
нии режекторного фильтра подавления муаровых интерференций, предло-
женного нами в [300]. В следующем параграфе мы рассмотрим приложение
интегральных моделей в задаче распознавания образов в производственной
задаче машинного зрения.

5.3 Интегральные признаки в задачах машинного зрения

Важную роль в производственных системах машинного зрения, исполь-
зуемых для контроля качества выпускаемой продукции, играет автомати-
ческое распознавание и классификация объектов. Современные аппарат-
ные средства позволяют с высокой скоростью получать и хранить изобра-
жения с высоким разрешением. В связи с этим, актуальной задачей стано-
вится разработка быстрых и эффективных методов обработки изображе-
ний, основанных на визуальной схожести объектов. На их основе возмож-
но создание автоматических систем распознавания дефектов на производ-
ственных линиях, работающих в режиме реального времени.

Как правило, процесс классификации изображений состоит из двух эта-
пов. На первом этапе из изображения объекта выделяются его основные
признаки и характеристики. Таким образом, осуществляется переход от
реального образа в пространство признаков. Существуют различные под-
ходы, позволяющие описывать такие признаки изображений как тексту-
ра, форма, контур и цвет. В отличие от реальных изображений, данные
признаки представляют собой числовые векторы и могут быть достаточно
легко сравнимы. На втором этапе происходит непосредственно классифи-
кация объектов в соответствии с их признаками. То есть, осуществляется
разбиение пространства признаков на соответствующие подпространства.
Человеческий мозг отлично справляется с задачами классификации изоб-
ражений даже в условиях больших помех и отсутствия существенных при-
знаков. Однако искусственные классификаторы все еще далеки от идеала.

В данном параграфе мы рассмотрим, как интегральные преобразования
используются в практической производственной задаче распознавания и
классификации образов, которая возникает в системе реального времени
автоматического распознавания дефектов (АРД) при производстве полу-
проводниковых микросхем. АРД система должна найти дефект на изобра-
жении объекта и определить: является ли данный дефект браком произ-
водства (например, царапина, трещина или наплыв) или же это всего лишь
так называемый «оверкилл» — посторонний предмет, не влияющий на ка-
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чество продукции (например, волос, волокно или пыль). Таким образом,
АРД система должна классифицировать входящий образец как «брак» или
«оверкилл». Одно из главных требований систем реального времени явля-
ется скорость работы. Поэтому только недорогие в вычислительном плане
алгоритмы могут быть использованы при извлечении признаков изображе-
ний и их классификации. Примеры АРД систем можно найти в энергети-
ке (инспектирование трубопроводных систем [252]), целлюлозно-бумажном
производстве [232], деревопереробатывающей промышленности [261], про-
изводства полупроводников [200] и др.

Ряд экспериментов показал, что методы, хорошо зарекомендовавшие се-
бя в задачах классификации, такие как нейронные сети [123] и метод опар-
ных векторов (МОВ) [286], плохо подходят для рассматриваемого случая.
При анализе ряда пространств признаков изображений было замечено, что
в общем случае образцы брака и оверкиллов не могут быть разделены на
два подпространства. Но тем не менее, они концентрируются в несколь-
ко слабо пересекающихся областях. Это свойство дало идею использовать
кластерный анализ при классификации. Кластерный анализ заключается
в разбиении исходного множества объектов на заданное количество под-
множеств (кластеров) схожих объектов, и затем выбирается наиболее ти-
пичный представитель (медиана) из каждого кластера. Предлагается сле-
дующий подход, в котором на этапе обучения обучающие выборки брака и
оверкилов разбиваются на кластеры. Далее, входящий образец классифи-
цируется в соответствии с типом ближайшей медианы.

Задача кластерного анализа может быть сформулирована как хорошо
известная задача комбинаторной оптимизации: задача о p-медиане [217].
Рассмотрим граф, в котором каждой вершине сопоставлено изображение
объекта. Расстояние между вершинами графа (вес дуг) определяется схо-
жестью соответствующих изображений. Под схожестью изображений по-
нимается расстояние между векторами признаков изображений, вычислен-
ных по определенной метрике в пространстве признаков. Таким образом,
чтобы разбить исходное множество на определенное количество кластеров
(скажем, p), необходимо найти p медианных вершин графа, минимизиру-
ющих сумму весов дуг до остальных вершин.

Задача о p-медиане – хорошо известная NP-трудная задача, сформулиро-
ванная в [217]. Обширный литературный обзор по этой задаче можно найти
в [272], а также в [150; 278]. Отдельно отметим последние работы, касаю-
щиеся решения задачи о p-медиане большой размерности: VNS (Variable
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Neighborhood Search) [194], GRASP эвристики [278], метод ветвей, отсече-
ний и оценок [150].

Для решения задачи кластеризации в работе используется подход, разра-
ботанный в [150] с ограничением по времени счета. В результате численно-
го эксперимента на данных производства полупроводниковых микросхем
были получены решения, уменьшающие ошибки классификации SVM и
нейронных сетей на 10-20 %.

Параграф состоит из 5 пунктов. В п. 5.3 описана общая схема функци-
онирования АРД системы. Методы вычисления признаков изображений
изложены в п. 5.3. Далее мы приведем краткое описание решения задачи
кластеризации. Результаты численных экспериментов приводятся в п. 5.3.
Наконец, в последнем разделе сделаны общие заключения.

Системы автоматического распознавания дефектов

Рассмотрим основные этапы автоматической системы распознавания де-
фектов (АРД). Объект снимается цифровой камерой высокого разрешения,
и изображения передаются программному блоку «сегментатор». В данном
блоке в изображении выделяются сегменты, отличающиеся от «идеально-
го» изображения, т.е. от изображения объекта без дефектов. Далее, из каж-
дого сегмента извлекаются их числовые признаки, которые передаются в
блок «классификатор». Более подробное описание процесса сегментации
и извлечения признаков дано в следующем разделе. Разработкой таких
систем занимаются многие компании, специализирующиеся в разработке
программно-аппаратных комплексов контроля качества в промышленно-
сти.

Основными компонентами классификатора является так называемая
функция классификации. На ее описании остановимся более подробно.

Пусть даноm признаков изображений xi размерности ni, т.е. xi ∈ Rni, i =

1, . . . ,m. Функция классификации f(·) : R
∑m
i=1 ni 7→ {−1, 1} определяется

следующим образом:

f(x) = f(x1, . . . , xm) =

{
−1, если x соответствует оверкиллу,
1, если x соответствует браку.

На практике в качестве функции классификации широко используются
МОВ [286] и нейронные сети [123]. Процессу классификации предшествует
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Рис. 5.24: Пространство признаков (проекции)

процесс обучения, при котором подбираются параметры функции на обу-
чающей выборке.

В некотором смысле МОВ и нейронные сети пытаются разделить про-
странство признаков на два подпространства, что в рассматриваемом слу-
чае сделать невозможно. Проиллюстрируем это на примере двух проекций
данных на плоскость одного из признаков. На рисунке 5.24 видно, что точ-
ки брака и оверкиллов не разделяются. Но мы можем заметить, что точки
разного типа группируются в несколько кластеров.

Поэтому предлагается построение функции классификации на основе
кластерного анализа. Степень схожести между изображениями будет опре-
деляться как взвешенная сумма расстояний (в определенной метрике) меж-
ду соответствующими признаками, т.е.

d(x, y) =
m∑
i=1

ci||xi − yi||,

где ci данные веса признаков. Брались в рассмотрение метрики L1 (Ман-
хеттен) и L2 (Евклида). Схема процесса обучения представлена на рисунке
5.27. Обучение производится на обучающей выборке оверкиллов Ol и брака
Dl. В данных выборках соответсвенно выбираются po и pd медиан (подроб-
ности алгоритма кластеризации даны в разделе 5.3). Обозначим эти мно-
жества через Po и Pd соответственно. Входящий образец классифицируется
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Рис. 5.25: Линейное разделимое 2D пространство признаков. (ASTI Hlds Pte Ltd, Ciba Novartis c©)
.

Рис. 5.26: 3D пространство признаков. (ASTI Hlds Pte Ltd, Ciba Novartis c©)
.
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Рис. 5.27: Схема обучения

в соответствии тому к какому типу медианы он ближе, т.е.

f(x) =

{
−1, если min

y∈Po
d(x, y) ≤ min

y∈Pd
d(x, y),

1 в противном случае.

Таким образом, процесс обучения заключается в выборе метрики при
подсчете расстояния между признаками изображений, подборе весов
c = (c1, . . . , cm)T и выборе числа медиан po и pd. Качество подобранных
параметров определяется по количеству ошибок классификации на тести-
рующих выборках оверкиллов Ot и брака Dt. Процесс обучения может
производиться автономно и не имеет жестких временных ограничений.
Поэтому в процессе обучения выбирались лучшие параметры по крите-
рию качества полным перебором из дискретных ограниченных множеств
параметров. Детали практических экспериментов описываются ниже.

Пространства признаков

Пространства признаков (дескрипторов) формируются на этапе, следу-
ющем за сегментацией изображения на области. При их выборе возникает
два основных подхода к описанию выявленной области:
1) по характеру границы;
2) по структуре расположения элементов изображения внутри области.

Отметим, что при построении признаков необходимо учитывать их
инвариантность к перемещению по полю изображения (сдвиг, поворот), а
в некоторых случаях – масштаб.
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Дескрипторы границ

Имется ряд методов, позволяющих компактно предствлять контуры об-
ластей (см., например, обзор [34; 248]). Простейшие геометрические призна-
ки контуров, включающие периметр, кривизну, площадь и др., широко ис-
пользуются в приложениях (см., например, сравнительный анализ в [248]).
Приближение кривой контура рядами Фурье было предложено в работе
Zahn и Roskies, подробности изложены в монографии [34].

Цепной код [34] как компактный дескриптор контуров хорошо известен
с середины прошлого века и получил широкое распространение в силу вы-
числительной простоты и инвариантности относительно поворота и сдвига.
В настоящей работы мы использовали модифицированный цепной код [213]
который берет во внимание длины в разных направлениях.

Различные ортогональные интегральные преобразования (Фурье, коси-
нус, Хаара, вайвлет) использовались для поиска признаков в литературе
по обработке сигналов и изображений. Мы использовали дескриптор Фурье
описания контура, использующего Декартовы координаты контура, реги-
стрируемые против часовой стрелки (xn, yn), n = 0, 1, 2, ..., N − 1. В ре-
зультате контур описывается комплекснозначной функцией zn = xn + iyn
и может аппроксимироваться дискретным рядом Фурье

Ck =
N−1∑
n=0

zn exp

(
−2πikn

N

)
, −N/2 < k < N/2.

Используя формулу Эйлера, имеем |Ck| =
√
R2 + I2, где R и I соответ-

ствующие вещественная и мнимая части Ck. Тогда получаем следующее
разложение

Ck =
N−1∑
n=0

{
xn cos

(
2πnk

N

)
+ yn sin

(
2πnk

N

)}
+ (5.3.1)

+i
N−1∑
n=0

{
yn cos

(
2πnk

N

)
− xn sin

(
2πnk

N

)}
.

Инвариантность признака к таким афинным преобразованиям, как пово-
рот, перенос и масштабирование, достигается использованием следующего
вектора (

|C−N2 +1|
|C1|

, ...,
|C−1|
|C1|

,
|C2|
|C1|

, ...,
|CN

2 −1|
|C1|

)
. (5.3.2)
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Следующий признак основан на теореме (см. [273, с. 153-162]), гаран-
тирующей возможность описания кусочно-непрерывной функции последо-
вательностью ее моментов. В качестве признака, обладающего свойством
инвариантности относительно сдвига, поворота и изменения масштаба, был
выбран набор из семи моментов, представляющих собой специальную ком-
бинацию моментов второго и третьего порядков [207].

Таким образом, были выбраны следующие интегральные признаки для
описания контуров: цепной код, разложение в ряд Фурье и инвариантные
моменты. Теперь обратимся к признакам для описания текстурных эле-
ментов изображений.

Текстурные признаки

Простейшим текстурным признаком была выбрана нормализованная ги-
стограмма изображения, подсчитанная по всем элементам изображения,
включая границу. Отметим, что гистограмма не несет никакой информа-
ции о взаимном расположении элементов изображения. Одним из способов
учета подобной информации является построение матриц совместного рас-
пределения яркостей и вычисление по ним текстурных характеристик, та-
ких как контраст, энергия, энтропия, однородность, максимум вероятности
и обратный момент разности. Такие дескрипторы известны как статисти-
ческие дескрипторы Харалика [34; 252]. Практическое использование де-
скрипторов Харалика состоит в обучении на выборке из различных тестур,
состоящей в выборе способа построения матрицы совместного распределе-
ния яркостей.

Известными методами анализа тескстуры изображений кроме упомя-
нутых статистических признаков Харалика, являются также интеграль-
ные признаки Габора [34; 267], основанные на неортогональном вайвлет-
преобразовании.

Стоит отметить, что признаки Габора [229] вычислительно неэффектив-
ны и, следовательно, не подходят для работы в режиме реального времени.

Наряду с признаками Харалика, был использован признак совокупной
направленности внутренних элементов. Такой признак, основанный на
внешнем восприятии текстуры изображения, был впервые предложен в
работе [313]. На первом этапе происходит распознание перепадов (гра-
ниц) в анализируемой области, и для каждого элемента изображения
подсчитывается угол и величина перепада. Далее составляется функция
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распределения вероятностей перепадов (гистограмма), подсчитывающая
все величины перепадов превышающие определенное порогове значение
и квантованная по значениям углов вычисленных перепадов. В итоге,
острота всплесков такой функции, подсчитанная по их вторым моментам,
была использована в качестве признака совокупной направленности.

Задача кластеризации

Одним подходом в решении задач кластерного анализа является исполь-
зование моделей дискретной оптимизации [157; 188; 193; 256; 277; 316]. На
практике данный подход мало распространен, что могло быть связано с
тем, что данные модели относительно сложны с вычислительной точки
зрения. Действительно, задача о p-медиане, которая используются в дан-
ной работе, относится к классу NP-трудных задач, т.е. сложность зада-
чи растет экспоненциально относительно ее размерности. Тем не менее,
современный уровень развития теории, методов дискретной оптимизации
и вычислительной техники позволяет успешно решать эту задачу доста-
точно большой размерности [150; 194; 278]. Обзор современных как точ-
ных, так и эвристических алгоритмов дан в работах Mladenović et al. [272],
Avella et al. [150]. Также отметим работыЮ. А. Кочетова et al. [222], Hansen
et al. [194], гибридные методы Taillard [311]. Хорошие нижние оценки с ис-
пользованием релаксаций Лагранжа получены в работах [152; 155; 287; 288]
для примеров с несколькими тысячами вершин. Однако их эффективность
ограничена размерами памяти. Недавно Hansen et al. [308] предложили ал-
горитм PDVNS (Primal-Dual Variable Neighborhood Search), дающий ниж-
ние оценки для примеров с максимум до 20000 вершин и верхние оценки
дл 90000 вершин. Avella et al. [136] предложили эвристический алгоритм,
позволяющий вычислять как верхние, так и нижние границы для примеров
до 90000 вершин.

Даны множества объектов V = {1, . . . , n} (в нашем случае – признаки
изображений) и расстояния между ними. Рассмотрим полный, взвешен-
ный ориентированный граф G(V,A), где V – множество вершин графа,
множество

A = {uv : u ∈ V, v ∈ V, u 6= v}

представляет собой множество дуг графа и wuv – веса дуг (расстояние меж-
ду объектами). Введем бинарные переменные yu (xuv), которые будут соот-
ветствовать вершинам u ∈ V и дугам uv ∈ A. Переменная yu равна 1, если
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вершина u является медианой. Переменная xuv равна 1, если вершина v
относится к кластеру, определяемому медианой u. В этих обозначениях за-
дача о p-медиане может быть сформулирована как задача целочисленного
программирования:∑

uv∈A
wuvxuv → min

(x,y)
, (5.3.3)∑

u∈V, u6=v
xuv + yv = 1 ∀ v ∈ V, (5.3.4)

xuv ≤ yu ∀ uv ∈ A, u ∈ V, (5.3.5)∑
v∈V

yv = p, (5.3.6)

yu ∈ {0, 1} ∀ v ∈ V, (5.3.7)
xuv ∈ {0, 1} ∀ uv ∈ A. (5.3.8)

Ограничения (5.3.4) гарантируют, что каждая вершина v является либо
медианой, либо имеет одну входящую дугу из медианной вершины. Нера-
венства (5.3.5) исключают существование выходящих дуг из немедианных
вершин. Количество медиан определяется уравнением (5.3.6).

Допустимая точка задачи на графе представляет из себя p «звезд», вер-
шины которых образуют кластеры с медианами в середине.

Для решения задачи использовался подход, основанный на алгоритме
ветвей, отсечений и оценок, детально описанный в [150]. Данный подход
хорошо зарекомендовал себя при решении задач о p-медиане большой раз-
мерности. Здесь отметим только основные компоненты этого подхода (об-
щая теория и методы дискретной оптимизации могут быть найдены в кни-
ге [258]):

1. Лагранжевая эвристика. Данный метод позволяет находить как ниж-
ние оценки, так и верхние оценки целевой функции. Кроме того, инфор-
мация из этого алгоритма использовалась при оценивании переменных
на следующем этапе.

2. Методы генерации столбцов и строк для решения ЛП-релаксации за-
дачи (5.3.3)–(5.3.8). Данный метод позволяет рассматривать большин-
ство переменных xuv и ограничений (5.3.5) в неявном виде, тем самым
значительно уменьшая объем памяти и ускоряя работу.

3. Метод отсечений. В ходе метода генерации столбцов и строк, так же
ведется поиск специальных ограничений, не входящих в формулиров-
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Рис. 5.28: Примеры оверкиллов и брака на печатной плате. Слева: посторонние частицы - нить и пыль.
Справа: критический брак - царапина. ( c©Micron Inc.)

ку (5.3.3)–(5.3.8), которые позволяют улучшить нижние оценки метода
ветвей и границ.

4. Метод ветвей и границ – хорошо известный метод неявного перебора,
который широко используется при решении задач дискретной оптими-
зации.

Результаты, представленные в [150], показывают, что данный подход
позволяет на ранних этапах вычисления находить хорошие решения.
Поэтому в данной работе было установлено ограничение в 30 секунд
при решении одной задачи кластеризации. Численный эксперимент пока-
зал, что в рассматриваемых задачах при таком временном ограничении
относительная погрешность решения не превосходят 1%, что является
допустимым на практике.

Тестирование на реальных данных

Предложенный подход классификации для АРД системы был проте-
стирован на примере производства полупроводниковых микросхем (компа-
ния Micron Technology) и производства контактных линз (компания Ciba
Novartis). Была рассмотрена база данных, состоящая из 1194 изображений
дефектов. Примеры брака и оверкила представлены на рисунке 5.28. База
данных была случайным образом разбита на обучающую и тестирующую
выборки, как представлено в таблице 5.1. Из каждого изображения было
извлечено 6 признаков:

1. Нормализированный цепной код;

258



Число изображений брака оверкиллов
в обучающей выборке 257 322
в тестирующей выборке 269 346
Всего 526 668

Таблица 5.1: База данный изображений

2. Признак Фурье;

3. Нормализованная гистограмма;

4. Признаки по матрице смежности;

5. Моменты;

6. Признак направленности.

На первом этапе экспериментов при обучении рассматривались все воз-
можные варианты параметров из множеств, определенных следующим об-
разом: метрики L1 и L2; веса ci = 0, 1, 2, исключая из рассмотрения экви-
валентные вектора весов (т.е. пропорциональные вектора); po и pd от 5 до
20 с шагом 5.

Результаты вычислений показали, что дефекты наилучшим образом ха-
рактеризуются контуром, и наиболее адекватным признаком является нор-
мализированный цепной код. Использование различных метрик не выявило
существенной разницы в результатах. Только в некоторых случаях евкли-
дова метрика показала слегка лучшие результаты. С учетом этих замеча-
ний на втором этапе рассматривался только цепной код, евклидова норма,
po и pd изменялись от 5 до 20 с шагом 1. Лучшие результаты вычислений
представлены в таблице 5.2.

Предложенный подход сравнивался с результатами классификации по-
лученными МОВ. Были использованы программные пакеты SVM-Lite [214]
и LIBSVM [163]. Основным компонентом МОВ является ядро, с помощью
которого определяется вид разделяющей гиперповерхности. Самыми рас-
пространенными ядрами являются:

• линейное – с линейным ядром k(x, y) = x ? y.

• полином k(x, y) = (x ? y + c)d.

• радиальный базис k(x, y) = exp(−γ||x− y||2).

• сигмоид – с нейронным ядром k(x, y) = tanh(ax ? y + b).

Другие пакеты, реализующие МОВ (см., например, [286]) и нейронные
сети [123], не улучшают полученные ошибки классификации. Используя
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po pd Ошибка(%) po pd Ошибка(%)
16 11 26.5 11 10 28.3
16 9 26.8 12 9 28.3
13 11 27.0 12 10 28.3
16 10 27.2 13 7 28.3
13 9 27.3 14 10 28.3
20 11 27.5 17 9 28.3
11 11 27.6 20 10 28.3
13 10 27.6 15 10 28.5
12 11 27.8 17 10 28.5
14 11 27.8 13 8 28.6
15 11 27.8 16 8 28.6
17 11 27.8 16 12 28.6
20 9 27.8 16 13 28.6
14 9 28.0 20 13 28.6
17 12 28.0 14 7 28.8
17 13 28.0 12 7 28.9
13 12 28.1 15 12 28.9
15 9 28.1 17 7 28.9
17 14 28.1 19 13 28.9
11 9 28.3 13 6 29.1

Таблица 5.2: Ошибка классификации

Ядро МОВ SVM-Lite LIBSVM
Линейная 38.2 38.1
полином степени 2 38.1 43.7
полином степени 3 37.6 43.7
радиальный базис 37.4 43.7
сигмоид 44.3 43.7

Таблица 5.3: Ошибки классификации МОВ (%)

кластерный анализ для решения задачи классификации промышленных
дефектов, нам удалось снизить ошибку классификации с 37.6% до 25.6%
по сравнению с МОВ.

Таким образом, мы рассмотрели задачу автоматического распознавания
и классификации образов, возникающая при разработке систем машинно-
го зрения. Основная цель таких систем, работающих в режиме реального
времени, состоит в распознавании дефекта на изображении инспектируе-
мого продукта и в способности классифицировать дефект по определенным
заранее известным признакам. Предлагается построение функции класси-
фикации на основе кластерного анализа. Подход предполагает автономный
процесс обучения, предшедствующий процессу инспектрирования, прохо-
дящего в режиме реального времени. На этапе обучения обучающие выбор-
ки брака и оверкилов разбиваются на кластеры. Далее, входящий образец
классифицируется в соответствии с типом ближайшей медианы. Сравни-
тельный анализ относительно других методов классификации продемон-
стрировал эффективность изложенного подхода.
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[198] Hentschel, C. Video moiré cancellation filter for high-resolution CRTs /
C. Hentschel // IEEE Transactions on Consumer Electronics. — 2001. —
Vol. 47, N 1. — P. 16—24.

[199] Heravi, S. Linear versus neural network forecasts for European industrial
production series / S. Heravi [ et al. ] // Int. J. Forecast. — 2004. —
Vol. 20. — P. 435––446.

[200] Ho, B. SEM ADC (Auto Defect Classification): How it improves the
cost of ownership without risk of yield loss / B. Ho, M. Inokuchi //
Advanced Semiconductor Manufacturing Conference, 2007. ASMC 2007.
IEEE/SEMI. — IEEE, Washington, D.C., 2007. — P. 293–298.

[201] Hritonenko, N. Modeling and optimization of the lifetime of technologies /
N. Hritonenko, Yu. Yatsenko. — Holland: Kluwer Academic Publushers,
1996. — P. 252.

[202] Hritonenko, N. Mathematical modeling in economics, ecology and the
environment / N. Hritonenko, Yu. Yatsenko. — Holland: Kluwer Academic
Publushers, 1999. — P. 249.

[203] Hritonenko, N. Applied mathematical modelling of engineering problems /
N. Hritonenko, Yu. Yatsenko. — Holland: Springer, 2003. — P. 286.

[204] Hritonenko, N. Turnpike and optimal trajectories in integral dynamic
models with endogenous delay / N. Hritonenko, Yu. Yatsenko // J. Optim.
Theory Appl. — 2005. — Vol. 127, N 1. — P. 1371–1379.

[205] Hritonenko, N. Technological innovations, economic renovation, and
anticipation effects / Natali Hritonenko, Yuri Yatsenko // Journal of
Mathematical Economics. — 2010. — Vol. 46, N 6. — P. 1064–1078.

[206] Hsieh, M. Parameter estimation using Volterra series / M. Hsieh,
P. Rayner // IEEE International Conference on Acoustics, Speech, and
Signal Processing (ICASSP’98). — Seattle, 1998. — P. 49–53.

[207] Hu, M. Visual pattern recognition by moment invariants / M. Hu // IRE
Trans. Information Theory. — 1962. — Vol. 8, N 1. — P. 179–187.

[208] A hybrid ARIMA and neural network model for short-term price
forecasting in deregulated market / P. Areekul [ et al. ] // IEEE Trans.
Power Syst. — 2010. — Vol. 25. — P. 524–530.

[209] The hybrid model based on the Hilbert-Huang transform and neural
networks for forecasting short-term operation conditions of power system /
V. G. Kurbatsky [ et al. ] // Proc. of the International Conference
PowerTech’2011. — Trondheim, Norway, 2011.

[210] Hybrid model for short-term forecasting in electric power system /
V. Kurbatsky [ et al. ] // J. of Machine Learning and Computation. —
2011. — Vol. 2, N 5. — P. 138–147.

276



[211] Iatrou, M. Modeling of nonlinear nonstationary dynamic systems with
novel class of artificial neural networks / M. Iatrou [ et al. ] // IEEE
Transaction on Neural Networks. — 1999. — Vol. 10. — P. 327–339.

[212] The identification of nonlinear models for process control using tailored
plant-friendly input sequences / R. S. Parker [ et al. ] // J. Proc.
Control. — 2001. — N 11. — P. 237–250.

[213] Iivarinen, J. Shape recognition of irregular objects. — In SPIE
Proceedings: Intelligent Robots and Computer Vision XV. — 1996.

[214] Joachims, T. Learning to classify text using support vector machines /
T. Joachims. — Springer, 2002. — Vol. 668.

[215] Kallenberg, R. H. Film into video: a guide to merging the technologies /
R. H. Kallenberg, G. D. Cvjetnicanin. — US: Focal Press, 1994.

[216] Karaulova, I. V. On one optimal control problem in the Glushkov integral
models / I. V. Karaulova, E. V. Markova // CD Proceedings of Forth
International Conference Inverse Problems: Identification, Design and
Control, July 2-6, 2003. — MAI, 2003. — P. 45–55.

[217] Kariv, O. An algorithmic approach to network location problems. ii: the p-
medians / O. Kariv, L. Hakimi // Operations Research. — 1979. — Vol. 37,
N 3. — P. 539–560.

[218] Kekatos, V. Sparse Volterra and polynomial regression models:
recoverability and estimation / V. Kekatos, G. B. Giannakis // IEEE
Trans. on Signal Processing. — 2011. — Vol. 59, N 12. — P. 5907–5920.

[219] Keller, H. B. Numerical solution of bifurcation and nonlinear problems /
H. B. Keller. Applications of bifurcation theory. — New York:
Academpress, 1977.

[220] Khawar, J. Volterra kernel identification of MIMO aeroelastic system
through multiresolution and multiwavelets / J. Khawar [ et al. ] //
Computational Mechanics. — 2012. — Vol. 49, N 4. — P. 431–458.

[221] Khromov, A. P. Integral Operators with Discontinuous Kernel on
Piecewise Linear Curves / A. P. Khromov // Sbornik: Mathematics. —
2006. — Vol. 197, N 11. — P. 115–142.

[222] Kochetov, Y. Computationally difficult instances for the uncapacitated
facility location problem / Yu. Kochetov, D. Ivanenko // Metaheuristics:
progress as real solvers. / Ed. by T. Ibaraki et al. — Springer, 2005. —
P. 351–367.

[223] Kokaram, A. C. Motion picture restoration / A. C. Kokaram. — Germany:
Springer-Verlag, 1998.

[224] Kolding, T. E. Hovsa. High order Volterra series analysis. Version 2.1.
Technical Report R-95-1002 / T. E. Kolding, T. Larsen. — Aalborg:
Aalborg University Publ., 1995. — P. 90.

277



[225] Kolding, T. E. High order Volterra series analysis parallel computing /
T. E. Kolding, T. Larsen // International Journal of Circuits Theory and
Applications. — 1997. — Vol. 25.

[226] Korba, P. Real-time monitoring of electromechanical oscillations in power
systems: first findings / P. Korba // Generation, Transmission and
Distribution, IET. — 2007. — Vol. 1, N 1. — P. 80–88.

[227] Korba, P. Detection of oscillations in power systems using Kalman filtering
techniques / P. Korba [ et al. ] // Proceedings of IEEE Conference
on Control Applications, 23-25 June 2003. — IEEE, Washington, D.C.,
2003. — P. 183–188.
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R. Kulhavý, F. J. Kraus // Transactions of the American Mathematical
Society. — 1996. — N 32. — P. 1403–1415.

[229] Kumar, A. Defect detection in textured materials using gabor filters /
A. Kumar, G. K. H. Pang // IEEE Transactions on Industry
Applications. — 2001. — Vol. 32, N 2. — P. 425–440.

[230] Kundert, K. S. The designer guide to SPICE and SPECTRE /
K. S. Kundert. — Dordrecht: Kluwer Acad. Publ., 1997. — P. 382.

[231] Kundur, P. Power system stability and control / P. Kundur [ et al. ]. —
NY: McGraw Hill, 1994. — P. 1176.

[232] Kunttu, I. Efficient fourier shape descriptor for industrial defect images
using wavelets / I. Kunttu [ et al. ] // SPIE Optical Engineering Letters. —
2005. — Vol. 44, N 8. — P. 345–351.

[233] Kwatny, H. G. Local bifurcation in power systems: theory, computation,
and application / H. G. Kwatny [ et al. ] // Proceedings of the IEEE. —
1995. — Vol. 83, N 11. — P. 1456–1483.

[234] Lamm, P. K. Numerical solution of first-kind Volterra equations by
sequential Tikhonov regularization / P. K. Lamm, L. Elden // SIAM
J. Numer. Anal. — 1997. — Vol. 34. — P. 1432–1450.

[235] Larsen, T. Theory of non-linear noisy netwoks and systems / T. Larsen. —
Aalborg, Denmark: Aalborg University Publ., 1997. — P. 334.

[236] Lavrentiev, M. M. Some improperly posed problems in mathematical
physics / M. M. Lavrentiev. — London: Springer, 1967. — P. 88.

[237] Ledwich, G. Modal estimates from normal operation of power systems /
G. Ledwich, E. Palmer // Power Engineering Society Winter Meeting,
2001. IEEE. — Vol. 2. — IEEE, Washington D.C., 2001. — P. 1527 – 1531.

[238] Lichtenstein, L. Vorlesungen uber einige klassen nichtlinearer
integralgleichungen und integro-differentialgleichungen nebst
anwendungen / L. Lichtenstein. — Berlin: Julius Springer, 1931.

278



[239] Linz, P. Analytical and numerical methods for Volterra equations /
P. Linz. — US: SIAM, 1985. — P. 227.

[240] Lorenzi, A. Integro-differential operator equations of the first kind of
degenerate type in Banach spaces and applications to integro-differential
PDEs / A. Lorenzi // Submitted to Eurasian Journal of Mathematical
and Computer Application. — 2013.

[241] Lu, Y. Integral equation models for image restoration: high accuracy
methods and fast algorithms / Y. Lu [ et al. ] // Inverse Problems. —
2010. — N 26. — P. 1–32.

[242] Lyapunov-Schmidt methods in nonlinear analysis and applications /
N. A. Sidorov [ et al. ]. — Boston: Kluwer Academic Publ., 2002. — P. 548.

[243] Maas, S. A. Analysis and optimization of nonlinear microwave circuits by
Volterra-series analysis / S. A. Maas // Microwave Journal. — 1990. —
Vol. 33. — P. 245–251.

[244] Malolepszy, T. Blow-up conditions for nonlinear Volterra integral
equations with power nonlinearity / T. Malolepszy, W. Okrasinski //
Applied Mathematics Letters. — 2008. — Vol. 21, N 3. — P. 307 – 312.

[245] Markova, E. V. On models of developing systems and their applications /
E. V. Markova [ et al. ] // Automation and Remote Control. — 2011. —
Vol. 72, N 7. — P. 1371–1379.

[246] Marmarelis, V. Z. Practicable identification of nonstationary nonlinear
systems / V. Z. Marmarelis // Proc. Inst. Elect. Eng. — 1981. — Vol. 5. —
P. 211–214.

[247] Marmarelis, V. Z. Volterra models and three-layer perceptrons /
V. Z. Marmarelis, X. Zhao // IEEE Trans. Neural Networks. — 1997. —
Vol. 8. — P. 1421–1433.

[248] Marshall, S. Review of shape coding techniques / S. Marshall // Image
and Vision Computing. — 1989. — Vol. 7, N 4. — P. 281–294.

[249] Mathews, V. Polynomial signal processsing / V. Mathews,
G. Sicuranza. — New York: Wiley Publ., 2000. — P. 452.

[250] Mazzieri, G. L. Existence, uniqueness and stability of minimizers of
generalized Tikhonov-Phillips functionals / G. L. Mazzieri [ et al. ] //
J. Math. Anal. Appl. — 2012. — Vol. 396. — P. 396–411.

[251] Mercer, J. Functions of positive and negative type, and their connection
with the theory of integral equations / J. Mercer // Philosophical
Transactions of the Royal Society of London. Series A, Containing Papers
of a Mathematical or Physical Character. — 1909. — Vol. 209. — P. 415–
446.

279



[252] Mery, D. Automatic detection of welding defects using texture features /
D. Mery, M. A. Berti // CTIP2003 Proceedings. — CTIP2003
Proceedings, Berlin. — Berlin, 2003. — P. 676–681.

[253] Micke, A. The treatment of integral equations with discontinuous kernels
using product type quadrature formulas / A. Micke // Computing. —
1989. — Vol. 42. — P. 207–223.

[254] Moore, G. The numerical threatment of non-trivial bifurcation points /
G. Moore // Numer. Funct. Anal. Optim. — 1980. — Vol. 2, N 6. —
P. 441–472.

[255] Morozov, V. A. Methods for solving incorrectly posed problems /
V. A. Morozov. — NY: Springer-Verlag, 1984. — P. 257.

[256] Mulvey, J. M. Cluster analysis: an application of lagrangian relaxation /
J. M. Mulvey, H. P. Crowder // Management Science. — 1979. — Vol. 25. —
P. 329–340.

[257] Mydlarczyk, W. Blow-up solutions to a system of nonlinear Volterra
equations / W. Mydlarczyk [ et al. ] // Journal of Mathematical Analysis
and Applications. — 2005. — Vol. 301, N 1. — P. 208 – 218.

[258] Nemhauser, G. L. Integer and combinatorial optimization /
G. L. Nemhauser, L. A. Wolsey. — Willey, 1988. — P. 784.

[259] Neural networks optimization through simulated annealing for the short-
term forecasting state variables of energy power systems / V. Kurbatsky
[ et al. ] // Electro (EEEC). — 2012. — Vol. 2. — P. 15–24.
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Основные обозначения

Rn – множество действительных n-мерных векторов

N – множество натуральных чисел

E1, E2 – банаховы пространства

Lp(a, b) – пространство Лебега с нормой ||x||Lp = p

√∫ b
a |x(t)|p dt

D(B) – область определения оператора B

R(B) – область значений оператора B

� (n)

C [0,T ] – пространство n раз непрерывно дифференцируемых функций x(t),
заданных на компакте [0, T ], x(0) = 0

C[0,T ] – пространство непрерывных функций, заданных на компакте [0, T ]

L(C[0,T ] → C[0,T ]) – пространство линейных непрерывных операторов,
действующих из C[0,T ] в C[0,T ]

C([0,T ];E), CE[0,T ] – пространство абстрактных непрерывных функций, задан-
ных на компакте [0, T ] со значениями в банаховом пространстве E

C+
[0,T ] – пространство положительных непрерывных функций, заданных на

компакте [0, T ]

D – замыкание области D

N(B) – множество решений однородного операторного уравнения Bx = 0

dimN(B) – число линейно независимых решений однородного уравнения
Bx = 0

B∗ – сопряженный оператор

N(B∗) – множество решений операторного уравнения B∗x = 0

S(0, r) – шар в нормированном пространстве с центром в нуле и радиусом r

|| · ||L(Rn→Rn), | · |L(Rn→Rn) – норма матрицы размерности n× n

287



|| · ||Rn, | · |R – норма вектора размерности n

|| · ||L(X→X) – норма линейного оператора, действующего из пространства
X в X

|| · ||L(C[0,h]→C[0,h]) – норма линейного оператора, действующего из простран-
ства C[0,h] в C[0,h]

Cm
n ,

(
n
m

)
– число сочетаний из n по m, (n!/(n−m)!m!)

e(t) – функция Хевисайда

δ(t) – функция Дирака

supp – носитель функции

D(0,T ) – множество бесконечно дифференцируемых финитных функций с
носителями на интервале (0, T )

D′(0,T ) – множество линейных непрерывных функционалов x ∈
L(D(0,T )→(−∞,+∞))

D′n (ρ,ρ) – пространство обобщенных функций вида c0δ(t) + c1δ
(1)(t) + · · · +

cnδ
(n)(t) + u(t)

(D;E∗) – множество бесконечно-дифференцируемых финитных функций
с носителями в интервале (0, ρ) и значениями в E∗

(D′;E) – множество линейных непрерывных функционалов, определенных
на (D;E∗) со значениями в E (пространство обобщенных функций)
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